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1 Введение

Теория интегрирования – один из наибольших пластов математики. На-

чиная с 1930х годов в ней начинается формироваться теория неком-

мутативного интегрирования. Отсчет развития некоммутативного ин-

тегрирования можно начинать с цикла работ Дж. фон Неймана и Ф.

Мюррея.[11, 12, 19, 13] Формирование общей теории интегрирования от-

носительно унитарно-инвариантных мер в полуконечных алгебрах фон

Неймана было осуществлено И. Сигалом в 1953 г.[17] Дальнейшее разви-

тие теории некоммутативных пространств Lp относительно весов и сле-

дов шло в сторону как создания новых конструкций, так и в сторону

доказательства эквивалентности предлагаемых конструкций. Первой из

всех можно считать описанную в работе Уффе Хаагерупа [8] и развитую

Марианной Терп [18] конструкцию интерполяционных пространств Lp. В

работах Тони Фальконе и Масамичи Такесаки [4, 5, 6] была приведена ре-

ализация универсальных пространтсв Lp, связанных непосредственно с

алгеброй фон Неймана. В этой конструкции операторы и веса вкладыва-

лись в скрещенное произведение алгебры и постранства функционалов,

на основе чего из функционалов и операторов возникали объекты одной

и той же природы. Как непосредственное применение их идеи о равно-

правии операторов и функционалов можно рассматривать конструкции

L1(a) и L∞(a) пространств функционалов, интегрируемых относительно

операторов, полученные научным руководителем работы.[16]

Близкими по конструкции к интерпояционным пространствам также

являются индуктивые и проективные пределы топологических вектор-
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ных пространств. [2, 3, 7, 10, 14] В частности, например, через проектив-

ный предел определяется пространство бесконечно дифференцируемых

функций, а пространство функций непрерывных на вещественной пря-

мой можно представить как индуктивный предел. В то же время, мало

известно о том, может ли существовать предел произвольной последо-

вательности банаховых пространств, между которыми, быть может, и

нет никаких соотношений вложимости. При рассмотрении такой произ-

вольной последовательности мы естественным образом можем получить

ассоциированную с ней решетку путем пересечения пространств и взятия

прямой суммы пространств, получая при этом двухиндексное семейство

банаховых пространств.

Тема некоммутативных пространств интегрируемых операторов или

интегрируемых билинейных форм является традиционной темой для Ка-

занского федерального университета и представлена в нем работами, на-

чиная с 1968 года. [1]

2 Определения и обозначения

Определение 1. Банаховым пространством называется полное норми-

рованное векторное пространство.

Через Bk,n обозначим двухиндексное семейство банаховых пространств.

τ k,n – топология, порожденная нормой ‖ · ‖k,n, на пространстве Bk,n.

Определение 2. Пусть (X0, X1) – пара банаховых пространств. Для

t > 0 и x ∈ X0 +X1 пусть

K(x, t;X0, X1) = inf
{
‖x0‖X0

+ t ‖x1‖X1
| x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1

}
.
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K-методом интепролирования называется нахождение пространства

Kθ,q(X0, X1) как линейного подпространства X0 +X1 для которого(∫ ∞
0

(
t−θK(x, t;X0, X1)

)q dt
t

)1/q

<∞.

Определение 3. Некоммутативным пространством Lp,q(a) для

p, q ∈ (1,+∞) называется интерполяционное пространство

K(p−1)/p,q(L1(a), L∞(a))

Определение 4. Некоммутативным пространством Lp(a) называется

интерполяционное пространство Lp,p(a).

3 Предварительные сведения

Теорема 1. Пусть B1 и B2 – банаховы пространства и ‖ · ‖1 � ‖ · ‖2.

Тогда

id : x ∈ B1 7→ x ∈ B2

является непрерывным.

Доказательство. Пусть xn – последовательность из B1, сходящаяся к

x ∈ B1, т.е. ‖xn − x‖1 → 0. Тогда ‖xn − x‖2 → 0.

4 Смешанные пределы

Пусть k1 < k2 и n1 < n2, ki, ni ∈ N. Тогда

Bk1,n1 ⊂ Bk1,n2

∪ ∪

Bk2,n1 ⊂ Bk2,n2

и

‖ · ‖k1,n1 � ‖ · ‖k1,n2
f f

‖ · ‖k2,n1 � ‖ · ‖k2,n2

.
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Заметим, что
τ k1,n1|k2 ⊃ τ k1,n2|k2,n1
∩ ∩

τ k2,n1 ⊃ τ k2,n2|n1

,

где τ |k2 ≡ τ |n1 ≡ τ |k2,n1 := {X ∩ Bk2,n1 | X ∈ τ}.

Рассмотрим пределы

Bk =
⋃
n>0

Bk,n и Bn =
⋂
k>0

Bk,n

с топологиями τ k и τn, соответственно. Топология τ k - сильнейшая топо-

логия на Bk, такая что отображения

ϕkn : x ∈ (Bk,n, ‖ · ‖k,n) 7→ x ∈ Bk (1)

непрерывны и топология τn - наислабейшая топология на Bn, что отоб-

ражения

ψnk : x ∈ Bn 7→ x ∈ (Bk,n, ‖ · ‖k,n) (2)

непрерывны.

Лемма 1. Пусть k < n, k, n ∈ N. Тогда

(i) Bk ⊃ Bn;

(ii) Bk ⊂ Bn.

Доказательство. (i) Имеем

Bn =
⋃
γ>0

Bn,γ, Bk =
⋃
γ>0

Bk,γ и Bn,γ ⊂ Bk,γ.

Это означает, что если x ∈ Bn, то существует γ0, такой что

x ∈ Bn,γ0 ⊂ Bk,γ0. Следовательно, x ∈ Bk.

5



(ii) Если x ∈ Bk, то ∀γ > 0 x ∈ Bγ,k ⊂ Bγ,n. Поэтому

x ∈
⋂
γ>0

Bγ,n = Bn.

Определение 5. Будем называть верхним пределом

L = limBk,k ≡
⋂
k>0

⋃
n≥k

Bn,n

Определение 6. Нижним пределом будем называть

L = limBk,k ≡
⋃
k>0

⋂
n≥k

Bn,n

Предложение 1.

L ⊃ L.

Доказательство. Если k1 < k2, то Bk1,n ⊃ Bk2,n. Следовательно,

L =
⋂
k>0

⋃
n>0

Bk,n =
⋂
k>0

⋃
n≥k

Bk,n ⊃
⋂
k>0

⋃
n≥k

Bn,n.

Если n1 < n2, то Bk,n1 ⊂ Bk,n2. Следовательно,⋃
k>0

⋂
n≥k

Bn,n ⊃
⋃
k>0

⋂
n≥k

Bn,k =
⋃
k>0

⋂
n>0

Bn,k = L.

Определение 7. Семейство Bk,n называется сходящимся, если L = L,

и обозначается Bk,n k,n−→ L.

Лемма 2. Пусть k < n, k, n ∈ N и

τ k|n := {X ∩Bn | X ∈ τ k},

т.е. топология индуцированная τ k на Bn. Тогда

τ k|n ⊂ τn.
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Доказательство. Пусть X0 ∈ τ k|n, т.е. X0 = X ∩Bk, где X ∈ τ k. Тогда

(ϕkγ)
−1(X) открыто в (Bk,γ, ‖ · ‖k,γ). Вложение

mn,k
γ : x ∈ (Bn,γ, ‖ · ‖n,γ) 7→ x ∈ (Bk,γ, ‖ · ‖k,γ)

непрерывно. Поэтому

(ϕkγm
n,k
γ )−1(X) = (mn,k

γ )−1(ϕkγ)
−1(X)

открыто в (Bn,γ, ‖ · ‖n,γ) для любого γ > 0.

Топология τn - сильнейшая топология, такая что всякое вложение ϕnγ

непрерывно. Если X0 /∈ τn, то существует топология

τ = τn ∪ {X0 ∩ Y | Y ∈ τn} ∪ {X0 ∪ Y | Y ∈ τn}

сильнее, чем топология τn, X0 ∈ τ . Покажем, что для любого A ∈ τ

прообраз (ϕnγ)
−1(A) открыт.

Рассмотрим три случая A ∈ τn, A = X0 ∩ Y , A = X0 ∪ Y (Y ∈ τn).

1) Если A ∈ τn, то (ϕβγ)−1(A) открыто.

2) Если A = X0 ∩ Y , то

(ϕnγ)
−1(X ∩Bn ∩ Y ) =

= (ϕnγ)
−1

(
X ∩

⋃
γ>0

Bn,γ
)
∩ (ϕnγ)

−1(Y ) =

=

(⋃
γ>0

(ϕnγ)
−1 (X ∩ Bn,γ)

)
∩ (ϕnγ)

−1(Y ) =

=

(⋃
γ>0

(
ϕkγm

n,k
γ

)−1
(X)

)
∩ (ϕnγ)

−1(Y ).

открыто, так как открыты
(
ϕkγm

n,k
γ

)−1
(X) и

(
ϕnγ
)−1

(Y ).
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3) Если A = X0 ∪ Y , то

(ϕnγ)
−1 ((X ∩Bn) ∪ Y ) =

= (ϕnγ)
−1

(
X ∩

⋃
γ>0

Bn,γ
)
∪ (ϕnγ)

−1(Y ) =

=

(⋃
γ>0

(ϕnγ)
−1 (X ∩ Bn,γ)

)
∪ (ϕnγ)

−1(Y ) =

=

(⋃
γ>0

(
ϕkγm

n,k
γ

)−1
(X)

)
∪ (ϕnγ)

−1(Y ).

открыто, так как открыты
(
ϕkγm

n,k
γ

)−1
(X) и

(
ϕnγ
)−1

(Y ).

Поскольку мы получили противоречие с максимальностью топологии

τn, то X0 ∈ τn.

Лемма 3. Пусть k < n, k, n ∈ N и

τn|k := {X ∩Bk | X ∈ τn}

- топология, индуцированная топологией τn на Bk. Тогда

τk ⊃ τn|k.

Доказательство. Топология τk определяется семейством полунорм

{‖·‖γ,k}∞γ=1, а топология τn|k определяется семейством {‖·‖γ,n}∞γ=1.Нетруд-

но заметить, что ‖ · ‖γ,n ≺ ‖ · ‖γ,k.

Для L определим топологию τ , которая является сильнейшей тополо-

гией, такой что любое вложение

Φk : x ∈ (Bk, τk) 7→ x ∈ (L, τ) (3)

непрерывно.
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С другой стороны, определим топологию τ , которая будет наислабей-

шей топологией на L, такой что любое вложение

Ψk : x ∈ (L, τ) 7→ x ∈ (Bk, τ k) (4)

будет непрерывно.

Теорема 2. Вложение

Λ : x ∈ (L, τ) 7→ x ∈ (L, τ) (5)

является непрерывным.

Доказательство. Заметим, что

∀n0 > 0 τ |n0 =
⋂
n≥n0

τn|n0 и τ =
⋃
k>0

τ k|∞.

В то же время,

τn =
⋃
k>0

τ k,n|∞ и ∀n0 > 0 τ k|n0 =
⋂
n≥n0

τ k,n|n0.

Достаточно доказать, что для любого n0 > 0 имеет место включение

τ |n0 ⊃ τ |n0, где τ |n0 = {X ∩Bn0 | X ∈ τ}.

Поэтому

τ |n0 =
⋂
n≥n0

(⋃
k>0

τ k,n|∞

)
|n0

и

τ |n0 =

(⋃
k>0

τ k|∞

)
|n0.

Заметим, что редукция приводит к пространству Bn0 и может быть за-

писана следующим образом:

τ |n0 =
⋂
n≥n0

(⋃
k>0

(
τ k,n|n0

))
и τ |n0 =

⋃
k>0

(
τ k|n0

)
.
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Но тогда τ k|n0 =
⋂
n≥n0 τ

k,n|n0. Поэтому

τ |n0 =
⋂
n≥n0

(⋃
k>0

(
τ k,n|n0

))
⊃

⊃
⋃
k>0

( ⋂
n≥n0

(
τ k,n|n0

))
= τ |n0.

5 Приложение к Lp-пространствам

Пусть a – ограниченный оператор. Тогда в соответсвии с результатами

работы [15] получаем, что для всяких α < β, α, β ∈ R

L1(a
α) ↪→ L1(a

β); L∞(aα)←↩ L∞(aβ).

Также обратим внимание, что для a такого, что ‖a‖ ≤ 1 и каждой

пары α < β верны неравенства

K(x, t;L1(a
β), L∞(aα)) < K(x, t;L1(a

α), L∞(aα))

K(x, t;L1(a
α), L∞(aα)) < K(x, t;L1(a

α), L∞(aβ))

В таком случае получаем, что

L1(a
α) + L∞(aα) ↪→ L1(a

β) + L∞(aα)

↪→ ↪→

L1(a
α) + L∞(aβ) ↪→ L1(a

β) + L∞(aβ)

а также пространства Lp(aα) с индексом α ∈ (0,+∞) образуют последо-

вательность, которую можно исследовать в смысле предыдущей секции.
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6 Заключение

К сожалению, пока остается неясным критерий равенства верхнего и

нижнего пределов. Очевидно, что равенство достигается не всегда. На-

пример, если пересечением двух банаховых пространств из изначальной

последовательности будет тривиальное пространство. Примером дости-

жения равенства можно считать стационарную последовательность ба-

наховых пространств.
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