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Аннотация  

Представлены разработанные образовательные проекции, уровни и прере-

квизиты математической образовательной полилингвальной онтологии 

OntoMathEdu. Образовательная проекция рассматривается как формализация 

определенной системы предметной подготовки по математике. Она представ-

ляет себой подмножество концептов онтологии OntoMathEdu, которые структури-

рованы на данном этапе развития онтологии с помощью двух дидактических от-

ношений — образовательный уровень и пререквизит.  

Образовательные уровни выделены на основе стандартов обучения соот-

ветствующей системы образования, отношение пререквизит определяется по-

следовательностью изучаемых понятий в той или иной системе образования.   

В онтологии OntoMathEdu определены две проекции, представляющие об-

разовательные системы России и Великобритании. Алгоритм построения онтоло-

гии через связывание различных проекций позволяет в дальнейшем пополнять 

ее новыми образовательными проекциями, которые можно использовать в си-

стеме полилингвального обучения математике. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Применение семантических подходов в образовательном процессе – одно 

из заметных направлений цифровизации школьного и академического образова-

ния (см., например, [1, 2]). В математическом образовании разработка и исполь-

зование инструментов, основанных на семантике предметной области, активно 

развивается после создания онтологий математического знания [3–8]. 

Одной из задач современного образования являются индивидуализация 

обучения и построение индивидуальных траекторий обучаемого с помощью ин-

теллектуальных систем управления знаниями (например, [9]). Решение этой за-

дачи требует междисциплинарного похода, с привлечением специалистов Com-

puter Science, научных работников в областях педагогики школьного, специаль-

ного и высшего образования, а также экспертов в предметных областях (см., 

например, [10–12]).  

При разработке образовательных программ обязательным этапом является 

определение зависимостей учебных модулей и последовательности их изучения. 

Семантические зависимости между учебными модулями задаются с помощью 

пререквизитов рассматриваемой учебной дисциплины (см., например, [11, 13, 

14]). Пререквизит – это связь между двумя компонентами образовательной про-

граммы, означающая, что один компонент должен быть освоен до прохождения 

другого. В образовательных онтологиях дидактическое отношение «пререкви-

зит» связывает концепты онтологии на основе стандартов обучения соответству-

ющей системы образования [15–17]. Генерация индивидуальных образователь-

ных траекторий в цифровых образовательных средах опирается на данные «циф-

рового портрета» обучаемого или его когнитивного профиля (например, [11]). На 

основании индивидуализированной оценки, например, тестов, выявляется спи-

сок пропущенных знаний, после чего, на основании связей между концептами в 

онтологии предметной области, формируется последовательность прохождения 

учебного материала.   

Статья посвящена разработке пререквизитов и образовательных проекций 

онтологии OntoMathEdu – образовательной полилингвальной математической он-

тологии [15, 16, 18–20]. Эта онтология спроектирована таким образом, чтобы слу-

жить ядром открытых связанных данных (Linked Open Data, LOD) для математиче-

ского образования, лингвистическим ресурсом для обработки математических 
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текстов на естественном языке, а также справочной базой данных для конечных 

пользователей.  

В первом разделе дано описание развития онтологии OntoMathEdu и её при-

менения в учебном процессе в настоящий момент времени. Далее приведена 

структура образовательных проекций этой онтологии для систем школьного об-

разования Российской Федерации и Великобритании. 

1. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ ONTOMATHEDU 

Онтология OntoMathEdu (https://github.com/CLLKazan/OntoMathEdu) вместе 

с онтологией профессионального математического знания OntoMathPRO [5, 6] 

является частью цифровой экосистемы OntoMath [22, 23], на основе которой 

построены семантические сервисы цифровой экосистемы Lobachevskii Digital 

Mathematical Library (https://lobachevskii-dml.ru/) [21]. В частности, формирование 

поисковых рекомендаций с поддержкой аннотирования в рекомендательной 

математической системе [24] и семантический поиск по формулам [25] опираются 

на онтологии указанной цифровой экосистемы.  

Онтология OntoMathEdu используется в образовательном процессе Казан-

ского университета. На основе этой онтологии производится семантическая раз-

метка математических учебников, осуществляется автоматическая рекомендация 

учебных материалов в соответствии с индивидуальным профилем обучаемого, а 

также выполняется автоматическая генерация тестовых заданий для проверки 

знаний [26]. 

Онтология организована в виде трех уровней:  

 онтологии верхнего уровня;  

 уровня предметной онтологии;  

 лингвистического уровня.  

Уровень предметной онтологии содержит математические концепты, отно-

сящиеся к курсу математики средней школы. Лингвистический уровень содержит 

информацию о том, как эти понятия выражаются на естественном языке. В онто-

логии верхнего уровня концепты снабжены семантическими аннотациями. 

Уровень предметной онтологии состоит из двух иерархий концептов: 

иерархии объектов и иерархии материализованных отношений. 
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Описание концепта включает его название на русском, английском и татар-

ском языках, связи с другими концептами, а также с внешними ресурсами из об-

лака открытых связанных данных (LOD). 

В настоящее время онтология содержит более 900 концептов, которые от-

носятся к школьному курсу планиметрии российской школы в соответствии с 

ФГОС ООО [27] и курсу математики в школах Великобритании в соответствии с 

Национальным учебным планом [28, 29]. 

В силу своей образовательной специфики онтология содержит не только ма-

тематические факты о представленных в ней концептах, но информацию об ис-

пользовании этих концептов в образовательном процессе. Данная информация 

выражается в онтологии с помощью двух основных отношений «пререквизит» и 

«образовательный уровень». 

2. СТРУКТУРА ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ ONTOMATHEDU 

2.1. ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ ОНТОЛОГИИ 

В полилингвальной онтологии системы понятий формируются в соответ-

ствии с каждой образовательной системой, представляемой в онтологии. 

Проекция онтологии OntoMathEdu на национальную систему математиче-

ского образования (далее – проекция онтологии) определяется как выделенный 

набор концептов онтологии OntoMathEdu  и онтологических отношений между 

ними. В набор включены те концепты онтологии, которые образованы из поня-

тий, изучаемых в рамках программы школьной математики выбранной системы 

образования. 

Проекции онтологии OntoMathEdu  создаются на основе особенностей ис-

пользования этой онтологии в системах школьного образования. В отличие от су-

ществующих подходов в проектировании онтологий профессионального матема-

тического знания данный подход учитывает отличия в системе базовых знаний 

школьных курсов математики различных стран мира (Рис. 1).  
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Рис. 1. Образовательные проекции онтологии OntoMathEdu 

 
Каждая образовательная проекция содержит математические понятия, обя-

зательные к изучению при базовой и профильной школьных подготовках, а также 

понятия, встречающиеся в программах дополнительной подготовки школьников. 

Например, при создании образовательной проекции онтологии для системы 

школьного образования на русском языке проанализированы самые популярные 

учебники планиметрии общей общеобразовательной школы базового и профиль-

ного уровней подготовки по математике (Л.С. Атанасяна, И.Ф. Шарыгина и др.) и 

дополнительные учебные пособия по элементарной геометрии (Г.К. Гордина, 

А.Г. Мякишева и др.). Создание образовательной проекции OntoMathEdu для си-

стемы школьного математического образования на английском языке проанали-

зированы учебники программы Великобритании, в частности, National curriculum 

in England: mathematics programs of study, Standards for Mathematical Practice of 

USA, study books (см., например, [30–36]). 

Обучающий потенциал каждой образовательной проекции возрастает, бла-

годаря объединению различных традиционных подходов в изложении содержа-

ния учебного материала. 

На данном этапе образовательные возможности онтологии представлены 

двумя видами отношений в системе образования — дидактическими и методи-

ческими.  

Система математического образования РФ 
Система математического образования UK 

Онтология OntoMathEdu 

Проекция S1 Проекция S2 
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Дидактические принципы  – определяют уровень подготовки обучаемых и 

последовательность обучения математике. В онтологии OntoMathEdu они форма-

лизованы отношениями образовательный уровень и пререквизит.  

Методические отношения определяют методические связи между изуча-

емыми понятиями. С помощью этих отношений можно указать, какие понятия 

определяются через другие и какие понятия являются классами. В онтологии 

OntoMathEdu методические отношения формализованы отношениями онтологи-

ческая зависимость, аргументы, задается с помощью, определяется через, 

предметность, DisjointUnionOf и др. [15]. 

В настоящее время в онтологии OntoMathEdu представлены две проекции 

онтологии в соответствии с выделенными отношениями образовательный уро-

вень и пререквизит — проекция Российской системы школьного математиче-

ского образования  и проекция математической образовательной системы Вели-

кобритании. 

Свойства образовательный уровень и пререквизит в образовательной 

проекции выполняют две функции: 

 системообразующую — для создания проекций онтологии OntoMathEdu 

(образовательный уровень выделяет концепты данной системы образования из 

множества концептов онтологии; пререквизит приводит в соответствии с после-

довательностью изучения учащимися); 

 дифференцирующую — для выделения образовательных уровней в самих 

проекциях онтологии, необходимых для организации персонализированного 

обучения учащихся в соответствии с требуемым уровнем подготовки по матема-

тике, и распределения понятий по различным проекциям. 

2.2.  ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ И ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫЕ УРОВНИ 

Образовательный уровень отражает степень подготовки учащихся по пред-

мету в соответствии с образовательной системой.  

Система математического образования каждой страны построена в виде не-

скольких уровней подготовки учащихся. В полилингвальной образовательной он-

тологии могут быть представлены несколько образовательных систем, и каждая 

из них в онтологии проецируется как набор  

(𝐿1 , 𝐿2 , ⋯ , 𝐿𝑘 ). 
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Через 𝐿𝑖  обозначено множество концептов онтологии, содержащихся в выделен-

ном уровне 𝑖 образовательной системы. Число уровней, как и состав входящих в 

них концептов, в каждой системе индивидуально, поэтому будем использовать 

обозначения 𝐿𝑖 
𝑆  или 𝐿𝑖 (𝑆), отмечая принадлежность уровня проекции S образо-

вательной системы.  

Если в полилингвальной онтологии представлены понятия из n образова-

тельных систем, то в этом случае имеем n образовательных проекций S1, S2, S3,... , 

Sn  с соответствующими наборами образовательных уровней 

(𝐿1 (𝑆1), 𝐿2 (𝑆1), ⋯ , 𝐿𝑘1
(𝑆1)), 

(𝐿1 (𝑆2), 𝐿2 (𝑆2), ⋯ , 𝐿𝑘2
(𝑆2)),  

(𝐿1 (𝑆𝑛), 𝐿2 (𝑆𝑛), ⋯ , 𝐿𝑘𝑛
(𝑆𝑛)). 

В онтологии OntoMathEdu на данном этапе проектирования разрабатыва-
ются проекции двух образовательных систем школьной математики (на примере 

раздела школьной математики  планиметрии), каждая из которых имеет свои 
уровни подготовки: SR – проекция Российской образовательной системы и SB – 
проекция образовательной системы Великобритании. В Российской Федерации 
образовательные уровни хорошо представлены в соответствии с делениями на 
классы, в которых начинается системное обучение планиметрии:  

 L1(SR) – 7 класс (13–14 лет),  

 L2(SR) – 8 базовый класс (14–15 лет), 

 L3(SR) – 8 профильный класс (14–15 лет),  

 L4(SR) – 9 базовый класс (15–16 лет) 

 L5(SR) – 9 профильный класс» (15–16 лет) 

 L6(SR) – дополнительная подготовка по математике (7–11 классы). 

В Великобритании в соответствии со стандартами обучения определены 4 
уровня подготовки по математике:  

 L1(SB) – Key stage 1 (1–2 годы обучения, 5–7 лет),  

 L2(SB) – Key stage 2 (3–6 годы обучения, 7–11 лет),  

 L3(SB) – Key stage 3 (7–9 годы обучения, 11–14 лет),  

 L4(SB) – Kеy stage 4 (10–11 годы обучения, 14–16 лет).  
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Отметим некоторые принципиальные отличия в подготовке планиметрии в 

школах России и Великобритании. В Великобритании курс геометрии – это часть 

единого курса математики, в котором весь материал представлен в едином учеб-

нике, есть темы, использующие в геометрии алгебраические понятия, и, наобо-

рот, планиметрия изучается параллельно со стереометрией), в России курс гео-

метрии с 7-го класса изолирован от остального курса математики. 

В текущей версии онтологии OntoMathEdu указанные системы образования 

формализованы в виде совокупности двух образовательных проекций:  

(𝐿1(𝑆𝑅), 𝐿2(𝑆𝑅), 𝐿3(𝑆𝑅), 𝐿4(𝑆𝑅), 𝐿5(𝑆𝑅), 𝐿6(𝑆𝑅)), 

(𝐿1(𝑆𝐵), 𝐿2(𝑆𝐵), 𝐿3(𝑆𝐵), 𝐿4(𝑆𝐵) ), 

SR соответствует российской системе школьной подготовки по курсу планимет-

рии, а SB представляет курс планиметрии, изучаемый в Великобритании (Рис. 2). 
 

 

Рис. 2. Образовательные уровни в онтологии OntoMathEdu и пример принадлеж-

ности концепта образовательным уровням двух проекций 

Формализация предметной области планиметрии при проектировании об-

разовательной онтологии потребовала: 

 введения новых понятий, как принадлежащих только одной системе, 

так и не принадлежащих ни одной; 
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 выделения как общих понятий двух систем образования, так и при-

надлежащих только одной системе образования; 

 представления одного и того же понятия различными концептами, 

поскольку понятие приобретает различные названия на разных обра-

зовательных уровнях. 

В процессе формализации имелись различные случаи включения в онтоло-

гию концептов, соответствующих понятиям, принадлежащим одновременно 

двум образовательным системам или имеющимся только в одной из них. Один 

из примеров такой ситуации приведен на Рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Возможности представления концептов онтологии  
в системах образования России и Великобритании. 

Каждому концепту онтологии присваивается не более одного значения 

свойства образовательный уровень на одном из языков. В онтологии существуют 

концепты, которым не присвоено свойство образовательный уровень или при-

своен только один раз (Рис. 3). Среди них выделены концепты: 

 необходимые для более точной формализации представляемой об-

разовательной предметной области (например, класс Ограниченная 

часть плоскости необходим в онтологии для объединения геомет-

рических фигур, площади которых вычисляемы в школьном курсе 

планиметрии, поэтому он не обладает свойством образовательный 

уровень),  
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 являющиеся переводом понятия предметной области с языка одной 

образовательной системы на язык другой системы, в которой это по-

нятие не используется. Например, Supplementary angles переведено 

на русский язык как угол, дополняющий до угла 180 градусов, но дан-

ное понятие отсутствует в курсе математики в РФ, поэтому концепт 

имеет только одно значение Key Stage 2 свойства образовательный 

уровень (Рис. 4). 

 
Рис. 4. Представление концептов в онтологии OntoMathEdu, имеющих представ-

ления только в одной системе образования. 

Свойство образовательный уровень в проектировании онтологии позво-

ляет выделять образовательные уровни подготовки учащихся в проекциях онто-

логии. Например, объединение концептов со свойствами образовательный уро-

вень 7 класс, 8 класс и 8 профильный класс позволяет выделить концепты, соот-

ветствующие уровню подготовки учащегося, закончившему обучение в 8-м про-

фильном математическом классе. 

Образовательные уровни являются основой для создания образовательных 

проекций, являющихся формализацией курсов планиметрии России и Великобри-

тании. 

2.3. ОТНОШЕНИЕ «ПРЕРЕКВИЗИТ» 

Организация предметного знания для образовательных целей требует, 

чтобы логические отношения между понятиями были дополнены пререквизит-
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ными отношениями, указывающими последовательность их изучения. В образо-

вательной онтологии данное отношение имеет особое значение, поскольку пре-

емственность изучаемых понятий — ведущий принцип теории обучения. 

Понятие A является пререквизитом для понятия B, если для того, чтобы изу-

чить B, учащийся должен сначала изучить A. Например, овладение концептом 

Треугольник требуется, чтобы овладеть концептом Высота треугольника, между 

тем родительским классом концепта Высота треугольника являются Чевиана 

треугольника и Перпендикуляр. При этом чевиана треугольника изучается в про-

фильном курсе математики уровня L3(SR) российской школы как понятие, обоб-

щающее отдельные виды отрезков треугольника, а высота треугольника — в 8-м 

классе общеобразовательной школы, что соответствует уровню L2(SR). 

Пререквизиты используются в таких задачах как “automatic reading list gen-

eration”, “curriculum planning”, “evaluation of educational resources”, “prediction of 

academic performance” (см., например, [18, 19, 37, 38]). 

В онтологии OntoMathEdu пререквизиты задаются двумя способами: опосре-

дованно путем распределения концептов по образовательным уровням и напря-

мую путем расстановки отношения пререквизит между отдельными концеп-

тами. 

Особенностью пререквизитного отношения является то, что концепт явля-

ется пререкивизитом другого концепта относительно определенной образова-

тельной системы. В онтологии OntoMathEdu образовательные системы моделиру-

ются как точки зрения, относительно которых выполняются пререквизитные от-

ношения (см., например, [18]). 

В дальнейшем планируется, что релятивизация отношений к точкам зрения 

будет моделироваться с помощью шаблона проектирования D&S (“Descriptions 

and Situations”) (см., например, [39, 40]). Однако создание шаблонов D&S вручную 

является трудоемкой задачей. В связи с этим для моделирования точек зрения 

используется следующий подход.  

Для объектного свойства пререквизит создаются подсвойства, каждое из 

которых соответствует точке зрения одной из образовательных систем (пререкви-

зит в образовательной системе России, пререквизит в образовательной си-

стеме Великобритании» и т. д.). Концепты, являющиеся пререквизитами в той 
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или иной образовательной системе, связываются соответствующими подсвой-

ствами. Затем на базе пар концептов, связанных подсвойствами, генерируются 

шаблоны D&S. 

Последовательность изучения отдельных понятий может отличаться в зави-

симости от методики обучения, принятой в определенной системе обучения 

предметной области. Рассмотрим различные случаи отношения пререквизит в 

проекциях SR и SB. Обозначим через PR пререквизит в образовательной проекции 

SR, а через PB – пререквизит в образовательной проекции SB. Отношение прере-

квизит может существовать транзитивно, то есть концепты А и В могут быть не 

связаны напрямую отношением, но быть связаны несколькими отношениями че-

рез другие концепты. В этом случае также будем считать, что отношение прере-

квизит между А и В существует (таблица 1). В таблице используется обозначение 

A∊S, означающее, что концепт A содержится в образовательной проекции S. 

Tаблица 1. Варианты связывания концептов онтологии OntoMathEdu   

отношением пререквизит 

No Концепт A Концепт B Пререквизит 

между A и B 

1 ¬(A∊SR) & ¬(A∊SB) ¬(B∊SR) & ¬(B∊SB) не существуют 

P1, P2 

2 (A∊SR) & ¬(A∊SB) ¬(B∊SR) & (B∊SB) не существуют 

P1, P2 

3 (A∊SR) & (A∊SB) (B∊SR) & (B∊SB) существуют P1, 

P2 

4 (A∊SR) & ¬(A∊SB) (B∊SR) & ¬(B∊SB) существует P1 

5 ¬(A∊SR) & (A∊SB) ¬(B∊SR) & (B∊SB)  существует P2 

Сравним пары концептов, связанных отношением пререквизит в различ-

ных системах среднего образования (таблица 2).  

Таблица 2. Примеры общего и отличий концептов, находящихся в отношении 

пререквизит в системах образования РФ и Великобритании 

В российской системе образования В образовательных системах Велико-
британии / США 
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Окружность → Длина окружности 

Круг → Площадь круга 

Circle → Circumference 

Circle → Area of a circle 

Угол → Накрест лежащие углы Angle → Alternate interior angles 

Angle → Alternate exterior angles 

- Angle → Complementary angles 

Angle → Supplementary angles 
 

В онтологии OntoMathEdu русскоязычным терминам предметной области 

приведены в соответствие термины из англоязычных учебников (Великобрита-

нии, США и др.) и добавлены новые, отсутствующие в российских учебниках пла-

ниметрии. Учебные программы Великобритании, США и некоторых штатов США 

отличаются. Преемственность в обучении планиметрии в Великобритании, в це-

лом, близка к системе обучения планиметрии в России (см., например, [31]).  

 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представленный выше подход в проектировании онтологии является но-

вым шагом в проектировании индивидуального цифрового пространства в си-

стеме школьного математического образования с применением интеллектуаль-

ных рекомендательных систем. 

Описаны новые направления в разработке образовательной математиче-

ской онтологии OntoMathEdu. В текущей версии ресурс содержит структурирован-

ные знания из школьного курса геометрии. Для представления различных языко-

вых и образовательных уровней в онтологии была разработана модель проекций 

онтологии, которая была успешно использована в процессе проектирования но-

вой версии онтологии OntoMathEdu. 

Дальнейшее направление развития заключается в пополнении онтологии 

концептами и новыми отношениями и разработке образовательных приложений, 

включая рекомендательные образовательные системы для полилингвального 

обучения, систем контроля математического знания. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных ис-

следований, проект № 19-29-14084. 
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Abstract 

The developed educational projections, levels and prerequisites of the mathe-

matical educational multilingual ontology OntoMathEdu are presented. Educational 

projection is viewed as the formalization of a certain system of subject training in math-

ematics. It is a subset of OntoMathEdu ontology concepts, which are structured at this 

stage of ontology development using two didactic relationships – educational level and 

prerequisites. 

Educational levels are allocated on the basis of the teaching standards of the 

corresponding education system, the relation of prerequisites is determined by the se-

quence of the studied concepts in a particular education system. 

The OntoMathEdu ontology defines two projections representing the educational 

systems of Russia and Great Britain. The algorithm for constructing an ontology 

through linking various projections allows it to be further replenished with new educa-

tional projections, which can later be used in the system of multilingual teaching of 

mathematics. 

Ключевые слова: ontology, mathematical education, planimetry, 

OntoMathEdu, educational projection, educational level, prerequisite 
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