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Ïðåäèñëîâèå
Íàñòîÿùåå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçëîæåíèþ îñíîâ ãðóï-

ïîâîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ðàç-
áîðó êîíêðåòíûõ çàäà÷ è ïðèìåðîâ. Êðîìå òîãî, â ïîñîáèå âêëþ÷åíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî çàäà÷ è óïðàæíåíèé, ðàññ÷èòàííûõ íà ñàìîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå.

Ïîñîáèå ìîæåò áûòü ïîëåçíî äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ, ñïåöèàëèçè-
ðóþùèõñÿ ïî êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðè ÷òåíèè
ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ.
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1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {Ta} ïðåîáðàçîâà-

íèé ïðîñòðàíñòâà Rn:
x = f(x, a), (1)

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, èçìåíÿþùèéñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ∆ ⊂
R. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî T0 = id (òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå) è
÷òî Ta 6= id äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ a ∈ ∆. Åñëè òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïîëó÷àåòñÿ íå ïðè a = 0, à ïðè íåêîòîðîì a0, òî ñäåëàåì çàìåíó ïàðàìåòðà:
a′ = a − a0. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñåìåéñòâî {Ta} âìåñòå ñ êàæ-
äûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñîäåðæèò îáðàòíîå ê íåìó, òî åñòü, äëÿ êàæäîãî a ∈ ∆
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç a−1, ÷òî T−1

a = Ta−1 . Íà-
êîíåö, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ ëþáûõ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé Ta

è Tb ñíîâà ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó ñåìåéñòâó, ò.å., ÷òî

Tb ◦ Ta = Tϕ(a,b) (2)

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ(a, b), êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü äèôôåðåíöèðóå-
ìîé.

Òàêîå ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïîé ïðåîáðàçîâàíèé.

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(a, b) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

ϕ(a, 0) = a, ϕ(0, b) = b.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñòÿæåíèÿ x = ax. Äëÿ íèõ òîæ-
äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè a = 1, ïîýòîìó ñäâèíåì ïàðàìåòð
è çàïèøåì èõ â âèäå x = x + ax. Òîãäà a−1 = − a

1 + a
, à ϕ(a, b) = a + b + ab.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ê êàêîìó íàèáîëåå ïðîñòîìó âèäó ìîæíî
ïðèâåñòè çàêîí óìíîæåíèÿ â ãðóïïå ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé (íåâûðîæäåííîé
çàìåíîé ïàðàìåòðà a)? Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû ôóíêöèþ ϕ ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó ϕ(a, b) = a + b, ò.å.,

f(f(x, a), b) = f(x, a + b). (3)

Ïðè ýòîì a−1 = −a.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x, a) â ðÿä Òåéëîðà ïî ïàðàìåòðó a â îêðåñòíîñòè

òî÷êè a = 0. Ïîñêîëüêó T0 = id, èìååì f(x, 0) = x. Îáîçíà÷èì X(x) =
∂f(x, a)

∂a

∣∣∣
a=0

. Òîãäà
x = x + X(x) · a + o(a). (4)
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Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
df

da
= X(f), f |a=0 = x (5)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëè.
Âåêòîðíîå ïîëå X = X i(x)

∂

∂xi
íàçûâàåòñÿ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðà-

òîðîì (èëè ïðîñòî îïåðàòîðîì) ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (1). Îíî ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì ê îðáèòàì ãðóïïû.

Òåîðåìà 1. [2] Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, a) óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïîâîìó ñâîé-
ñòâó (3) è èìååò ðàçëîæåíèå (4). Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
Ëè.

Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X(x) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Ëè óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó (3).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) âåêòîðíîå
ïîëå X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
. Âîññòàíîâèì ïðåîáðàçîâàíèå (1), èìåþùåå X ñâîèì

êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì. Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî o(a) ýòî ïðåîá-
ðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê x ≈ x+ax2, y ≈ y +axy. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ
Ëè:

dx

da
= x2,

dy

da
= xy.

Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ñëóæàò ôóíêöèè x = − 1

a + C1
, y =

C2

a + C1
. Èç íà-

÷àëüíîãî óñëîâèÿ èìååì (ïîäñòàâëÿÿ a = 0): C1 = −1/x, C2 = −y/x. Îòñþäà

x =
x

1− ax
, y =

y

1− ax
. (6)

Ýòîò ïðèìåð óäîáåí äëÿ èëëþñòðàöèè ëîêàëüíîãî õàðàêòåðà ãðóïï ïðå-
îáðàçîâàíèé. Âîçüìåì, ê ïðèìåðó, òî÷êó (x, y) = (1, 1) è ïðèìåíèì ê íåé
ïðåîáðàçîâàíèå (6). Ïîëó÷èì

x =
1

1− a
, y =

1

1− a
.

Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî ïàðàìåòð a ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà
(−∞, 1). Íî êîìïîçèöèÿ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè a, b èç ýòî-
ãî èíòåðâàëà ìîæåò íå èìåòü ñìûñëà. Òàêîâû, íàïðèìåð, ëþáûå çíà÷åíèÿ a
è b òàêèå, ÷òî a+ b = 1 (ïðîâåðèòü!). Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìíîæàòü ìîæíî íå
âñå òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òîëüêî òå, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæàò íåêîòîðîìó ïîäûíòåðâàëó. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ëè, ñòðîãî ãîâîðÿ, îáðàçóþò íå ãðóïïó, à ëîêàëüíóþ ãðóïïó â òîì ñìûñëå, ÷òî
êîìïîçèöèþ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî áðàòü òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
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a, b, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ïîäûíòåðâàëó ∆′ ⊂ ∆, ñîäåðæàùåìó òî÷êó
a = 0. Ýòîò æå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåðâàë ∆, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò
îò ïðåîáðàçóåìîé òî÷êè (x, y).

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ïðîèçâîëüíûé çàêîí óìíîæåíèÿ (2) ïðèâåñòè ê âè-
äó (3). Çàïèøåì ãðóïïîâîå ñâîéñòâî â âèäå

f(x, b) ≡ f(f(x, a), b) = f(x, ϕ(a, b)).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî b:
∂f(x, b)

∂b
=

∂f(x, c)

∂c

∂ϕ(a, b)

∂b
,

ãäå ìû îáîçíà÷èëè c = ϕ(a, b). Ïîäñòàâèì òåïåðü b = 0 (ïðè ýòîì c = a!)
∂f(x, b)

∂b

∣∣∣
b=0

=
∂f(x, a)

∂a

[∂ϕ(a, b)

∂b

]∣∣∣
b=0

,

Âòîðîé ìíîæèòåëü ñïðàâà ðàâåí 1 ïðè a = 0 (ïî÷åìó?), ñëåäîâàòåëüíî, îí
îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè ìàëûõ a. Ïîëîæèì ∂ϕ(a, b)

∂b
=

1

A(a)
. Îáîçíà÷èâ X(x) =

∂f(x, a)

∂a

∣∣∣
b=0

, çàïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå X(x) =
1

A(a)

dx

da
èëè

dx

da
= X(x),

ãäå íîâûé ïàðàìåòð a îïðåäåëåí ôîðìóëîé a =

∫ a

0
A(a) da. Ýòîò ïàðàìåòð

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Â ðåçóëüòàòå îòíîñèòåëüíî íåãî ïîëó÷èëîñü óðàâ-
íåíèå Ëè (5). Ïî Òåîðåìå 1, â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè çàêîí óìíîæåíèÿ èìååò
âèä ϕ(a, b) = a + b.

Çàäà÷à. Îáðàçóþò ëè ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèÿ à) x = x − ay, y = y + ax;
á) x = x + a, y =

xy

x + a
?

Çàäà÷à. Ïðèâåäèòå ê êàíîíè÷åñêîìó ïàðàìåòðó ãðóïïû à) x = x + a + a2

íà ïðÿìîé; á) ãðóïïó âðàùåíèé x =
√

1− a2 · x− ay, y = ax +
√

1− a2 · y íà
ïëîñêîñòè.

Èíâàðèàíòû.
Ôóíêöèÿ J(x) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (1), åñëè

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x è a âûïîëíÿåòñÿ
J(x) = J(f(x, a)) = J(x). (7)

Òåîðåìà 2. [2] Ôóíêöèÿ J(x) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

XJ = X i(x)
∂J

∂xi
= 0. (8)
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Êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ëþáàÿ îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé â Rn èìååò n − 1 ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ. Ïðè ýòîì ëþáîé äðóãîé èíâàðèàíò ýòîé ãðóïïû
åñòü ôóíêöèÿ îò ýòèõ (n − 1) ¾áàçèñíûõ¿ èíâàðèàíòîâ. Â êà÷åñòâå òàêî-
ãî áàçèñà ìîæíî âûáðàòü ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ J1(x) = C1, . . . ,
Jn−1(x) = Cn−1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ (8):

dx1

X1 =
dx2

X2 = . . . =
dxn

Xn
. (9)

Äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòà J âåêòîðíîå ïîëå X êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòåé J(x) =
C .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãðóïïó ðàñòÿæåíèé â R3: x = xea, y =

ye2a, z = ze−2a. Äëÿ íåå X = x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
− 2z

∂

∂z
è óðàâíåíèå (8) ïðèíèìàåò

âèä
x
∂J

∂x
+ 2y

∂J

∂y
− 2z

∂J

∂z
= 0.

Ðåøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó dx

x
=

dy

2y
=

dz

−2z
, íàõîäèì ïåðâûå èíòå-

ãðàëû y/x2 = C1, x2z = C2. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçèñà èíâàðèàíòîâ ìîæíî
âçÿòü ôóíêöèè J1 = y/x2, J2 = x2z, à ïðîèçâîëüíûé èíâàðèàíò èìååò âèä
J = J(y/x2, x2z).

Òåîðåìà 3. Âñÿêàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà G ïðåîáðàçîâàíèé x =
f(x, a) íåâûðîæäåííîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ xi′ = xi′(xk) ìîæåò áûòü ïðè-
âåäåíà ê ãðóïïå ïåðåíîñîâ âäîëü îñè xn′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = X i ∂

∂xi
� îïåðàòîð ãðóïïû. Ïîñêîëüêó ïðè çà-

ìåíå ïåðåìåííûõ xi′ = xi′(xk) âåêòîðíîå ïîëå X ïðåîáðàçóåòñÿ êàê X i ∂

∂xi
=

X i∂xj′

∂xi

∂

∂xj′ , òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò (xi′) âåêòîðíîå ïîëå X ïðèíèìàåò âèä

X = X(xj′)
∂

∂xj′ .
Òåïåðü äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëå X ñòàëî êàñàòåëü-

íûì âåêòîðíûì ïîëåì ê îñè xn′ , òî åñòü, ïîëåì ∂

∂xn′ , íåîáõîäèìî, ÷òîáû
X(x1′) = . . . = X(x(n−1)′) = 0, à X(xn′) = 1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âûáðàòü â
êà÷åñòâå ôóíêöèé xi′ , i′ = 1, . . . , n−1, ëþáûå n−1 ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñè-
ìûõ èíâàðèàíòîâ J1, . . . , Jn−1, à ôóíêöèþ xn′ íàéòè èç óñëîâèÿ X(xn′) = 1.

Ñèñòåìà ôóíêöèé x1′ = J1(x), . . . , xn−1′ = Jn−1(x), xn′ = xn′(xi) îïðåäåëÿ-
åò èñêîìóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Âåêòîðíîå ïîëå X â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èìååò
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âèä X =
∂

∂xn′ , òî åñòü, îïðåäåëÿåò ãðóïïó ïåðåíîñîâ âäîëü îñè xn′ . ¤
Âîïðîñ. Ïî÷åìó ïîñòðîåííàÿ â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ñèñòåìà ôóíêöèé áó-

äåò ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìà?
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãðóïïó ðàñòÿæåíèé â R2: x = xea, y =

yea c îïåðàòîðîì X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
. Íàéäåì íîâûå ïåðåìåííûå t, s, â êîòîðûõ

ýòà ãðóïïà áóäåò ãðóïïîé ïåðåíîñîâ âäîëü îñè t. Óðàâíåíèå íà ïåðåìåííóþ t

èìååò âèä X(t) = x
∂t

∂x
+y

∂t

∂y
= 1. Ïîñêîëüêó äîñòàòî÷íî íàéòè ëþáîå ÷àñòíîå

ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ìû ìîæåì èñêàòü, íàïðèìåð, ðåøåíèå âèäà t =
t(x), çàâèñÿùåå òîëüêî îò x. Òîãäà ýòî óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê îáûêíîâåííîìó
óðàâíåíèþ x

dt

dx
= 1, îòêóäà t = ln |x|. Óðàâíåíèå íà ïåðåìåííóþ s èìååò âèä

X(s) = x
∂s

∂x
+y

∂s

∂y
= 0. Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì ïåðâûé èíòåãðàë y

x
= C , îòêóäà

s =
y

x
. Â ïåðåìåííûõ (s, t) ãðóïïîâîé çàêîí ïðèíèìàåò âèä s =

y

x
=

yea

xea
=

y

x
= s, t = ln |x| = ln |xea| = ln |x|+ a = t + a.

Çàäà÷à. Ïðèâåäèòå ê ïåðåíîñàì ãðóïïû ñ îïåðàòîðàìè à) X = x2 ∂

∂x
+

xy
∂

∂y
; á) X = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
; â) X = xy

∂

∂x
.

Çàäà÷à. Ïðèâåäèòå ê ïåðåíîñàì ãðóïïó ïîâîðîòíûõ ãîìîòåòèé íà ïëîñ-
êîñòè x = et(x cos a + y sin a), y = et(−x sin a + y cos a) ñ îïåðàòîðîì X =

(x+ y)
∂

∂x
+(y−x)

∂

∂y
. Ïîäñêàçêà. Èìååò ñìûñë ñíà÷àëà ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì

êîîðäèíàòàì.
Èíâàðèàíòíûå ïîâåðõíîñòè.
Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Rn ïîâåðõíîñòü M ðàçìåðíîñòè n− s, çàäàí-

íóþ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

F1(x) = 0, F2(x) = 0, . . . , Fs(x) = 0, s 6 n. (10)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíèå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ò.å., rank

∥∥∥∥
∂Fk

∂xi

∥∥∥∥
ðàâåí s â ëþáîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè M .

Ïîâåðõíîñòü M íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû G ïðåîáðàçîâàíèé x = f(x, a), åñëè èç òîãî, ÷òî x ∈ M ñëåäóåò, ÷òî
x ∈ M . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà äîïóñêàåò ãðóïïó G.

Òåîðåìà 4. [2] Ïîâåðõíîñòü M èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà XFk|M = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , s.

8



Òåîðåìà 5. [2] Ïîâåðõíîñòü M , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû G, ìîæåò áûòü çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà

Φk(J1(x), . . . , Jn−1(x)) = 0, k = 1, . . . , s,

ãäå ôóíêöèè J1(x), . . . , Jn−1(x) îáðàçóþò áàçèñ èíâàðèàíòîâ ãðóïïû G, ïðè
óñëîâèè, ÷òî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð X ãðóïïû G íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè M .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì â Rn ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ M , çàäàííûé óðàâíå-
íèåì x1 −

n∑
i=2

(xi)2 = 0. Îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ðàñòÿæåíèé ñ
îïåðàòîðîì

X = 2x1 ∂

∂x1 + x2 ∂

∂x2 + . . . + xn ∂

∂xn
.

Äåéñòâèòåëüíî, X(x1 −
n∑

i=2
(xi)2) = 2(x1 −

n∑
i=2

(xi)2). Â îãðàíè÷åíèè íà M ïî-
ñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ, òàê ÷òî óñëîâèå Òåîðåìû 4 âûïîëíåíî. Ýòî
æå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ x1−

n∑
i=2

(xi)2 íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì,
èáî íå âûïîëíåíî óñëîâèå (8).

Çàïèøåì óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà M â èíâàðèàíòíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî âû-
áåðåì áàçèñ èíâàðèàíòîâ

J1(x) =
(x2)2

x1 , . . . , Jn−1(x) =
(xn)2

x1 .

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x1 = x1 −
n∑

i=2
(xi)2, y1 = x2, . . . , yn−1 = xn.

Òåïåðü óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà ïðèìåò âèä x1 = 0, à èíâàðèàíòû Ji, i =

1, . . . , n − 1, çàïèøóòñÿ â âèäå J̃1(y) =
(y1)2

r2 , . . . , J̃n−1(y) =
(yn−1)2

r2 , ãäå

r2 =
n−1∑
i=1

(yi)2. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó íèìè âûðàæàåòñÿ ñîîòíî-

øåíèåì J̃1(y) + . . . + J̃n−1(y) = 1. Ïîýòîìó èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå ïàðàáî-
ëîèäà M âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J1(x) + . . . + Jn−1(x) = 1

èëè
1

x1

n∑

i=2

(xi)2 = 1.

Çàäà÷à. Èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå íåîäíîçíà÷íî. Ïîñòðîéòå äðóãîå òà-
êîå ïðåäñòàâëåíèå, âçÿâ â êà÷åñòâå áàçèñà èíâàðèàíòîâ ôóíêöèè J1(x) =
x1/(x2)2, J2(x) = x3/x2, . . . , Jn−1(x) = xn/x2.
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Çàäà÷à. Êîíóñ x2 + y2 − z2 = 0 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ãîìî-
òåòèé x = xea, y = yea, z = zea. Íàéäèòå êàêîå-íèáóäü åãî èíâàðèàíòíîå
ïðåäñòàâëåíèå.

2. Ãðóïïû, äîïóñêàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ut − uxx = 0. (11)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåíîñàõ âðåìåííîé t = t + a è ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàò x = x + a è ïðè ðàñòÿæåíèÿõ u = uea. Êðîìå òîãî,
åñëè ϕ(t, x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), òî, â ñèëó ëèíåéíîñòè è îäíîðîäíîñòè,
ïðåîáðàçîâàíèå u = u + aϕ(t, x) òàêæå íå ìåíÿåò åãî.

Îïðåäåëåíèå. Âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå â ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå òîãî æå âèäà, íàçûâàåòñÿ äîïó-
ñòèìûì (äîïóñêàåìûì) ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (11) äîïóñêàåò òàêæå ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî
ïðåîáðàçîâàíèé:

t = t, x = x + 2at, u = ue−(ax+a2t). (12)

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó.
Ïðîâåðèì, ÷òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò óðàâíåíèå (11). Ïî ôîðìó-

ëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ èìååì

ut = (ut + a2u− 2aux)e
−(ax+a2t),

ux = (ux − au)e−(ax+a2t),

uxx = (uxx + a2u− 2aux)e
−(ax+a2t).

(13)

Îòñþäà uxx − ut = (uxx − ut)e
−(ax+a2t).

Îäíî èç ïðèìåíåíèé äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè
ïåðåâîäÿò ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äðóãîå ðåøåíèå. Íàïðèìåð, åñëè ϕ(t, x)
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), òî, çàïèñàâ åãî â íîâûõ ïåðåìåííûõ u = ϕ(t, x),
è âûðàçèâ îòñþäà u, ïîëó÷èì u = eax+a2tϕ(t, x + 2at).

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî çàäàåò ðåøåíèå.
Èòàê, ìû çíàåì íåñêîëüêî îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï, äîïóñêàåìûõ óðàâ-

íåíèåì (11). Êàê íàéòè âñå îñòàëüíûå è ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåíû âñå? Êîí-
ñòðóêòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà îñíîâûâàåòñÿ íà Òåîðåìå 4 è
òðàêòîâêå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êàê ïîâåðõíîñòè â ïðîäîëæåííîì
ïðîñòðàíñòâå.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (12) è (13) îáðàçóþò ãðóïïó.
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Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R6 ïåðåìåííûõ (t, x, u, ut, ux, uxx). Óðàâíåíèå
(11) îïðåäåëÿåò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå 5-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü M ⊂ R6 (íà
ñàìîì äåëå, ãèïåðïëîñêîñòü). Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ (11) îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé (12) îçíà÷àåò íè ÷òî èíîå, êàê èíâàðèàíòíîñòü ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè M îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (12) è (13). Òàê êàê ïîñëåäíèå îáðà-
çóþò ãðóïïó, òî ñïðàâåäëèâ èíôèíèòåçèìàëüíûé êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè
(Òåîðåìà 4). Âûïèøåì óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Îïå-
ðàòîð ãðóïïû (12) ðàâåí

X = 2t
∂

∂x
− xu

∂

∂u
, (14)

à îïåðàòîð ãðóïïû ïðîäîëæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (12) è (13) ðàâåí

X(2) = X − (xut + 2ux)
∂

∂ut
− (xux + u)

∂

∂ux
− (xuxx + 2ux)

∂

∂uxx
. (15)

Çíà÷îê ¾(2)¿ çäåñü óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îïåðàòîð (15) ïîëó÷åí èç îïåðàòî-
ðà X ïðîäîëæåíèåì íà ïðîèçâîäíûå äî 2 ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, çäåñü ìû äîïóñêàåì íåáîëüøóþ âîëüíîñòü. Íà
ñàìîì äåëå, ÷òîáû çàïèñàòü ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà X íà âòîðûå ïðîèçâîä-
íûå, ìû äîëæíû åùå óêàçàòü, êàê îí äåéñòâóåò íà ïåðåìåííûå utt è utx. Íî,
ïîñêîëüêó ýòè ïåðåìåííûå íå âõîäÿò â óðàâíåíèå (11), ìû íå áóäåì âêëþ÷àòü
èõ â ðàññìîòðåíèå.

Îïåðàòîð X(2) äåéñòâóåò íà ôóíêöèè îò âåëè÷èí t, x, u, ut, ux, uxx, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Èìååì:

X(2)(ut − uxx) = −(xut + 2ux)
∂

∂ut
(ut − uxx)− (xuxx + 2ux)

∂

∂uxx
(ut − uxx) =

= −xut − 2ux + xuxx + 2ux = −x(ut − uxx).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
X(2)(ut − uxx)|M = 0 (16)

Òàêèì îáðàçîì, èíôèíèòåçèìàëüíûé êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè âûïîëíåí.
Ýòà ñõåìà, ïðîâåäåííàÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå îò óðàâíåíèÿ (16) ê óðàâíå-
íèþ (14), ïîçâîëÿåò íàéòè äîïóñêàåìûå ãðóïïû.

Ïðîäîëæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïðè èçó÷åíèè èíâàðèàíòíûõ ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ k-

ãî ïîðÿäêà ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè x = (x1, . . . , xn) è çàâèñèìûìè
ïåðåìåííûìè u = (u1, . . . , um) ìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê íåîáõî-
äèìîñòè ïðîäîëæèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà (x, u) äî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ (x, u, ∂u, . . . , ∂ku), ãäå ∂su îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòó,
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ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïðîèçâîäíûõ s-ãî ïîðÿäêà. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ýòèõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ãðîìîçäêèì.
Ïîýòîìó ìû áóäåì ïîñòóïàòü ïî-äðóãîìó.

Ââåäåì ñëåäóþùèé íàáîð ïåðåìåííûõ: x = (xi), i = 1, . . . , n; u = (uα),
α = 1, . . . , m; u(1) = (uα

i ); u(2) = (uα
ij) è òàê äàëåå. Ýòè ïåðåìåííûå áóäåì

ñ÷èòàòü àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè, íî ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

uα
i = Di(u

α), uα
ij = Dj(u

α
i ) = DjDi(u

α), . . . (17)

ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèé

Di =
∂

∂xi
+ uα

i

∂

∂uα
+ uα

ij

∂

∂uα
j

+ . . . (18)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå Di íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïå-
ðåìåííîé xi. Îïåðàòîðû Di äåéñòâóþò íà ãëàäêèå ôóíêöèè îò êîíå÷íîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ x, u, u(1), . . . ïî ôîðìóëå

DiF (x, u, u(1), . . . ) =
∂F

∂xi
+ uα

i

∂F

∂uα
+ uα

ij

∂F

∂uα
j

+ . . .

Èç ôîðìóë (17) ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåìåííûå uα
ij ,. . . ñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì

èíäåêñàì: uα
ij = uα

ji è ò.ä.
Âåëè÷èíû xi áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, uα � äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè ïåðåìåííûìè, à uα
i , uα

ij , . . . � ïåðâûìè, âòîðûìè è ò.ä. ïðî-
èçâîäíûìè äèôôåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Âñÿêóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ F îò êîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ x, u, u(1), . . . áóäåì íàçûâàòü äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôóíêöèåé. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â
äàííóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ, áóäåì íàçûâàòü åå ïîðÿäêîì. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì F .

Ïóñòü F ∈ F � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà p. Óðàâíåíèå

F (x, u, u(1), . . . , u(p)) = 0 (19)

çàäàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, u, u(1), . . . , u(p).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî óðàâíåíèå âìåñòå ñî âñåìè åãî äèôôåðåíöèàëüíûìè
ñëåäñòâèÿìè

DiF = 0, DiDjF = 0, . . .

è ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (19) çàäàåò äèôôåðåíöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå [F ].
Ñóòü ïåðåõîäà îò äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó

ìíîãîîáðàçèþ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè äîïóñêàåìîé ãðóïïû ìû
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çàáûâàåì ïðî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå êàê ñèñòåìó îáû÷íûõ óðàâíåíèé. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
êðèòåðèé èíâàðèàíòíîñòè èç Òåîðåìû 4.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (1) äëÿ âåêòîðà (x, u) â âèäå

xi = f i(x, u, a), f i|a=0 = xi, i = 1, . . . , n, (20)
uα = ϕα(x, u, a), ϕα|a=0 = uα, α = 1, . . . , m. (21)

Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ íàçûâàþòñÿ òî÷å÷íûìè (â îòëè÷èå îò
êîíòàêòíûõ, â êîòîðûõ ïåðåìåííûå ïðåîáðàçóþòñÿ íå òîëüêî äðóã ÷åðåç
äðóãà, íî è ÷åðåç ïðîèçâîäíûå).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé (20)�(21) âûïîëíåíî ãðóïïîâîå
ñâîéñòâî (3) è çàïèøåì èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ýòîé ãðóïïû â âèäå

X = ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ηα(x, u)

∂

∂uα
, ξi =

∂f i

∂a

∣∣∣
a=0

, ηα =
∂ϕα

∂a

∣∣∣
a=0

. (22)

Îáû÷íûå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿþò äèôôåðåíöèàëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ (17). Âûâåäåì ýòè ôîðìóëû. Ïðè ïåðåõîäå îò ñòàðûõ ïåðåìåí-
íûõ xi ê íîâûì xi äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî xi è ïî xi ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

Di = Di(f
j)Dj. (23)

Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (17) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òàêæå è â íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ:

uα
i = Di(u

α). (24)
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (21), èñïîëüçóÿ (23) è (24):

Di(ϕ
α) = Di(u

α) = Di(f
j)Dj(u

α) = Di(f
j)uα

j = Di(x
j)uα

j . (25)

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
(20)�(21) èìååò âèä uα

j Di(f
j) = Di(ϕ

α) èëè, ïîäðîáíåå,
(

∂f j

∂xi
+ uβ

i

∂f j

∂uβ

)
uα

j =
∂ϕα

∂xi
+ uβ

i

∂ϕα

∂uβ
. (26)

Â ìàòðè÷íîì âèäå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî



D1(u
α)

...
Dn(u

α)


 =




D1(x
1) . . . D1(x

n)
... . . . ...

Dn(x
1) . . . Dn(x

n)







uα
1...

uα
n


 , α = 1, . . . , m.

Îáîçíà÷èì áóêâîé A ìàòðèöó ‖Di(x
j)‖. C òî÷íîñòüþ äî o(a) ìû èìååì

xi = xi + aξi, uα = uα + aηα, ïîýòîìó Di(x
j) = Di(x

j + aξj) = δj
i + aDiξ

j .
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A = E + aB, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à B � ýòî
ìàòðèöà ‖Diξ

j‖. Ïðè ìàëûõ a ìàòðèöà A áóäåò íåâûðîæäåííîé, ïîýòîìó
ñîîòíîøåíèÿ (26) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî uα

j :



uα
1...

uα
n


 = A−1




D1(u
α)

...
Dn(u

α)


 .

Ïîñêîëüêó ñ òî÷íîñòüþ äî o(a) ìû èìååì A−1 = E − aB, òî



uα
1...

uα
n


 = (E − aB)




D1(u
α + aηα)
...

Dn(u
α + aηα)


 =

= (E − aB)




D1(u
α) + aD1(η

α)
...

Dn(u
α) + aDn(η

α)


 =

=




D1(u
α)

...
Dn(u

α)


 + a







D1(η
α)

...
Dn(η

α)


−B




D1(u
α)

...
Dn(u

α)





 .

Ïîäñòàâèâ Di(u
α) = uα

i , ïîëó÷èì uα
i = Di(u

α) + a(Di(η
α) − uα

j Di(ξ
j)) ñ òî÷-

íîñòüþ äî o(a).
Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðà (22) íà ïåðâûå

ïðîèçâîäíûå. Çàïèøåì ýòî ïðîäîëæåíèå â âèäå X(1) = X + ζα
i

∂

∂uα
i

, ãäå ζα
i =

∂uα
i

∂a

∣∣∣
a=0

. Òîãäà èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïîëó÷èì

ζα
i = Di(η

α)− uα
j Di(ξ

j). (27)

Êàê âèäèì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ X(1) äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü ñàì îïåðàòîð X .
Ôîðìóëó (27) ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì

(25) ïî a è ïîäñòàâèì a = 0. Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî îïåðàòîðû Di è
∂

∂a
êîììó-

òèðóþò. Èìååì ∂

∂a
Di(ϕ

α)
∣∣∣
a=0

= Di

(∂ϕα

∂a

∣∣∣
a=0

)
= Di(η

α). C äðóãîé ñòîðîíû,

∂

∂a
(uα

j Di(f
j))

∣∣∣
a=0

=
∂

∂a
(uα

j )
∣∣∣
a=0

·Di(f
j)

∣∣∣
a=0

+ + uα
j

∣∣∣
a=0

· ∂

∂a
Di(f

j)
∣∣∣
a=0

=

= ζα
j Di(x

j) + uα
j Di(ξ

j) = ζα
j δj

i + uα
j Di(ξ

j) = ζα
i + uα

j Di(ξ
j).

Âûðàæàÿ îòñþäà ζα
i , ïîëó÷èì (27).
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Óïðàæíåíèå. Çàïèøåì ïðîäîëæåíèå X íà k-å ïðîèçâîäíûå êàê

X(k) = X(1) + ζα
ij

∂

∂uα
ij

+ . . . + ζα
i1...ik

∂

∂uα
i1...ik

.

Ïîêàçàòü, ÷òî

ζα
ij = Dj(ζ

α
i )− uα

imDj(ξ
m), ζα

i1...ik
= Dikξ

α
i1...ik−1

− uα
mi1...ik−1

Dik(ξ
m). (28)

Ïðèìåð. Ïîëó÷èì ïðîäîëæåíèå (15) îïåðàòîðà (14), ïðèìåíèâ ôîðìóëû
(27), (28). Îáîçíà÷èì t = x1, x = x2. Èìååì ξ1 = 0, x2 = 2t, η = −xu. Òîãäà

ζ1 = Dt(−xu)− uxDt(2t) = −xut − 2ux,

ζ2 = Dx(−xu)− uxDx(2t) = −u− xux,

ζ22 = Dx(−u− xux)− uxxDx(2t) = −2ux − xuxx.

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

F (x, u, u(1), . . . , u(p)) = 0, (29)

ãäå ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî F � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè F1, . . . , Fs, ïðè÷åì
ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â íåå, ðàâåí p. Ñèìâîë [F ]
áóäåò îáîçíà÷àòü äèôôåðåíöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå ýòîé ñèñòå-
ìîé âìåñòå ñî âñåìè åå äèôôåðåíöèàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè.

Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (20) è (21) îáðàçóþò ãðóïïó G. Òîãäà èõ ïðîäîëæå-
íèÿ äî ïîðÿäêà p îáðàçóþò ãðóïïó G(p), êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà âñå ïåðåìåííûå
x, u, u(1), . . . , u(p). Èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì ýòîé ãðóïïû áóäåò îïå-
ðàòîð

X(p) = X(1) + ζα
ij

∂

∂uα
ij

+ . . . + ζα
i1...ip

∂

∂uα
i1...ip

, (30)

ïîëó÷åííûé ïóòåì p-êðàòíîãî ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðà X ãðóïïû G.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (29) äîïóñêàåò ãðóïïó G òî÷å÷íûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé (20)�(21), åñëè äèôôåðåíöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå [F ], îïðåäåëÿåìîå
ýòîé ñèñòåìîé, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðîäîëæåííîé ãðóïïû G(p). Èç
Òåîðåìû 4 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (29) äîïóñêàåò ãðóï-
ïó G ñ èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðàòîðîì X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

X(p)Fk|[F ] = 0, k = 1, . . . , s. (31)
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Ýòà òåîðåìà ñâîäèò çàäà÷ó îòûñêàíèÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ãðóïï, äî-
ïóñêàåìûõ ñèñòåìîé (29) ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (31), íàçûâàåìûõ îïðåäåëÿþ-
ùèìè óðàâíåíèÿìè. Èç ôîðìóë ïðîäîëæåíèÿ (27) è (28) ñëåäóåò, ÷òî îïðå-
äåëÿþùèå óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò ξi, ηα îïåðàòîðà X . Íî òàê êàê
ýòè êîìïîíåíòû èùóòñÿ êàê ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ x, u, à â îïðåäåëÿþùèå
óðàâíåíèÿ êðîìå íèõ âõîäÿò åùå ïåðåìåííûå u(1), . . . , u(p), ïîëó÷åííàÿ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ξi, ηα áóäåò ïåðåîïðåäåëåííîé, ÷òî îáëåã÷èò
åå ðåøåíèå.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

uxuxx + uyy = 0, (32)

îïèñûâàþùåå îêîëîçâóêîâîå óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå ãàçà. Ýòî óðàâíåíèå â
ëèòåðàòóðå òàêæå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ôîí Êàðìàíà. Äîïóñêàåìûé îïå-
ðàòîð áóäåì èñêàòü â âèäå

X = ξ1 ∂

∂x
+ ξ2 ∂

∂x
+ η

∂

∂u
,

ãäå ξ1, ξ2, η � íåèçâåñòíûå ïîêà ôóíêöèè îò x, y, u. Çàïèøåì âòîðîå ïðî-
äîëæåíèå îïåðàòîðà X â âèäå

X(2) = X + ζ1
∂

∂ux
+ ζ2

∂

∂uy
+ ζ11

∂

∂uxx
+ ζ12

∂

∂uxy
+ ζ22

∂

∂uyy
.

Òîãäà X(2)(uxuxx + uyy) = uxxζ1 + uxζ11 + ζ22 è îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå
çàïèøåòñÿ â âèäå

(uxxζ1 + uxζ11 + ζ22)|uyy=−uxuxx
= 0. (33)

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä íà äèôôåðåíöèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå [F ] ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (33) ïåðåìåííóþ uyy ñëåäóåò çàìåíèòü íà −uxuxx.
Ïîñëå ýòîãî íàäî áóäåò íàéòè êîýôôèöèåíòû ζ1, ζ11, ζ22 è ïîäñòàâèòü â îïðå-
äåëÿþùåå óðàâíåíèå (33). Êàê âèäíî èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîýôôèöèåíò ζ12

íå ïîíàäîáèòñÿ.
Èìååì

ζ1 = Dx(η)− uxDx(ξ
1)− uyDx(ξ

2) =

= ηx + uxηu − ux(ξ
1
x + uxξ

1
u)− uy(ξ

2
x + uxξ

2
u),

ζ2 = Dy(η)− uxDy(ξ
1)− uyDy(ξ

2) =

= ηy + uyηu − ux(ξ
1
y + uyξ

1
u)− uy(ξ

2
y + uyξ

2
u).

Ïîýòîìó ζ11 = Dx(ζ1)−uxxDx(ξ
1)−uxyDx(ξ

2) = (ηxx+uxηux)+(uxxηu+uxηux+
u2

xηuu)− uxx(ξ
1
x + uxξ

1
u)− ux(ξ

1
xx + uxξ

1
ux + uxξ

1
ux + +u2

xξ
1
ux + uxxξ

1
u)− uxy(ξ

2
x +
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uxξ
2
u)−uy(ξ

2
xx +uxξ

2
ux +uxξ

2
ux +u2

xξ
2
uu +uxxξ

2
u)−uxx(ξ

1
x +uxξ

1
u)−uxy(ξ

2
x +uxξ

2
u).

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

ζ11 = ηxx + 2uxηux + uxxηu + u2
xηuu − 2uxxξ

1
x − uxξ

1
xx − uyξ

2
xx − 2uxyξ

2
x−

− 3uxuxxξ
1
u − 2u2

xξ
1
ux − u3

xξ
1
uu − 2uxuxyξ

2
u − 2uxuyξ

2
ux − u2

xuyξ
2
uu − uyuxxξ

2
u.

Àíàëîãè÷íî,

ζ22 = ηyy + 2uyηuy + uyyηu + u2
yηuu − 2uyyξ

2
y − uyξ

2
yy − uxξ

1
yy − 2uxyξ

1
y −

− 2uyuxyξ
1
u − 2uxuyξ

1
uy − uxu

2
yξ

1
uu − 2u2

yξ
1
uy − u3

yξ
2
uu − uxuyyξ

1
u − 3uyuyyξ

2
u.

Ïîäñòàâèì ýòî â (33) è ñîáåðåì â ëåâîé ÷àñòè âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå
ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ uxy :

−2uxy(ξ
1
y + uyξ

1
u + uxξ

2
x + u2

xξ
2
u).

Òàê êàê â (33) âñå âåëè÷èíû x, y, u, ux, uy , uxx, uxy , uyy èãðàþò ðîëü íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ, à ôóíêöèè ξ1, ξ2, η çàâèñÿò ëèøü îò x, y, u, òî íåîáõîäèìî,
÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè uxy îáðàùàëñÿ â íóëü:

ξ1
y + uyξ

1
u + uxξ

2
x + u2

xξ
2
u = 0. (34)

Ýòî óðàâíåíèå � ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî ux, uy , ïîýòîìó

ξ1
y = 0, ξ1

u = 0, ξ2
x = 0, ξ2

u = 0. (35)

Ó÷òåì óñëîâèÿ (35) è, ïîäñòàâèâ â (33) uyy = −uxuxx, ñîáåðåì âñå ñëàãà-
åìûå, ñîäåðæàùèå uxx, è ïðèðàâíÿåì ïîëó÷èâøèéñÿ êîýôôèöèåíò ê íóëþ:
ηx + ux(ηu − 3ξ1

x + 2ξ2
y) = 0, îòêóäà

ηx = 0, ηu = 3ξ1
x − 2ξ2

y . (36)

Èç óðàâíåíèé (36) ñ ó÷åòîì (35) èìååì

ηuu = 0, ξ1
xx = 0. (37)

Âñëåäñòâèå âñåõ ýòèõ ñîîòíîøåíèé óðàâíåíèå (33) ïðèíèìàåò âèä ηyy +
uy(2ηuy − ξ2

yy) = 0, îòêóäà

2ηuy = ξ2
yy, ηyy = 0. (38)

Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (38) è âòîðîå èç ðàâåíñòâ (36) äàþò

ηuy = 0, ξ2
yy = 0. (39)
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Èç óðàâíåíèé (35)�(39) âèäíî, ÷òî ξ1 è ξ2 åñòü ëèíåéíûå ôóíêöèè îò x

è y ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå âèäíî, ÷òî η åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò y è u,
ïðè÷åì çàâèñèìîñòü åå îò u îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì óðàâíåíèåì (36).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ1 = C1+C2x, ξ2 = C3+C4y, η = C5+C6y+C7u, ïðè÷åì
C7 = ηu = 3ξ1

x− 2ξ2
y = 3C2− 2C4. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå îïðåäåëÿþ-

ùåãî óðàâíåíèÿ (33) çàâèñèò îò 6 ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ è èìååò âèä

ξ1 = C1 + C2x, ξ2 = C3 + C4y, η = C5 + C6y + (3C2 − 2C4)u.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, èõ ðåøåíèÿ îáðàçóþò âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî L. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò èìåòü êàê êîíå÷íóþ ðàç-
ìåðíîñòü, òàê è áåñêîíå÷íóþ. Â äàííîì ïðèìåðå ïîëó÷èëîñü 6-ìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðåøåíèé L6. Áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîëàãàÿ
îäíó èç ïîñòîÿííûõ Ci ðàâíîé 1, à îñòàëüíûå 0. Â ðåçóëüòàòå, çàïèñûâàÿ âìå-
ñòî ïîëó÷àåìûõ çíà÷åíèé ξ1, ξ2, η ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû X , ïîëó÷èì
îïåðàòîðû

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂u
, X4 = y

∂

∂u
,

X5 = x
∂

∂x
+ 3u

∂

∂u
, X6 = y

∂

∂x
− 2u

∂

∂u
, (40)

îáðàçóþùèå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L6. Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ (40) ïîðîæäàåò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàåìûõ óðàâ-
íåíèåì (32). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò 6 îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ
ãðóïï.

Óïðàæíåíèå. Äëÿ êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ (40) íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó.

Óïðàæíåíèå. Ïîñòðîéòå òàáëèöó êîììóòàòîðîâ îïåðàòîðîâ (40), ò.å., âû-
÷èñëèòå âñå ñêîáêè [Xi, Xj].

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî äîïóñêàåìàÿ àëãåáðà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ut = uxx èìååò áàçèñ

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 = 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
, X4 = 2t

∂

∂x
− xu

∂

∂u
,

X5 = t2
∂

∂t
+ tx

∂

∂x
− 1

4
(x2 + 2t)u

∂

∂u
, X6 = u

∂

∂u
, Xµ = µ(t, x)

∂

∂u
,

ãäå µ(t, x) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. (Òî åñòü,
ξ1 = C1t

2 + C2t + C3, ξ2 = 1
2x(2C1t + C2) + C4t = C5, η = u(−1

4C1x
2 −

1
2C4x − 1

2C1t + C6) + µ(t, x).) Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî àëãåáðà îêàçûâàåòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíîé.
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Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå äîïóñêàåìóþ àëãåáðó óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
uut = uxx.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå äîïóñêàåìóþ àëãåáðó íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ut = (uαux)x ïðè α = 1, α = −4/3.

3. Èíòåãðèðîâàíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
äîïóñêàþùèõ ãðóïïó

Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü.
Ðàññìîòðèì ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè y = y(x), çàïè-

ñàííîå â âèäå
Q(x, y) dx− P (x, y) dy = 0. (41)

Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà

P (x, y)
∂F

∂x
+ Q(x, y)

∂F

∂y
= 0 (42)

â òîì ñìûñëå, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü âñÿêîãî èíòåãðàëà F (x, y) = C óðàâíåíèÿ (41)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (42), è íàîáîðîò, âñÿêîå ðåøåíèå F (x, y) óðàâ-
íåíèÿ (42), ïðèðàâíåííîå êîíñòàíòå, äàåò èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (41).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (41) äîïóñêàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóï-
ïó ïðåîáðàçîâàíèé x = ϕ(x, y, a), y = ψ(x, y, a) ñ îïåðàòîðîì X = ξ

∂

∂x
+η

∂

∂y
.

Ïîä äåéñòâèåì ýòîé ãðóïïû âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (41) ïåðåõîäèò â ðåøå-
íèå. Íî òîãäà âñÿêèé èíòåãðàë F (x, y) = C ïåðåõîäèò â èíòåãðàë F (x, y) = C .
Ïîýòîìó èíòåãðàëîì áóäåò òàêæå ðàâåíñòâî XF (x, y) = C1. Äåéñòâèòåëüíî,
F (x, y) = F (x, y) + XF (x, y) · a + o(a). Òàê êàê ïåðâûå äâà âûðàæåíèÿ â
ýòîì ðàâåíñòâå åñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, òî è XF òîæå åñòü ðåøåíèå. Íî
òàê êàê óðàâíåíèå (42) ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå, òî
F (x, y) è XF (x, y) ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìû: XF = Φ(F ). Èòàê, ôóíêöèÿ
F óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

P
∂F

∂x
+ Q

∂F

∂y
= 0, ξ

∂F

∂x
+ η

∂F

∂y
= Φ(F ).

Èñêëþ÷èì ñëó÷àé ξQ− ηP ≡ 0. Òîãäà
∂F

∂x
=

QΦ

ξQ− ηP
,

∂F

∂y
= − PΦ

ξQ− ηP
,

îòêóäà
dF

Φ(F )
=

1

Φ

(
∂F

∂x
dx +

∂F

∂y
dy

)
=

Qdx− P dy

ξQ− ηP
.
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Âûðàæåíèå dF

Φ(F )
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì, à â ÷èñëèòåëå âûðà-

æåíèÿ ñïðàâà ñòîèò ëåâàÿ ÷àñòü Qdx − P dy óðàâíåíèÿ (41). Ïîñêîëüêó âñå
ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îáðàòèòü, ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó Ëè
îá èíòåãðèðóþùåì ìíîæèòåëå: óðàâíåíèå (41) äîïóñêàåò ãðóïïó ñ îïåðàòî-
ðîì X = ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂y
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ

µ =
1

ξQ− ηP
(43)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå Ðèêêàòè:

dy

dx
+ y2 − 2

x2 = 0. (44)

Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå ñòåïåííîãî âèäà, ïîïðîáóåì íàéòè äîïóñòèìóþ
ãðóïïó êàê ãðóïïó ðàñòÿæåíèé x = kx, y = `y. Òîãäà y′ + y2 − 2

x2 =
k

`
y′ +

`2y2− 1

k2

2

x2 . Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî y′+y2− 2

x2 .

Äëÿ ýòîãî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ k

`
= `2 =

1

k2 , îòêóäà ` =
1

k
. Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî k > 0, òîãäà k = ea, ` = e−a è óðàâíåíèå (44) äîïóñêàåò ãðóïïó
ðàñòÿæåíèé x = xea, y = ye−a ñ îïåðàòîðîì

X = x
∂

∂x
− y

∂

∂y
. (45)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (44) â âèäå

dy +
(
y2 − 2

x2

)
dx = 0.

Ïî ôîðìóëå (43) ïîëó÷àåì èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

µ =
x

x2y2 − xy − 2
.

Óìíîæèâ óðàâíåíèå íà íåãî, ïîëó÷èì

x dy +
(
xy2 − 2

x

)
dx

x2y2 − xy − 2
= 0 ⇐⇒ x dy + y dx

x2y2 − xy − 2
+

dx

x
=

= d(ln x) +
d(xy)

(xy)2 − xy − 2
= d

(
ln x +

1

3
ln

xy − 2

xy + 1

)
= 0.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (44) â âèäå
xy − 2

xy + 1
=

C

x3 èëè y =
2x3 + C

x(x3 − C)
. (46)

Óïðàæíåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ (46) ìîæíî ïîëó÷èòü èç îäíîãî
ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, y =

2x3 + 1

x(x3 − 1)
) ïóòåì ðàñòÿæåíèé x = kx, y = y/k.

Ïðè C = 0 ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå y =
2

x
. Âèäíî, ÷òî óêàçàííàÿ ãðóïïà

ðàñòÿæåíèé ïåðåâîäèò åãî â ñåáÿ. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíû-
ìè. Íàéäåì âñå èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóïïû. Èíâàðè-
àíòíîñòü ðåøåíèÿ ðàâíîñèëüíà èíâàðèàíòíîñòè êðèâîé, îïèñûâàåìîé èì. Íî,
êàê ìû âèäåëè âûøå, ëþáàÿ òàêàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ïðè ïîìîùè
èíâàðèàíòîâ. Ãðóïïà ðàñòÿæåíèé ñ îïåðàòîðîì (45) èìååò îäèí íåçàâèñè-
ìûé èíâàðèàíò J = xy, ïîýòîìó âñÿêîå èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå èìååò âèä
J = const, ò.å., y = k/x. Ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå â (44), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
k2 − k − 2, îòêóäà k = 2, k = −1.

Ðåøåíèå y = 2/x ñîäåðæèòñÿ â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ðåøå-
íèé (46) è ïîëó÷àåòñÿ ïðè C = 0. À ðåøåíèå y = −1/x íå ñîäåðæèòñÿ â ýòîì
ñåìåéñòâå, òàê êàê ïðè âûâîäå ôîðìóëû (46) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî xy + 1 6= 0
(õîòÿ ýòî ðåøåíèå è ìîæåò ôîðìàëüíî áûòü ïîëó÷åíî ïðè C →∞).

Ìåòîä èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ ïðèãîäåí òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà. Äðóãîé, óíèâåðñàëüíûé, ìåòîä îñíîâàí íà Òåîðåìå 3, óêàçûâà-
þùåé óïðîùàþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
êàê äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê è äëÿ ïîíèæåíèÿ
ïîðÿäêà óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ, åñëè èçâåñòíà äîïóñêàåìàÿ ãðóïïà.

Ïðèìåð. Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê óðàâíåíèþ (44). Ïðèâåäåì îïåðàòîð (45) ê
îïåðàòîðó ãðóïïû ïåðåíîñîâ. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 3, äëÿ ýòîãî íóæíî ïåðåéòè
ê íîâûì ïåðåìåííûì z, t, âçÿâ â êà÷åñòâå îäíîé èç íèõ èíâàðèàíò ãðóïïû,
íàïðèìåð, z = xy, à âòîðóþ íàéòè èç óñëîâèÿ X(t) = 1. Ïîñêîëüêó äîñòàòî÷-
íî íàéòè ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ,
íàïðèìåð, ïîèñêîì ðåøåíèÿ âèäà t = t(x), çàâèñÿùåãî òîëüêî îò x. Òîãäà
óðàâíåíèå X(t) = x

∂t

∂x
− y

∂t

∂y
= 1 ñâåäåòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöè-

àëüíîìó óðàâíåíèþ x
dt

dx
= 1, îòêóäà t = ln |x|. Èòàê, íóæíî ñäåëàòü çàìåíó

z = xy, t = ln |x|.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z = z(t). Èìååì

dy

dx
=

d

dx

(z

x

)
= − z

x2 +
1

x

dz

dx
= − z

x2 +
1

x

dz

dt

dt

dx
= − z

x2 +
1

x2

dz

dt
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

dy

dx
+ y2 − 2

x2 =
1

x2

dz

dt
− z

x2 +
z2

x2 −
2

x2 =
1

x2

(dz

dt
+ z2 − z − 2

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (44) ïåðåïèñûâàåòñÿ â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
â âèäå

dz

dt
= −(z2 − z − 2).

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ln
(z + 2

z − 1

)
= −3t + ln C, îòêóäà z =

C + 2e3t

e3t − 1
. Ïîäñòàâëÿÿ t = ln |x|, z = xy, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (46). Çàìåòèì,

÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî z 6= 2, z 6= −1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû äîëæíû ïðîâåðèòü, ÷òî y = 2/x è y = −1/x òîæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
íàøåãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à. Ïîäáåðèòå äîïóñêàåìûé îïåðàòîð è ïîñëå ýòîãî ðåøèòå ñëåäóþ-
ùèå óðàâíåíèÿ: à) y′ =

y

x
+

y2

x3 ; á) y′ =
y

x
+
√

xy.

Óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå çàäàííûé îïåðàòîð.
Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èçâåñòíîé äîïóñêàåìîé

ãðóïïîé ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê èíòåãðèðóåìîìó âèäó. Íàó÷èìñÿ âûïèñû-
âàòü îáùèé âèä óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ çàäàííóþ ãðóïïó (èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, çàäàííûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð).

Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðîäîëæèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
(47)

íà ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ẏ =
dy

dx
. Ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ (27) â ýòîì ñëó÷àå

ïðèíèìàåò âèä ζ1 = Dx(η)− ẏDx(ξ) = ηx + ẏηy − ẏ(ξx + ẏξy). Èòàê,

ζ1 = ηx + ẏ(ηy − ξx)− ẏ2ξy, (48)

à ïåðâîå ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà X åñòü

X(1) = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ1

∂

∂ẏ
= ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ (ηx + ẏ(ηy − ξx)− ẏ2ξy)

∂

∂ẏ
. (49)

Ïðèìåð. Íàéäåì îáùèé âèä óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ
ãðóïïó ðàñòÿæåíèé ñ îïåðàòîðîì

X = x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
.
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Ïðîäîëæèì äåéñòâèå îïåðàòîðà X íà ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïî ôîðìóëå (49)
èìååì

X(1) = x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
+ ẏ

∂

∂ẏ
.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (9) äëÿ ïîèñêà èíâàðèàíòîâ: dx

x
=

dy

2y
=

dẏ

ẏ
. Ðå-

øàÿ åå, íàõîäèì áàçèñ èíâàðèàíòîâ J1 = y/x2, J2 = ẏ/x. Âòîðîé èç ýòèõ èíâà-
ðèàíòîâ çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé ẏ è ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 5, âñÿêîå èíâàðè-
àíòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå J2 = F (J1),
èëè

ẏ = xF
( y

x2

)
.

Ýòî è åñòü îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåãî ãðóïïó ñ
îïåðàòîðîì X .

Ïîäîáíî òîìó êàê ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà èñïîëüçî-
âàëîñü ïåðâîå ïðîäîëæåíèå (49) îïåðàòîðà (47), â ñëó÷àå óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà íàì ïîíàäîáèòñÿ åãî âòîðîå ïðîäîëæåíèå

X(2) = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ ζ1

∂

∂ẏ
+ ζ2

∂

∂ÿ
.

Ïî ôîðìóëàì ïðîäîëæåíèÿ ïîëó÷àåì

ζ2 = Dx(ζ1)− ÿDx(ξ) = ηxx + (2ηxy − ξxx)ẏ +

+ (ηyy − 2ξxy)ẏ
2 − ξyyẏ

3 + (ηy − 2ξx − 3ẏξy)ÿ, (50)

îòêóäà

X(2) = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ (ηx + ẏ(ηy − ξx)− ẏ2ξy)

∂

∂ẏ
+

+
(
ηxx + (2ηxy − ξxx)ẏ + (ηyy − 2ξxy)ẏ

2 − ξyyẏ
3 + (ηy − 2ξx − 3ẏξy)ÿ

) ∂

∂ÿ
.

(51)

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå ïåðâîå è âòîðîå ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðîâ à) X =

y
∂

∂x
± x

∂

∂y
; á) X = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
; â) X = xy

∂

∂y
.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ôîðìóëó (51).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Òåîðåìîé 5, óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå

îïåðàòîð X , ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, òî åñòü, ôóíêöèé îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ x, y, ẏ,
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ÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ X(2)J = 0. Èõ îòûñêàíèå ïðè ïîìîùè ôîð-
ìóëû (51) ìîæåò âûçâàòü çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Ñîôóñ Ëè ïîêàçàë, ÷òî
åñòü ñïîñîá îáîéòè ýòè ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ è ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå
èíâàðèàíòû âòîðîãî ïîðÿäêà èç èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî è íóëåâîãî ïîðÿäêîâ ñ
ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ßñíî, ÷òî îïåðàòîð X(2) èìååò îäèí èíâàðèàíò íóëåâîãî ïîðÿäêà u(x, y)
è îäèí èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà v(x, y, ẏ). Ïóñòü k, ` � ïðîèçâîëüíûå ïî-
ñòîÿííûå. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

v(x, y, ẏ)− ku(x, y)− ` = 0. (52)

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò îïåðàòîð X , ïîñêîëüêó åãî ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì. Çàôèêñèðóåì k è áóäåì ìåíÿòü `. Ïîëó÷èòñÿ áåñêîíå÷íîå ñå-
ìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü âñåõ èíòå-
ãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëó÷åííîãî ñåìåéñòâà óðàâíåíèé áóäåò èíâàðèàíòíîé îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû G ñ îïåðàòîðîì X . Íî ýòà ñîâîêóïíîñòü
êðèâûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà, ïîëó÷åííîãî èç (52) äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ dv− k du = 0 ïåðåõîäèò ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû G

â íåêîòîðîå ðåøåíèå òîãî æå óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷èì w = dy/dv, òîãäà óðàâ-
íåíèå dv−k du = 0 ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ w−k = 0. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
äîïóñêàåò îïåðàòîð X , ïîýòîìó âûðàæåíèå X(2)(w− k) ≡ X(2)w îáðàùàåòñÿ
â íóëü íà âñåõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ w − k = 0. Ïîñêîëüêó ýòî ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ k ∈ R, à âûðàæåíèå X(2)w îò k íå çàâèñèò, òî X(2)w ðàâíî íó-
ëþ òîæäåñòâåííî. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì.

Èòàê, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî îïåðàòîðà (47) èçâåñòíû èíâàðèàíò íó-

ëåâîãî ïîðÿäêà u(x, y) è èíâàðèàíò ïåðâîãî ïîðÿäêà v(x, y, ẏ). Òîãäà èíâàðè-
àíò âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

w =
dv

du
=

dv/dx

du/dx
=

vx + ẏvy + ÿvẏ

ux + ẏuy
=

Dv

Du
. (53)

Ëþáîé äðóãîé äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò ïîðÿäêà íå âûøå âòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò u, v, w.

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 5, ëþáîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-
êà, äîïóñêàþùåå îïåðàòîð X , ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷åðåç èíâàðèàíòû u, v, w

ýòîãî îïåðàòîðà. Ðàçðåøèâ ýòî èíâàðèàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå îòíîñèòåëüíî w,
è èñïîëüçîâàâ (53), ìû ìîæåì çàïèñàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
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â âèäå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
dv

du
= F (u, v). (54)

Òåì ñàìûì óäàåòñÿ ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Åñëè òåïåðü íàéäåí èíòå-
ãðàë

Φ(u, v, C) = 0 (55)
óðàâíåíèÿ (54), òî ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ
ê êâàäðàòóðàì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîäñòàâèòü u(x, y) è v(x, y, ẏ) â (55), òî
ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå îïåðàòîð X è, ñëåäîâà-
òåëüíî, èíòåãðèðóåìîå âûøåèçëîæåííûìè ìåòîäàìè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ÿ + P (x)y = 0. (56)

Îíî îäíîðîäíî, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè äåéñòâèè ãðóïïû
ðàñòÿæåíèé y = yea ñ îïåðàòîðîì Y = y

∂

∂y
. Ïåðâîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî îïå-

ðàòîðà èìååò âèä Y (1) = y
∂

∂y
+ ẏ

∂

∂ẏ
. Ïîýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïîèñêà

èíâàðèàíòîâ èìååò âèä
dx

0
=

dy

y
=

dẏ

ẏ
.

Èç íåå ïîëó÷àåì èíâàðèàíòû u = x, v = ẏ/y. Ïî ôîðìóëå (53) íàõîäèì
èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà

w =
dv

du
=

ÿ

y
− ẏ2

y2 =
ÿ

y
− v2.

Îòñþäà ÿ/y = dv/du + v2. Ïîäñòàâèâ ýòî â (56), ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ðèêêàòè
dv

du
+ v2 + P (u) = 0.

Çàäà÷à. Íàéäèòå îáùèé âèä óðàâíåíèé, äîïóñêàþùèõ îïåðàòîðû à) X =

y
∂

∂x
± x

∂

∂y
; á) X = x

∂

∂x
± y

∂

∂y
; â) X =

∂

∂x
+

y

x

∂

∂y
; ã) X = xy

∂

∂x
; ä) X =

p(x)
∂

∂x
; å) X = q(y)

∂

∂x
.

Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåðû.
Ïåðåéäåì ê âîïðîñó î ïîñòðîåíèè ãðóïïû, äîïóñêàåìîé äàííûì äèôôå-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

F (x, y, ẏ, ÿ) = 0. (57)
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Ïóñòü X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
� äîïóñêàåìûé îïåðàòîð. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

èìååò âèä
X(2)F |F=0 ≡ (ξFx + ηFy + ζ1Fẏ + ζ2Fÿ)|F=0 = 0,

ãäå ζ1 è ζ2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (48) è (50), ñîîòâåòñòâåííî. Â äàëü-
íåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèå (57) ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî
âòîðîé ïðîèçâîäíîé, òî åñòü, èìååò âèä

F (x, y, ẏ, ÿ) ≡ ÿ − f(x, y, ẏ) = 0. (58)

Â òàêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä (ñ çàìåíîé ÿ = f(x, y, ẏ))

ηxx + (2ηxy − ξxx)ẏ + (ηyy − 2ξxy)ẏ
2 − ξyyẏ

3 + (ηy − 2ξx − 3ẏξy)f−
− (ηx + ẏ(ηy − ξx)− ẏ2ξy)fẏ − ξfx − ηfy = 0. (59)

Çäåñü ôóíêöèÿ f(x, y, ẏ) çàäàíà, à êîìïîíåíòû ξ è η èñêîìîãî äîïóñêàåìîãî
îïåðàòîðà X � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè îò x è y. Ïîñêîëüêó â ëåâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ (59) âõîäèò åùå è ẏ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, òî
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå áóäåò ¾ðàñùåïëÿòüñÿ¿ íà íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ
óðàâíåíèé, îáðàçóÿ ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé íà ξ è η. Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ìû íàéäåì âñå äîïóñêàåìûå îïåðàòîðû
äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð. Óðàâíåíèå
ÿ +

1

x
ẏ − ey = 0

äîïóñêàåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðà (ñì. [3])

X1 = x ln x
∂

∂x
− 2(1 + ln x)

∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
− y

∂

∂y
.

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå âñå îïåðàòîðû, äîïóñêàåìûå óðàâíåíèåì ÿ = 0.
Îòâåò: X =

(
C1x

2 + C2x + C3 + (C4x + C5)y
) ∂

∂x
+

(
C4y

2 + C6y + C7 +

(C1y + C8)x
) ∂

∂y
.

Ðàíåå ìû îòìå÷àëè, ÷òî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ẏ = F (x, y) äîïóñêàþò
áåñêîíå÷íî ìíîãî îïåðàòîðîâ. Äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Ëè). Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿ = f(x, y, ẏ) îáðàçóåò àëãåáðó Ëè Lr ðàçìåðíîñòè
r 6 8. Ïðè ýòîì r = 8 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå ëèíåéíî èëè
ëèíåàðèçóåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ.
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Ïðèìåð. Óðàâíåíèå
ÿ = eẏ + xy

íå äîïóñêàåò íè îäíîãî îïåðàòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì f = eẏ + xy â
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå è ïîëó÷èì

ηxx + (2ηxy − ξxx)ẏ + (ηyy − 2ξxy)ẏ
2 − ξyyẏ

3 + (ηy − 2ξx − 3ẏξy)(e
ẏ + xy)−

− (ηx + ẏ(ηy − ξx)− ẏ2ξy)e
ẏ − ξy − ηx = 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå âèäà P (ẏ)eẏ +Q(ẏ), ãäå P è Q

� ìíîãî÷ëåíû. Îíà ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ ëèøü êîãäà P (ẏ) ≡ Q(ẏ) ≡ 0.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

(ηy − 2ξx − 3ẏξy)− (ηx + ẏ(ηy − ξx)− ẏ2ξy) = 0.

Ïðèðàâíèâàåì íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ẏ:

ẏ2 : ξy = 0;
ẏ : −3ξy − (ηy − ξx) = 0;
1 : ηy − 2ξx − ηx = 0.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì: ξy = 0, ηy = ξx, ηx = −ξx.
Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ξ = ξ(x). Òîãäà ηy = ξ′(x), ÷òî âëå÷åò
η = yξ′(x) + g(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ηx = yξ′′(x) + g′(x) = −ξ′(x). Îòñþäà
ξ′′(x) = 0, ïîýòîìó ξ = C1x+C2. Òîãäà g′(x) = −C1, çíà÷èò, g(x) = −C1x+C3.
Ïîëó÷àåì η = C1(y − x) + C3.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îïðåäåëÿþùåìó óðàâíåíèþ. Ïîñêîëüêó ξ è η � ëèíåé-
íûå ôóíêöèè, âñå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò íèõ ðàâíû íóëþ. Îïðåäåëÿþùåå
óðàâíåíèå òîãäà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(C1 − 2C1)xy − (C1x + C2)y − (C1(y − x) + C3)x = 0 ⇐⇒
⇐⇒ −3C1xy + C1x

2 − C2y − C3x = 0.

Îòñþäà C1 = C2 = C3 = 0 è ξ ≡ η ≡ 0.
Çàäà÷à. Íàéäèòå âñå îïåðàòîðû, äîïóñêàåìûå óðàâíåíèÿìè à) ÿ = ẏ2 +xy;

á) ÿ = y ln ẏ + xẏ3; â) ÿ + e3yẏ4 + ẏ2 = 0; ã) ÿ =
2ẏ2

y
+

y3x√
ẏ
.

Îäèí âàæíûé ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå

ÿ + ẏ − y

x
= 0. (60)
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Îíî èìååò ðåøåíèå y = x è ïîýòîìó äîïóñêàåò îïåðàòîð X1 = x
∂

∂y
(ïðèíöèï

ñóïåðïîçèöèè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé). Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîåé îäíîðîä-
íîñòè îíî äîïóñêàåò ãðóïïó ðàñòÿæåíèé âäîëü îñè y ñ îïåðàòîðîì X2 = y

∂

∂y
.

Èòàê, äëÿ óðàâíåíèÿ (60) ìû çíàåì äâà äîïóñòèìûõ îïåðàòîðà. Èõ êîììóòà-
òîð ðàâåí [X1, X2] = X1. Ïîýòîìó âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà X1

è X2, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.
Ïîñêîëüêó ñ ïîìîùüþ îäíîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâ-

íåíèÿ, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî çíàíèå äâóõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëèò ïîíèçèòü
ïîðÿäîê äâà ðàçà, ò.å., ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå.

Ïðèâåäåì ãðóïïó ñ îïåðàòîðîì X1 ê ïåðåíîñàì. Çàìåíà ïåðåìåííûõ, îñó-
ùåñòâëÿþùàÿ ýòî, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t = x, u =
y

x
.

Ïîñëå ýòîé çàìåíû îïåðàòîðû X1 è X2 ïðèíèìàþò âèä

X1 =
∂

∂u
, X2 = u

∂

∂u
,

à óðàâíåíèå (60) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

tü + (t + 2)u̇ = 0.

Îòñþäà, íàïðèìåð,
du̇

u̇
= −

(
1 +

2

t

)
dt, u̇ = C1t

−2e−t, u = C2 + C1

∫
dt

t2et
.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì x, y, ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (60):

y = C2x + C1x

∫
dx

x2ex
. (61)

Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå óäàëîñü ðåøèòü â êâàäðàòóðàõ, íî ïðè ýòîì îïå-
ðàòîð X2 âîîáùå íå èñïîëüçîâàëñÿ! ×òîáû âûÿñíèòü åãî ðîëü, âîñïîëüçóåìñÿ
èíâàðèàíòíûì ñïîñîáîì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà. Âû÷èñëèì ïåðâîå ïðîäîëæåíèå
îïåðàòîðà X1

X
(1)
1 = x

∂

∂y
+

∂

∂ẏ

è íàéäåì åãî èíâàðèàíòû:

u = x, v = ẏ − y

x
.
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Äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà âû÷èñëÿåì ïî Òåîðåìå 5

w =
dv

du
= ÿ − ẏ

x
+

y

x2 = ÿ − v

u
,

îòêóäà ÿ =
dv

du
+

v

u
. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (60) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

dv

du
+

v

u
+ v = 0. (62)

Íàéäåì, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð X2 â ïëîñêîñòè (u, v). Äëÿ ýòîãî íàéäåì åãî
ïðîäîëæåíèå X

(1)
2 = y

∂

∂y
+ ẏ

∂

∂ẏ
è ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì (u, v):

X
(1)
2 = y

∂

∂y
+ ẏ

∂

∂ẏ
7−→ Y = X

(1)
2 (u)

∂

∂u
+ X

(1)
2 (v)

∂

∂v
.

Èìååì X
(1)
2 (u) = X

(1)
2 (x) = 0, X

(1)
2 (v) = X

(1)
2

(
ẏ − y

x

)
= ẏ − y

x
= v. Ïîëó-

÷àåòñÿ îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ Y = v
∂

∂v
, äîïóñêàåìûé óðàâíåíèåì (62). Òàêèì

îáðàçîì, îïåðàòîð X1 ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (60), à îïåðà-
òîð X2 îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå
ïåðâîãî ïîðÿäêà! Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ â
îáðàòíîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ðåøàåì óðàâíåíèå (62): v = C1u

−1e−u, îòêóäà
ẏ − y

x
= C1x

−1e−x. Ýòî � ëèíåéíîå óðàâíåíèå, îíî ïðè èíòåãðèðîâàíèè äàåò
ôîðìóëó (61).

Òîò ôàêò, ÷òî ìû íà÷àëè ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà X1,
áûë ñëó÷àéíûì. Ïîïðîáóåì íà÷àòü ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðà X2. Çà-
ïèøåì åãî äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû:

u = x, v =
ẏ

y
, w =

dv

du
=

ÿ

y
− ẏ2

y2 .

C èõ ïîìîùüþ óðàâíåíèå (60) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

dv

du
+ v2 + v − 1

u
= 0. (63)

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå Ðèêêàòè, êîòîðîå íå èìååò ÿâíî èíòåãðèðóåìîãî âè-
äà. Ïîñìîòðèì, íå óêàæåò ëè îïåðàòîð X1 óïðîùàþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ.
Íàéäåì åãî äåéñòâèå â ïëîñêîñòè (u, v). Êàê è âûøå, èìååì

X
(1)
1 = x

∂

∂y
+

∂

∂ẏ
7−→ Y = X

(1)
1 (u)

∂

∂u
+ X

(1)
1 (v)

∂

∂v
=

1

y
(1− uv)

∂

∂v
.
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Âûðàçèì y ÷åðåç u è v: y = exp(
∫

v dx) = exp(
∫

v du). Òàêèì îáðàçîì,

Y = exp

(
−

∫
v du

)
(1− uv)

∂

∂v
. (64)

Íî ýòîò îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ãðóïïû òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
òàê êàê ñîäåðæèò èíòåãðàë, íå ïðåäóñìîòðåííûé îïðåäåëåíèåì. Òåì íå ìåíåå,
ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëÿþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ (63).
Ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî èäåÿ íà÷àòü ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðà X2

áûëà íåóäà÷íîé. Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ, ïî÷åìó.
Ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè.
Ïóñòü Lr � àëãåáðà Ëè ðàçìåðíîñòè r è ïóñòü N � âåêòîðíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â Lr .
Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî N íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé, åñëè [X,Y ] ∈

N äëÿ âñåõ X, Y ∈ N . Ïîäïðîñòðàíñòâî N íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè [X, Y ] ∈
N äëÿ âñåõ X ∈ N , Y ∈ Lr .

Åñëè N ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òî â àëãåáðå Lr ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè: X ∼ Y ⇐⇒ X − Y ∈ N . Ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ
ïî N îáðàçóåò àëãåáðó Ëè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-àëãåáðîé àëãåáðû Lr

ïî èäåàëó N è îáîçíà÷àåòñÿ Lr/N .
Åñëè ïðîâîäèòü âñå âû÷èñëåíèÿ â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, òî ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Â ëþáîé àëãåáðå Ëè Lr ðàçìåðíîñòè âûøå 2 ìîæíî âûäåëèòü

äâóìåðíóþ ïîäàëãåáðó. Áîëåå òîãî, ëþáîé âåêòîð X ìîæíî çàêëþ÷èòü â
äâóìåðíóþ ïîäàëãåáðó.

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðà Ëè Lr íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
ðÿä ïîäàëãåáð Lr ⊃ Lr−1 ⊃ . . . ⊃ L1 ðàçìåðíîñòåé r, r − 1, . . . , 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî, â êîòîðîì êàæäàÿ ïîäàëãåáðà Ls−1 åñòü èäåàë â Ls, s = 2, . . . , r.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � áàçèñ â àëãåáðå Lr . Ðàññìîòðèì êîììóòàòîð [Y, Z]
ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ Y è Z . Èìååì [Y, Z] = [Y iXi, Z

jXj] = Y iZj[Xi, Xj].
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì L

(1)
r = [Lr, Lr] ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âñå êîì-

ìóòàòîðû [Xi, Xj], i, j = 1, . . . , r. ßñíî, ÷òî òîãäà [Y, Z] ∈ L
(1)
r äëÿ ëþáûõ

Y, Z ∈ Lr . Ïðîñòðàíñòâî L
(1)
r îáðàçóåò èäåàë â àëãåáðå Ëè Lr .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî L
(1)
r = [Lr, Lr] íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé àë-

ãåáðîé. Ïðîèçâîäíûå àëãåáðû âûñøèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî èíäóêöèè:
L

(n+1)
r := (L

(n)
r )(1) = [L

(n)
r , L

(n)
r ].

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Àëãåáðà Ëè Lr ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ïðî-

èçâîäíàÿ àëãåáðà íåêîòîðîãî ïîðÿäêà îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ äâóìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ðàçðåøèìà.
Â ñëó÷àå äâóìåðíîé àëãåáðû L2 äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðÿäà L2 ⊃ L1 ⊃ 0 íóæíî

âûáðàòü áàçèñ X1, X2 òàê, ÷òîáû [X1, X2] = αX1 äëÿ íåêîòîðîãî α. Òîãäà
ïîäïðîñòðàíñòâî L1 = L(X1) áóäåò èäåàëîì â L2 è ôàêòîð-àëãåáðó L2/L1

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îäíîìåðíîé àëãåáðîé L(X2).
Òåïåðü ìû ìîæåì îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (60) íàäî

áûëî ïîíèæàòü ïîðÿäîê ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà X1. Ïîñêîëüêó êîììóòàòîð
îïåðàòîðîâ [X1, X2] = X1, òî L1 = L(X1) � èäåàë â àëãåáðå L2 ñ áàçèñîì
X1, X2. Ïîíèçèâ ïîðÿäîê ñ ïîìîùüþ ýòîãî èäåàëà, ìû ïîëó÷èëè óðàâíå-
íèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå äîïóñêàåò àëãåáðó L(X2) = L2/L1. À êîãäà
ìû ïîïûòàëèñü ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñ ïîìîùüþ L(X2), òî ýòó äîïîëíèòåëü-
íóþ ñèììåòðèþ ìû ïîòåðÿëè. Ïðè ïîïûòêå âîññòàíîâèòü åå ìû ïðèøëè ê
îïåðàòîðó (64). Ïîýòîìó, åñëè ìû õîòèì èìåòü äåëî òîëüêî ñ òî÷å÷íûìè ñèì-
ìåòðèÿìè, ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ñëåäóåò ïðîâîäèòü ïðè ïîìîùè èäåàëà.

Îá îäíîì óðàâíåíèè.
Íàéäåì âñå óðàâíåíèÿ âèäà

y′′ = y′ + f(y), (65)

èìåþùèå äâóìåðíóþ àëãåáðó òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé. Âñå òàêèå óðàâíåíèÿ áó-
äóò èíòåãðèðîâàòüñÿ â êâàäðàòóðàõ. Çàðàíåå èñêëþ÷èì ñëó÷àé ëèíåéíîé ôóíê-
öèè f(y), òàê êàê îí äàåò ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì.

Òàê êàê óðàâíåíèå (65) íå ñîäåðæèò x, îäíà ñèììåòðèÿ î÷åâèäíà � ýòî
îïåðàòîð ∂

∂x
.

Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå â âèäå ÿ = ẏ + f(y), çàïèøåì îïðåäåëÿþùåå óðàâ-
íåíèå (59) äëÿ îïåðàòîðà X = ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂y
:

− ξyyẏ
3 + (ηyy − 2ξxy − 2ξy)ẏ

2 + (2ηxy − ξxx − ξx − 3fξy)ẏ +

+ (ηxx + fηy − 2fξx − ηx − f ′η) = 0. (66)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ẏ, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ξyy = 0;

2ξxy + 2ξy − ηyy = 0;

3fξy + ξxx + ξx − 2ηxy = 0;

2fξx − fηy − ηxx + ηx + f ′η = 0.

(67)
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Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

ξ = γ(x)y + δ(x). (68)

Ïîäñòàâèì ýòî âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû è ïîëó÷èì 2γ′+2γ = ηyy . Ëåâàÿ
÷àñòü íå çàâèñèò îò y, ïîýòîìó

η = (γ′ + γ)y2 + ε(x)y + ζ(x). (69)

Òåïåðü ïîäñòàâèì (68) è (69) â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû: 3γf + γ′′y + δ′′ +
γ′y + δ′ − 2 d

dx(2(γ′ + γ)y + ε) = 0, îòêóäà

3γ′′y + 3γ′y − δ′′ − δ′ + 2ε′ = 3fγ.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(y) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìî γ = 0. Îñòàåòñÿ ñîîòíîøåíèå

δ′′ + δ′ = 2ε′, (70)

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì, ÷òî

ε =
1

2
(κ + δ′ + δ), κ = const, (71)

è
ξ = δ(x), η = ε(x)y + ζ(x). (72)

Íàêîíåö, ïîäñòàâèì ξ è η â ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå 2fδ′− fε− ε′′y− ζ ′′ + ε′y +
ζ ′ + (εy + ζ)f ′ = 0. Îòñþäà (εy + ζ)f ′ + (2δ′ − ε)f = ε′′y + ζ ′′ − ε′y − ζ ′ èëè

(εy + ζ)f ′ − ϕf = θy + λ, (73)

ãäå îáîçíà÷åíî

ϕ = ε− 2δ′, θ = ε′′ − ε′, λ = ζ ′′ − ζ ′.

Ñîîòíîøåíèå (73) åñòü óðàâíåíèå íà f è y, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ϕ, ε, ζ ,
θ, λ åñòü ôóíêöèè îò x, ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì èõ ïîñòîÿííûìè ïî îòíîøåíèþ
ê y.

Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

f ′ − ϕ

εy + ζ
f =

θy + λ

εy + ζ
.

Ðåøåíèåì ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñëóæèò ôóíêöèÿ

f(y) = µ(x)
(
y +

ζ

ε

)ϕ
ε

+
θ

ε− ϕ

(
y +

ζ

ε

)
+

θζ − λε

ϕε
, (74)
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â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ε 6= 0, ϕ 6= 0, ϕ 6= ε. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íå äîëæíà
çàâèñåòü îò x, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè

µ(x) = a,
ζ

ε
= b,

ϕ

ε
= c,

θ

ε− ϕ
= d,

θζ − λε

ϕε
= e

åñòü êîíñòàíòû. (Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî òàê ïðè óñëîâèè, ÷òî c 6= 2. Ýòîò ñëó÷àé
ðàçáåðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî!) Îòñþäà ïîëó÷àåì λ = ζ ′′ − ζ ′ = b(ε′′ − ε′) = bθ,
ïîýòîìó εϕe = θζ−λε = 0, îòêóäà e = 0. Äàëåå, ôóíêöèÿ ϕ ñ îäíîé ñòîðîíû
ðàâíà cε, à ñ äðóãîé ε− 2δ′, îòêóäà 2δ′ = (1− c)ε. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî
ðàâåíñòâî è ïîäñòàâèâ δ′′, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

(c + 3)ε′ + (c− 1)ε = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ñëóæèò ôóíêöèÿ

ε = h exp(kx), k =
1− c

c + 3
, h = const, c 6= 1, c 6= 3.

Îòñþäà ïîëó÷àåì θ = (k2 − k)ε, è, îêîí÷àòåëüíî,

f(y) = a(y + b)c − 2c + 2

(c + 3)2 (y + b), c 6= 1, c 6= 3. (75)

Âû÷èñëèì îïåðàòîð X , äîïóñêàåìûé óðàâíåíèåì â ýòîì ñëó÷àå. Èìååì
ξ = δ(x), η = ε(x)y + ζ(x). Êàê ìû âûÿñíèëè, ε = h exp

(1−c
c+3 · x

)
, à ζ = bε,

δ′ = 1−c
2 ε. Ïîýòîìó ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü h ìîæíî îòáðîñèòü. Èíòåãðèðóÿ,

ïîëó÷àåì
δ =

1− c

2

∫
ε(x) dx =

c + 3

2
exp

(
1− c

c + 3
· x

)
.

Ïîñêîëüêó X1 =
∂

∂x
� ñèììåòðèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ, ïîñòîÿííóþ

èíòåãðèðîâàíèÿ â δ(x) ìîæíî îïóñòèòü. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðàÿ ñèì-
ìåòðèÿ óðàâíåíèÿ èìååò âèä

X2 =
c + 3

2
exp

(
1− c

c + 3
· x

)
∂

∂x
+ exp

(
1− c

c + 3
· x

)
(y + b)

∂

∂y
=

= exp

(
1− c

c + 3
· x

)(
c + 3

2

∂

∂x
+ (y + b)

∂

∂y

)
.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àÿõ ϕ = 0, ϕ = ε ôóíêöèÿ f(y) îêà-
çûâàåòñÿ ëèíåéíîé.

Ðàçáåðåì âûðîæäåííûé ñëó÷àé ε = 0. Èìååì θ = ε′′ − ε′ = 0, ïîýòîìó
óðàâíåíèå (73) ïðèíèìàåò âèä

f ′ − ϕ

ζ
f =

λ

ζ
.
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Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(y) = µ exp
(ϕy

ζ

)
− λ

ϕ
. (76)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íå äîëæíà çàâèñåòü îò x, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè
ϕ/ζ = a, λ/ϕ = b è µ ñóòü êîíñòàíòû. Äîêàæåì, ÷òî ab = 2. Îáîçíà÷èì
τ = δ′. Òîãäà ϕ = −2τ è τ ′ + τ = 0. Ïîýòîìó τ = me−x, ϕ = −2me−x è
ζ =

ϕ

a
= −2m

a
e−x. Íî ζ ′′ − ζ ′ = λ = bϕ = abζ . Ïîäñòàâèâ ñþäà ζ = −2m

a
e−x

ïðè m 6= 0, ïîëó÷èì ab = 2. Åñëè æå m = 0, òî δ = const è ϕ = 0, ÷òî óæå
ðàññìàòðèâàëîñü. Ïîäñòàâèâ ýòî â (76), ïîëó÷àåì åùå îäíî ðåøåíèå

f(y) = µeay − 2

a
, µ = const, a = const.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ε = 0, ïîýòîìó X = δ(x)
∂

∂x
+ ζ(x)

∂

∂y
. Èìååì

δ′ = me−x, ζ = −2m

a
e−x. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü m è ïîñòîÿííóþ èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ó δ îïÿòü ìîæíî îòáðîñèòü, ïîýòîìó δ(x) = −e−x, ζ = −2

a
e−x. Óáðàâ

çíàê ¾−¿, ïîëó÷àåì, ÷òî âòîðîé äîïóñêàåìûé îïåðàòîð â ýòîì ñëó÷àå èìååò
âèä

X2 = e−x ∂

∂x
+

2

a
e−x ∂

∂y
= e−x

(
∂

∂x
+

2

a

∂

∂y

)
.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîé àëãåáðû.
Ïðèâåäåì îáùóþ ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ â êâàäðàòóðàõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèõ äâóìåðíóþ àëãåáðó Ëè.
Äëÿ íà÷àëà âûÿñíèì ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè äâóìåðíûõ àëãåáð Ëè L2.

Îäíî èç ñâîéñòâ � ðàçðåøèìîñòü � ìû óæå îòìå÷àëè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî
ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â L2, è, êðîìå òîãî, èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ â ïëîñêîñòè (x, y). Îòìåòèì åùå äâà ñâîéñòâà.

1. Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîììóòàòîðà. Íàïîìíèì, ÷òî êîììóòàòîð äâóõ
âåêòîðíûõ ïîëåé (îïåðàòîðîâ) X1 = ξ1

∂

∂x
+ η1

∂

∂y
è X2 = ξ2

∂

∂x
+ η2

∂

∂y
ðàâåí

[X1, X2] = (X1(ξ2)−X2(ξ1))
∂

∂x
+ (X1(η2)−X2(η1))

∂

∂y
.

Ïóñòü çàäàíû ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà â L2

Y1 = α1X1 + α2X2, Y2 = β1X1 + β2X2, ∆ := α1β2 − α2β1 6= 0, (77)
è íåâûðîæäåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

t = t(x, y), u = u(x, y),
D(t, u)

D(x, y)
:= txuy − tyux 6= 0. (78)
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ (78) îïåðàòîðû Xk ïðåîáðàçóþòñÿ ïî
ôîðìóëå

Xk =
(
ξk

∂t

∂x
+ ηk

∂t

∂y

) ∂

∂t
+

(
ξk

∂u

∂x
+ ηk

∂u

∂y

) ∂

∂u
, k = 1, 2.

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

[Y1, Y2] = ∆[X1, X2], [X1, X2] = [X1, X2].

Ñëåäñòâèå. Âî âñÿêîé äâóìåðíîé àëãåáðå Ëè ìîæíî âûáðàòü áàçèñ X1,
X2 òàêîé, ÷òî ëèáî [X1, X2] = 0, ëèáî [X1, X2] = X1. Ïðè ýòîì êàæäîå èç
ýòèõ ñîîòíîøåíèé èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [X1, X2] = α1X1 + α2X2. Åñëè α1 = α2 = 0, òî
[X1, X2] = 0 è ýòî ñîîòíîøåíèå èíâàðèàíòíî ïî Ëåììå 1. Åñëè æå õîòÿ áû
îäíî èç ÷èñåë αk 6= 0, òî ñäåëàåì çàìåíó áàçèñà (77), ãäå ÷èñëà βk èùåì èç
óñëîâèÿ α1β2 − α2β1 = 1 (íàïðèìåð, åñëè α2 6= 0, òî âîçüìåì β1 = −1/α2,
β2 = 0). Òîãäà ïîëó÷èì [Y1, Y2] = Y1. Ýòî ñîîòíîøåíèå òàêæå èíâàðèàíòíî
ïî Ëåììå 1.

2. Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî êîñîå ïðî-
èçâåäåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé (îïåðàòîðîâ) X1 è X2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ

X1 ∨X2 = ξ1η2 − ξ2η1.

Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

Y1 ∨ Y2 = ∆(X1 ∨X2), X1 ∨X2 =
D(t, u)

D(x, y)
(X1 ∨X2).

Ñëåäñòâèå. Óðàâíåíèå
X1 ∨X2 = 0 (79)

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (77) è (78).
Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå (79) åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî,

÷òî ϕ1X1 + ϕ2X2 = 0 äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ϕ1, ϕ2.
Òåîðåìà 8. Âñÿêàÿ äâóìåðíàÿ àëãåáðà Ëè ïóòåì âûáîðà ïîäõîäÿùåãî áà-

çèñà X1, X2 ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç òèïîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèìè êà-
íîíè÷åñêèìè ñòðóêòóðíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

I. [X1, X2] = 0, X1 ∨X2 6= 0.
II. [X1, X2] = 0, X1 ∨X2 = 0.
III. [X1, X2] = X1, X1 ∨X2 6= 0.
IV. [X1, X2] = X1, X1 ∨X2 = 0.
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Ýòè ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïå-
ðåìåííûõ.

Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ ñîîòíîøåíèé I�IV îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ, ìîæíî óïðîñòèòü âèä áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ
òèïîâ.

Òåîðåìà 9. Áàçèñ àëãåáðû L2 ïîäõîäÿùåé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ìîæåò
áûòü ïðèâåäåí ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

I. X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
.

II. X1 =
∂

∂y
, X2 = x

∂

∂y
.

III. X1 =
∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

IV. X1 =
∂

∂y
, X2 = y

∂

∂y
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàìåíû ïåðåìåííûõ íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè.
Äîêàçàòåëüñòâî.
I. Ïðèâåäåì X1 ê îïåðàòîðó ïåðåíîñà: X1 =

∂

∂x
. Òîãäà âòîðîé îïåðàòîð

X2 = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
è ðàâåíñòâî [X1, X2] = 0 âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

ξx
∂

∂x
+ ηx

∂

∂y
= 0,

îòêóäà ξx = ηx = 0. Ïîýòîìó X2 = ξ(y)
∂

∂x
+ η(y)

∂

∂y
. Êîñîå ïðîèçâåäåíèå

X1 ∨ X2 = η, ïîýòîìó η 6= 0. Òåïåðü íàéäåì îáùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ
(78), ñîõðàíÿþùóþ âèä îïåðàòîðà X1. Ïîñëå òàêîé çàìåíû X1 ïðèìåò âèä
X1 = tx

∂

∂t
+ ux

∂

∂u
, è èç óñëîâèÿ X1 =

∂

∂t
ïîëó÷àåì, ÷òî tx = 1, ux = 0.

Òàêèì îáðàçîì, X1 ïåðåõîäèò â X1 =
∂

∂t
ïðè çàìåíàõ âèäà

t = x + f(y), u = g(y). (80)

Ïðè ýòîì X2 ïåðåõîäèò â îïåðàòîð X2 = (ξ+ηf ′)
∂

∂t
+ηg′

∂

∂u
è áóäåò èìåòü âèä

X2 =
∂

∂u
(ñàìûé ïðîñòîé èç âîçìîæíûõ, ïîñêîëüêó ηg′ 6= 0!), åñëè ôóíêöèè

f è g îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèé η(y)f ′ + ξ(y) = 0, η(y)g′ = 1. Îòñþäà f(y) =

−
∫

ξ(y)

η(y)
dy, g(y) =

∫
dy

η(y)
. Èòàê, ïîñëå çàìåíû

t = x−
∫

ξ(y)

η(y)
dy, u =

∫
dy

η(y)
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îïåðàòîðû X1 è X2 ïåðåõîäÿò â X1 =
∂

∂t
è X2 =

∂

∂u
ñîîòâåòñòâåííî.

II. Ïðèâåäåì X1 â ïåðåíîñàì: X1 =
∂

∂y
. Åñëè X2 = ξ

∂

∂x
+ η

∂

∂y
, òî ξy =

ηy = 0, êàê è âûøå, à ñîîòíîøåíèå X1∨X2 = 0 âëå÷åò ξ = 0. Òàêèì îáðàçîì,
X2 = η(x)

∂

∂y
. Èç (80), ïîìåíÿâ ìåñòàìè x è y, ïîëó÷èì çàìåíó, ñîõðàíÿþùóþ

îïåðàòîð X1 =
∂

∂y
:

t = f(x), u = y + g(x). (81)
Âçÿâ çäåñü f(x) = η(x) è g(x) = 0, ïîëó÷èì çàìåíó

t = η(x), u = y,

ïåðåâîäÿùóþ X1 è X2 â X1 =
∂

∂u
è X2 = t

∂

∂u
ñîîòâåòñòâåííî. (Áîëåå ïðîñòîé

âèä îïåðàòîðîâ íåâîçìîæåí, èáî η(x) 6= const).
III. Ïðèâåäåì X1 ê ïåðåíîñàì: X1 =

∂

∂y
. Óñëîâèÿ [X1, X2] = X1 è X1 ∨

X2 6= 0 äëÿ îïåðàòîðà X2 = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
îçíà÷àþò, ÷òî ξ 6= 0, ξy = 0 è ηy = 1,

îòêóäà ξ = ξ(x), η = y + α(x). Çàìåíà ïåðåìåííûõ (81), ñîõðàíÿþùàÿ îïåðà-
òîð X1, ïåðåâîäèò X2 â X2 = ξf ′

∂

∂t
+ (ξg′ + y + α(x))

∂

∂u
. Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà

ξf ′ 6= const, ïîýòîìó ñàìûé ïðîñòîé âèä äëÿ íåå � ýòî ξf ′ = t = f(x). Âòîðàÿ
êîîðäèíàòà ξg′ + y + α(x) ñîäåðæèò y, ïîýòîìó ñàìûé ïðîñòîé âèä äëÿ íåå
� ýòî ξg′ + y + α(x) = u = y + g(x). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè f è g äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì ξf ′ = f , ξg′ + α(x) = g(x). Îòñþäà

f(x) = exp

(∫
dx

ξ(x)

)
,

à ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

g′ − g

ξ(x)
=

α(x)

ξ(x)
.

Íàéäÿ ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ f è g â (81), ïîëó÷èì
çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîñëå êîòîðîé îïåðàòîðû X1 è X2 ïåðåõîäÿò â X1 =

∂

∂u

è X2 = t
∂

∂t
+ u

∂

∂u
ñîîòâåòñòâåííî.

IV. Ïðèâåäåì X1 ê ïåðåíîñàì: X1 =
∂

∂y
. Êàê è âûøå, äëÿ îïåðàòîðà

X2 = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
ïîëó÷àåì ξ = 0, ηy = 1, îòêóäà η = y + α(x). Ó÷èòûâàÿ
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èçëîæåííîå â äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè III, ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííûõ

t = x, u = y + α(x)

ïåðåâîäèò îïåðàòîðû X1 è X2 â X1 =
∂

∂u
è X2 = u

∂

∂u
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü íàéäåì âñå ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå äâóìåðíûå àëãåá-
ðû Ëè óêàçàííûõ ÷åòûðåõ òèïîâ è ïðîèíòåãðèðóåì èõ.

Òèï I. Íóæíî íàéòè áàçèñ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ X1 =

∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
. Èõ âòîðûå ïðîäîëæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñà-

ìèìè îïåðàòîðàìè: X
(2)
1 = X1, X

(2)
2 = X2, ïîýòîìó èñêîìûìè èíâàðèàíòàìè

áóäóò ẏ è ÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåå
àëãåáðó Ëè ïåðâîãî òèïà, èìååò âèä

y′′ = f(y′).

Îíî ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:
∫

dy′

f(y′)
= x+C1, èëè y′ = ϕ(x+C1),

îòêóäà
y =

∫
ϕ(x + C1) dx + C2.

Òèï II. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû îïå-
ðàòîðà X1 =

∂

∂y
, èìåþò âèä J = J(x, ẏ, ÿ). Çàïèøåì âòîðîå ïðîäîëæåíèå

îïåðàòîðà X2 = x
∂

∂y
. Îíî èìååò âèä X

(2)
2 = x

∂

∂y
+

∂

∂ẏ
. Óçíàåì, êîãäà èíâà-

ðèàíòû J ïåðâîãî îïåðàòîðà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âòîðîãî. Äëÿ ýòîãî
çàïèøåì óðàâíåíèå X

(2)
2 J = 0. Èç íåãî èìååì ∂J

∂ẏ
= 0, ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé

äèôôåðåíöèàëüíûé èíâàðèàíò âòîðîãî ïîðÿäêà îïåðàòîðîâ X1 è X2 èìååò
âèä J = J(x, ÿ), à áàçèñ èíâàðèàíòîâ àëãåáðû Ëè âòîðîãî òèïà îáðàçóþò x è
ÿ. Èíâàðèàíòíîå ÎÄÓ òîãäà èìååò âèä

y′′ = f(x),

îòêóäà
y =

∫ (∫
f(x) dx

)
dx + C1x + C2.

Òèï III. Îïåðàòîð X1 çäåñü òîò æå, è åãî èíâàðèàíò åñòü J = J(x, ẏ, ÿ).
Âòîðîå ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà X2 èìååò âèä X

(2)
2 = x

∂

∂x
+y

∂

∂y
− ÿ

∂

∂ÿ
. Óðàâ-

íåíèå X
(2)
2 J = x

∂J

∂x
− ÿ

∂J

∂ÿ
= 0 èìååò äâà èíòåãðàëà J1 = ẏ, J2 = xÿ, à
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ñîîòâåòñòâóþùåå èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå åñòü

y′′ =
1

x
f(y′).

Ðåøàÿ åãî, íàõîäèì
∫

dy′

f(y′)
= ln x + C1, îòêóäà y′ = ϕ(ln C1x) è

y =

∫
ϕ(ln C1x) dx + C2.

Òèï IV. Âòîðîå ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà X2 èìååò âèä X
(2)
2 = y

∂

∂y
+ ẏ

∂

∂ẏ
+

ÿ
∂

∂ÿ
. Èç óðàâíåíèÿ X

(2)
2 J = ẏ

∂J

∂ẏ
+ ÿ

∂J

∂ÿ
= 0 íàõîäèì èíâàðèàíòû J1 = x,

J2 = ÿ/ẏ. Ïîýòîìó èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

y′′ = f(x)y′,

à åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü

y = C1

∫
exp

(∫
f(x) dx

)
dx + C2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ
ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùåãî àëãåáðó Ëè Lr ðàçìåðíîñòè r > 2. Âàæ-
íî îòìåòèòü, ÷òî åñëè äîïóñêàåìàÿ àëãåáðà èçâåñòíà, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
íàõîäèòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

Ïðèìåð ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ =
y′

y2 −
1

xy
. (82)

I. Íàõîæäåíèå äîïóñêàåìîé àëãåáðû.
Ïîäñòàâèì â îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (59) ïðàâóþ ÷àñòü (82) f = ẏ/y2 −

1/xy è ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ẏ. Ïîëó÷èì
ñëåäóþùèå 4 óðàâíåíèÿ:

ẏ3 : ξyy = 0;

ẏ2 : y2(ηyy − 2ξxy)− 2ξy = 0;

ẏ1 : y3(2ηxy − ξxx)− yξx + 2η +
3y2ξy

x
= 0;

ẏ0 : x2y2ηxx − x2ηx + xy(2ξx − ηy)− ηx− ξy = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

ξ = p(x)y + q(x),
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îòêóäà y2(ηyy − 2p′(x))− 2p(x) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ηyy =
2p(x)

y2 + 2p′(x) ⇒ ηy = −2p(x)

y
+ 2p′(x)y + q(x) ⇒

⇒ η = −p(x) ln(y2) + p′(x)y2 + q(x)y + b(x).

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ. Ïðè
ýòîì èõ ëåâûå ÷àñòè ïîìèìî ñòåïåíåé y áóäóò ñîäåðæàòü ñëàãàåìûå ñ ln(y2).
Ïðèðàâíÿâ íóëþ ýòè ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì p = 0. Ïîñëå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ëåãêî ðåøàþòñÿ (ïðîäåëàéòå âû÷èñëåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî!) è äàþò

ξ = C1x
2 + C2x, η = (C1x +

1

2
C2)y.

Ïîëàãàÿ ñíà÷àëà C1 = 1, C2 = 0, à ïîòîì C1 = 0, C2 = 1, ïîëó÷àåì îïåðàòîðû

X1 = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+

y

2

∂

∂y
. (83)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (82) äîïóñêàåò äâóìåðíóþ àëãåáðó L2 ñ áàçèñîì (83).
II. Âûäåëåíèå äâóìåðíîé ïîäàëãåáðû.
Àëãåáðà óæå äâóìåðíà, ïîäàëãåáðó âûäåëÿòü íå òðåáóåòñÿ.
III. Îïðåäåëåíèå òèïà àëãåáðû.
Èìååì (ïðîâåðüòå!)

[X1, X2] = −X1, X1 ∨X2 = −1

2
x2y,

ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà L2 ïðèíàäëåæèò ê III òèïó. Äëÿ ïîëíîòû ñîîòâåò-
ñòâèÿ íóæíî ñìåíèòü çíàê ó îïåðàòîðà X2.

IV. Íàõîæäåíèå èíòåãðèðóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ.
Ïðèâåäåì îïåðàòîð X1 = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
ê ïåðåíîñàì. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì

çàìåíó (âû÷èñëèòå ñàìè!)

t =
y

x
, u = −1

x
. (84)

Îïåðàòîðû (83) ïîñëå ýòî ïðèíèìàþò âèä (ïðîâåðüòå!)

X1 =
∂

∂u
, X2 =

1

2
t
∂

∂t
+ u

∂

∂u
(85)

(ìíîæèòåëü 1/2 ñóùåñòâåííîé ðîëè íå èãðàåò). Âû÷èñëèì

u′ =
du

dt
=

Du

Dt
=

1/x2

(xy′ − y)/x2 =
1

xy′ − y
.
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Îòñþäà y′ =
1

xu′
+

y

x
, èëè, ïî (84),

y′ = − u

u′
+ t. (86)

Ïðè ýòîì èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé t = const, ïðèâîäÿùèé ê ðåøåíèÿì y = Cx
óðàâíåíèÿ (82).

Äàëåå, âû÷èñëÿåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ (ïðîâåðüòå!)

y′′ =
( u

u′

)2
u′′. (87)

Ïîäñòàâëÿåì (86) è (87) â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîñëå ÷åãî îíî ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå

u′′

u′2
+

1

t2
= 0.

Èíòåãðèðóÿ åãî ïåðâûé ðàç êàê óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè,
ïîëó÷àåì u′ =

t

C1t− 1
. Åñëè çäåñü C1 = 0, òî

u = −t2

2
+ C, (88)

à åñëè C1 6= 0, òî
u =

t

C1
+

1

C2
1

ln |C1t− 1|+ C2. (89)

V. Ðåøåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ t è u èç (84)
â (88) è (89), íàõîäèì

C1y + C2x + x ln
∣∣∣C1

y

x
− 1

∣∣∣ + C2
1 = 0, y = ±

√
2x + Cx2.

Çàäà÷à. Ïðîèíòåãðèðóéòå óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå äàííóþ àëãåáðó Ëè.
à) y′′ = yy′2 − xy′3, X1 = y

∂

∂x
, X2 = x

∂

∂x
;

á) y′′ =
y′

y2 −
1

xy
, X1 = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+

y

2

∂

∂y
;

â) y′′ = −xy2 +
2y′2

y
, X1 = xy2 ∂

∂y
, X2 = y2 ∂

∂y
;

ã) y′′ =
y′2

y
+ x2y, X1 = xy

∂

∂y
, X2 = y

∂

∂y
;

ä) y′′ + 2
(
y′ − y

x

)3
= 0, X1 = x2 ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
, X2 = xy

∂

∂x
+ y2 ∂

∂y
.
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Ïðèìåð óðàâíåíèÿ, íå äîïóñêàþùåãî ãðóïïó, íî èíòåãðèðóåìîãî â êâàä-
ðàòóðàõ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(y′ − (x + x2)ey)′ = 0

èëè, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé

y′′ = ey
(
(x + x2)y′ + (1 + 2x)

)
. (90)

Ïîäñòàâèâ ïðàâóþ ÷àñòü â îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå è ðåøèâ åãî, íàéäåì
ξ = η = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (90) íå äîïóñêàåò àëãåáðó òî÷å÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåì íå ìåíåå, ýòî óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Ñíà÷àëà èìååì

y′ = (x + x2)ey + C1.

Çàìåíà z = e−y ïðèâîäèò ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó:

z′ + C1z + (x + x2) = 0.

Îòñþäà z = e−C1x

(
C2 −

∫
(x + x2)eC1x dx

)
è

y = C1x− ln

∣∣∣∣C2 −
∫

(x + x2)eC1x dx

∣∣∣∣ .

Óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå òðåõìåðíóþ àëãåáðó Ëè. Ñîôóñ Ëè ïîêàçàë, ÷òî
äëÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàçìåðíîñòü äîïóñêàåìîé àëãåáðû ìîæåò ïðèíè-
ìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3 è 8. Ðàçìåðíîñòè 0, 1, 2 íàìè óæå ðàññìîòðåíû.
Ðåçóëüòàò êëàññèôèêàöèè äëÿ ñëó÷àÿ ðàçìåðíîñòè 3 ïðèâåäåí â òàáëèöå 7
êíèãè [3]. Êàæäîé àëãåáðå ñîîòâåòñòâóåò ñâîå èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå. Åãî
âûâîä â êàæäîì ñëó÷àå åäèíîîáðàçåí. Ïîýòîìó ïðîñëåäèì ïðîöåññ âûâîäà íà
ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó L3, èìåþùóþ áàçèñ

X1 =
∂

∂x
+

∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
, X3 = x2 ∂

∂x
+ y2 ∂

∂y
. (91)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýòîé àëãåáðû èìåþò âèä

[X1, X2] = X1, [X1, X3] = 2X2, [X2, X3] = X3.

Äëÿ îïåðàòîðà X1 èìååì ξ = η = 1. Ïîäñòàâèâ ýòè ôóíêöèè â îïðåäåëÿ-
þùåå óðàâíåíèå (59), ïîëó÷èì

∂f

∂x
+

∂f

∂y
= 0,
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îòêóäà
f = f(x− y, y′). (92)

Òåïåðü ïîäñòàâèì â (59) êîîðäèíàòû ξ = x, η = y îïåðàòîðà X2. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè f âèäà (92) óðàâíåíèå

z
∂f

∂z
+ f = 0,

ãäå z = x− y. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

f =
g(y′)
x− y

, (93)

ãäå g � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Íàêîíåö, ïîäñòàâèâ â îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (59) êîîðäèíàòû ξ = x2,

η = y2 îïåðàòîðà X3, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

2y′
dg

dy′
− 3g + 2(y′2 − y′) = 0

äëÿ ôóíêöèè g(y′) èç (93). Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

g(y′) = −2(y′ + y′2 + Cy′3/2), C = const. (94)

Ôîðìóëû (93) è (94) äàþò èñêîìóþ ïðàâóþ ÷àñòü èíâàðèàíòíîãî óðàâíåíèÿ
äëÿ àëãåáðû L3 ñ áàçèñîì (91):

y′′ + 2
y′ + Cy′

√
y′ + y′2

x− y
.

Çàìåòèì åùå, ÷òî åñëè óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äîïóñêàåò àëãåáðó ðàç-
ìåðíîñòè > 4, òî íà ñàìîì äåëå îíî äîïóñêàåò 8-ìåðíóþ àëãåáðó. Òîãäà îíî
ëèíåàðèçóåòñÿ è ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

y′′ = 0.

4. Ïðèçíàêè ëèíåàðèçóåìîñòè

Òåîðåìà 10. Äëÿ ëèíåàðèçóåìîñòè óðàâíåíèÿ

y′′ = f(x, y, y′) (95)

òî÷å÷íîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ

x = ϕ(x, y), y = ψ(x, y) (96)
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íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà ìíîãî÷ëåíîì îò y′ ñòåïåíè íå âûøå 3,
ò.å., ÷òîáû óðàâíåíèå (95) èìåëî âèä

y′′ + F3(x, y)y′3 + F2(x, y)y′2 + F1(x, y)y′ + F (x, y) = 0. (97)

Êëàññ òàêèõ óðàâíåíèé èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåíû (96).
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ

ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ:

y′ =
dy

dx
=

Dψ(x, y)

Dϕ(x, y)
= P (x, y, y′), y′′ =

DP

Dϕ
. (98)

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå, ê êîòîðîìó ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðèâîäèòñÿ óðàâíåíèå
(95), ìîæíî âçÿòü â âèäå y′′ = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî DP = (Dϕ)−2(Dϕ ·D2ψ−
Dψ ·D2ϕ) = 0, îòêóäà

Dϕ ·D2ψ −Dψ ·D2ϕ = 0.

Ðàñïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîäðîáíåå. Èìååì

Dϕ ·D2ψ −Dψ ·D2ϕ = (ϕx + y′ϕy)(ψxx + 2y′ψxy + y′2ψyy + y′′ψy)−
− (ψx + y′ψy)(ϕxx + 2y′ϕxy + y′2ϕyy + y′′ϕy) = y′′(ϕxψy − ψxϕy)+

+ y′3(ϕyψyy − ψyϕyy) + y′2(ϕxψyy − ψxϕyy + 2ϕyψxy − 2ψyϕxy) +

+ y′(ϕyψxx − ψyϕxx + 2ϕxψxy − 2ψxϕxy) + (ϕxψxx − ψxϕxx) = 0. (99)

ßêîáèàí ϕxψy − ψxϕy çàìåíû ïåðåìåííûõ (96) íå ðàâåí íóëþ. Ïîäåëèâ íà
íåãî, ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (97), ãäå îáîçíà÷åíî

F3(x, y) =
ϕyψyy − ψyϕyy

ϕxψy − ψxϕy
,

F2(x, y) =
ϕxψyy − ψxϕyy + 2(ϕyψxy − ψyϕxy)

ϕxψy − ψxϕy
,

F1(x, y) =
ϕyψxx − ψyϕxx + 2(ϕxψxy − ψxϕxy)

ϕxψy − ψxϕy
,

F (x, y) =
ϕxψxx − ψxϕxx

ϕxψy − ψxϕy
.

(100)

Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò
èç ôîðìóë (98).

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèâåäåíèÿ îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ + a(x)y′ + b(x) = 0 (101)
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ê âèäó y′′ = 0. Çàìåíó ïåðåìåííûõ áóäåì âûáèðàòü ñðåäè ïðåîáðàçîâàíèé

x = ϕ(x), y =
1

f(x)
y, (102)

ñîõðàíÿþùèõ ëèíåéíûé âèä óðàâíåíèÿ (101). (Ìû íå ñëó÷àéíî çàíåñëè ôóíê-
öèþ f â çíàìåíàòåëü! Ïðè÷èíû ýòîãî áóäóò âñêîðå ïîíÿòíû). Äëÿ òàêîé çà-
ìåíû âûðàæåíèå (99) ðàâíî

1

f

[
ϕ′y′′ −

(
ϕ′′ + 2

f ′

f
ϕ′

)
y′ +

(
f ′

f
ϕ′′ + 2

f ′2

f 2 ϕ′ − f ′′

f
ϕ′

)
y

]

è ïðîïîðöèîíàëüíî âûðàæåíèþ y′′ + a(x)y′ + b(x), åñëè

ϕ′′

ϕ′
+ 2

f ′

f
= −a(x),

ϕ′′

ϕ′
· f

′

f
+ 2

f ′2

f 2 −
f ′′

f
= b(x). (103)

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé äàåò

ϕ(x) =

∫
exp(− ∫

a(x) dx)

f 2(x)
dx,

à âòîðîå ïîñëå ïîäñòàíîâêè

ϕ′′

ϕ′
= −2

f ′

f
− a(x)

ïðèíèìàåò âèä
f ′′ + af ′ + bf = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (101). Òà-
êèì îáðàçîì, çàìåíà ïåðåìåííûõ âèäà

x =

∫
exp(− ∫

a(x) dx)

f 2(x)
dx, y =

1

f(x)
y,

ãäå f � ðåøåíèå (101), ïðèâîäèò óðàâíåíèå (101) ê ïðîñòåéøåìó âèäó y′′ = 0.
Îäíàêî íå ëþáîå óðàâíåíèå âèäà (97) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

F3(x, y), . . . , F (x, y) ëèíåàðèçóåìî òî÷å÷íîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Ëèíåàðè-
çàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî åñëè ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (100) äëÿ ôóíêöèé ϕ(x, y)
è ψ(x, y) ñ çàäàííûìè F3(x, y), . . . , F (x, y) èíòåãðèðóåìà. Ñîôóñ Ëè íàøåë
óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè ýòîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 11. Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà (97) ëèíåàðèçóåòñÿ çàìåíîé
ïåðåìåííûõ (96) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâî-
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ðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

3
∂2F3

∂x2 − 2
∂2F2

∂x∂y
+

∂2F1

∂y2 =
∂

∂x
(3F1F3 − F 2

2 )− 3
∂

∂y
(FF3)− 3F3

∂F

∂y
+ F2

∂F1

∂y
,

3
∂2F

∂y2 − 2
∂2F1

∂x∂y
+

∂2F2

∂x2 = 3
∂

∂x
(FF3) +

∂

∂y
(F 2

1 − 3FF2) + 3F
∂F3

∂x
− F1

∂F2

∂x
.

(104)
Ïðèìåð. Óðàâíåíèå

y′′ + F (x, y) = 0

èìååò âèä (97) ñ F3 = F2 = F1 = 0. Òåñò ëèíåàðèçàöèè äàåò Fyy = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî F (x, y) ëèíåéíà ïî y. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå y′′+F (x, y) = 0
ëèáî óæå ëèíåéíîå, ëèáî íå ëèíåàðèçóåòñÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ − y′

y2 +
1

xy
= 0. (105)

Çäåñü F3 = F2 = 0, F1 = −1/y2, F = 1/xy. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ïåðâîå
èç óðàâíåíèé (104), ïîëó÷àåì −6/y4 = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì,
óðàâíåíèå (105) íå ëèíåàðèçóåòñÿ.

Åñëè êîýôôèöèåíòû F3(x, y), . . . , F (x, y) óðàâíåíèÿ (97) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì Òåîðåìû 11, òî çàìåíà ïåðåìåííûõ

x = ϕ(x, y), y = ψ(x, y),

ïðèâîäÿùàÿ óðàâíåíèå (97) ê ëèíåéíîìó âèäó y′′ = 0 ìîæåò áûòü íàéäåíà
ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (100) (ñì. ïðèìåð íèæå).

Çàìå÷àíèå. Ëþáûå äâà ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ = f(x, y), y′ = g(x, y) (106)

ìîæíî ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà çàìåíîé ïåðåìåííûõ (96). Äåéñòâèòåëüíî, â
ñèëó (98) óñëîâèå ïåðåõîäà îäíîãî èç óðàâíåíèé (106) â äðóãîå çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå

y′ =
Dψ

Dϕ
⇒ ψx + f(x, y)ψy

ϕx + f(x, y)ϕy
= g(ϕ, ψ).

Ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ f è g ýòî � óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ìîæíî äàæå âûáðàòü ϕ = x, òîãäà ôóíêöèÿ ψ èùåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ

∂ψ

∂x
+ f(x, y)

∂ψ

∂y
= g(x, ψ),
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êîòîðîå ðàçðåøèìî ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè Ó×Ï.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ëèíåàðèçóåìîñòè óðàâíåíèé òèïîâ I�IV.
Òèï I. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî òèïà ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

y′′ = f(y′).

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 10, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíî èìåëî âèä

y′′ + A3y
′3 + A2y

′2 + A1y
′ + A0 = 0, (107)

ãäå Ai = const, i = 0, . . . , 3. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ (104),
ïîëó÷àåì òîæäåñòâà 0 = 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ïåðâîãî òèïà ëèíåàðè-
çóåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä (107).

Òèï II. Óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

y′′ = f(x),

ñëåäîâàòåëüíî ëèíåàðèçóþòñÿ.
Òèï III. Óðàâíåíèÿ òðåòüåãî òèïà ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

y′′ =
1

x
f(y′).

Òàê êàê f åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî îò y′, è íå çàâèñèò îò y, ïî Òåîðåìå 3.1,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå èìåëî âèä

y′′ +
1

x
(A3y

′3 + A2y
′2 + A1y

′ + A0) = 0, (108)

ãäå Ai = const, i = 0, . . . , 3. Ïîäñòàâèì Fi = Ai/x â óñëîâèÿ (104). Ïîëó÷èì
(äîìíîæàÿ íà x3) ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
3A3 = A2

2 − 3A1A3

6A2 = −3A0A3 + A1A2.

Åñëè A3 = 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì A2 = 0 è òîãäà óðàâíå-
íèå (108) ëèíåéíî. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì A3 6= 0. Îáîçíà÷èì A3 = −a, A2 = −b.
Òîãäà íàõîäèì

A1 = −
(

1 +
b2

3a

)
, A0 = −

(
b

3a
+

b3

27a2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå òðåòüåãî òèïà ëèíåàðèçóåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî èìååò âèä

y′′ =
1

x

(
ay′3 + by′2 +

(
1 +

b2

3a

)
y′ +

b

3a
+

b3

27a2

)
. (109)
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Òèï IV. Óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

y′′ = f(x)y′,

ñëåäîâàòåëüíî ëèíåàðèçóþòñÿ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (109) ïðè a = 1, b = 0, òî åñòü, óðàâíåíèå

y′′ =
1

x
(y′ + y′3). (110)

Íàéäåì 8-ìåðíóþ àëãåáðó Ëè, äîïóñêàåìóþ ýòèì óðàâíåíèåì. Ïîäñòàâèì åãî
ïðàâóþ ÷àñòü f(x) =

1

x
(y′ + y′3) â îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (59). Ïîñëå ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì y′ îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äàåò ñèñòåìó

ξyy =
1

x
ξx +

ξ

x2 −
2

x
ηy,

ξxy = −1

x
ξy +

1

2
ηyy − 3

x
ηx,

ξxx =
ξ

x2 −
1

x
ξx + 2ηxy,

ηxx − 1

x
ηx = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ è äàåò

η = p(y)x2 + q(y).

Ïîñëå ýòîãî îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåøàþòñÿ (ïðîäåëàéòå ýòî!) è ïðè-
âîäÿò ê ñëåäóþùåìó îòâåòó:

η = 2
(
(C1y + C2)x

2 + C1y
3 + C3y

2
)

+ C4y + C5,

ξ =
(
C1x

2 + (C3 − 3C2)y + C6
)
x−

−1

x

(
C1y

4 + (C2 + C3)y
3 + (C4 − C6)y

2 + C7y + C8
)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (110) äîïóñêàåò àëãåáðó L8 ñ áàçèñîì

X1 =
∂

∂y
, X2 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
, X3 =

(
3xy +

y3

x

)
∂

∂x
− 2x2 ∂

∂y
,

X4 =

(
x3 − y4

x

)
∂

∂x
+ 2(x2y + y3)

∂

∂y
, X5 = 2xy

∂

∂x
+ (y2 − x2)

∂

∂y
,

X6 =

(
x +

y2

x

)
∂

∂x
, X7 =

1

x

∂

∂x
, X8 =

y

x

∂

∂x
.
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Çàìåòèì, ÷òî
X6 ∨X7 = X7 ∨X8 = X6 ∨X8 = 0

è ÷òî
[X6, X7] = −2X7, [X6, X8] = −2X8, [X7, X8] = 0.

Ïîýòîìó ëþáûå äâà èç îïåðàòîðîâ X6, X7, X8 îïðåäåëÿþò ïîäàëãåáðó L2 ⊂
L8. Âûáåðåì ïîäàëãåáðó, íàòÿíóòóþ íà X7 è X8 (ïîòîìó ÷òî èõ ñêîáêà ðàâ-
íà 0). Ýòà ïîäàëãåáðà ïðèíàäëåæèò ê òèïó II. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå èìå-
þò âèä

x = y, y =
x2

2
, (111)

à îïåðàòîðû X7 è X8 ïðèíèìàþò âèä

X7 =
∂

∂y
, X8 = x

∂

∂y
.

Ïðè ýòîì èìååì (èñêëþ÷èâ îñîáîå ðåøåíèå y = const)

y′ =
dy

dx
=

x

y′
, y′′ =

dy′

dx
=

1

y′2
− xy′′

y′3
,

îòêóäà xy′′−y′ = −y′3y′′, òàê ÷òî xy′′−y′−y′3 = −y′3(y′′+1). Ñëåäîâàòåëüíî,
çàìåíà ïåðåìåííûõ (111) ïðèâîäèò óðàâíåíèå (110) ê âèäó

y′′ + 1 = 0

ñ îáùèì ðåøåíèåì
y = −1

2
(x2 + C1x + C2).

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì îòâåò â íåÿâíîé ôîðìå

x2 + y2 + C1y + C2 = 0. (112)

Ðåøèì ýòî æå óðàâíåíèå ïî-äðóãîìó. Êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ

F3 = F1 = −1

x
, F2 = F = 0

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Òåîðåìû 11. Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (110) ìîæåò
áûòü ïðèâåäåíî ê ïðîñòåéøåìó âèäó u′′ = 0 è íàéäåì ëèíåàðèçóþùóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ

t = ϕ(x, y), u = ψ(x, y)
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(÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü îáîçíà÷åíèÿ, ìû íàïèñàëè t è u âìåñòî x è y).
Óðàâíåíèÿ (100) äëÿ íàõîæäåíèÿ ϕ è ψ çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ϕyψyy − ψyϕyy = −1

x
(ϕxψy − ψxϕy),

ϕxψyy − ψxϕyy + 2(ϕyψxy − ψyϕxy) = 0,

ϕyψxx − ψyϕxx + 2(ϕxψxy − ψxϕxy) = −1

x
(ϕxψy − ψxϕy),

ϕxψxx − ψxϕxx = 0.

(113)

Íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ëþáóþ ïàðó ôóíêöèé ϕ è ψ, êîòîðûå áóäóò ÿâëÿòüñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (113) è áóäóò ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, òî
åñòü, èõ ÿêîáèàí îòëè÷åí îò íóëÿ

ϕxψy − ψxϕy 6= 0. (114)
Ïîýòîìó ìû ïîëîæèì ϕ = ϕ(y), òàê ÷òî ϕx = 0 è ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ñèñòåìû (113) óäîâëåòâîðèòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Òîãäà óñëîâèå (114) òðåáóåò,
÷òîáû ψx 6= 0 è ϕy 6= 0. Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé âîîáùå âîçüìåì ϕ = y.
Ïîñëå ýòîãî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (113) äàåò ψxy = 0, îòêóäà

ψ(x, y) = a(x) + b(y).

Ïîäñòàâèì ýòî â ïåðâîå óðàâíåíèå (113), è îíî ñòàíåò óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿ-
þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

b′′(y) =
1

x
a′(x).

Îòñþäà èìååì
b′′(y) =

1

x
a′(x) = λ, λ = const.

Ñëåäîâàòåëüíî,

a =
λ

2
x2 + C1x + C2, b =

λ

2
y2 + K1y + K2.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì òðåòüå óðàâíåíèå (113) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.
Ïîýòîìó ìû âîçüìåì λ = 2, C1 = C2 = K1 = K2 = 0 è ïîëó÷èì ψ = x2 + y2.
Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà

t = y, u = x2 + y2 (115)
ïðèâîäèò óðàâíåíèå (110) ê âèäó u′′ = 0. Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî
óðàâíåíèÿ â âèäå u + At + B = 0, îòêóäà ïîëó÷èì ðåøåíèå (112) èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ

x2 + y2 + Ay + B = 0, A, B = const.

Ïðè ýòîì çàìåíà (115) íåâîçìîæíà ïðè y = const, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñèíãó-
ëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (110).
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5. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îáëàäàþùèå
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ÎÄÓ
dxi

dt
= F i(t, x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n (116)

îáëàäàåò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ), åñëè îáùåå ðåøåíèå
ýòîé ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî m ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ
÷àñòíûõ ðåøåíèé

xk = (x1
k, . . . , x

n
k), k = 1, . . . , m (117)

ïî ôîðìóëàì
xi = ϕi(x1, . . . , xm, C1, . . . , Cn), (118)

â êîòîðûå âõîäÿò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, . . . , Cn. ×àñòíûå ðåøå-
íèÿ (117) ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè. Èõ ñîâî-
êóïíîñòü íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé óðàâíåíèé (116).
Âèä ôóíêöèé (118) íå äîëæåí çàâèñåòü îò êîíêðåòíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé (117),
íî íå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü, êîãäà äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (116) äî-
ïóñêàåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé (118) îáùåãî ðåøåíèÿ è ðàçíîå
÷èñëî m íåîáõîäèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 12. Óðàâíåíèÿ (116) îáëàäàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðå-
øåíèé, åñëè îíè ïðåäñòàâèìû â ñëåäóþùåì ñïåöèàëüíîì âèäå

dxi

dt
= T1(t)ξ

i
1(x) + . . . + Tr(t)ξ

i
r(x) (119)

òàê, ÷òî îïåðàòîðû

Xα = ξi
α(x)

∂

∂xi
, α = 1, . . . , r (120)

îáðàçóþò r-ìåðíóþ àëãåáðó Ëè. Ïðè ýòîì ÷èñëî m íåîáõîäèìûõ ÷àñòíûõ
ðåøåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

mn > r. (121)

Ïðèìåð 1. Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x.

Äëÿ íåãî èìååì n = 1, r = 1, m = 1. Îïåðàòîð (120) çäåñü âñåãî îäèí è
èìååò âèä X1 =

d

dx
. Îáùåå ðåøåíèå (ôîðìóëà (117)) ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò

âèä x = Cx1, ãäå x1 åñòü ëþáîå íåíóëåâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå.
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Ïðèìåð 2. Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå
dx

dt
= A(t)x + B(t).

Çäåñü n = 1, r = 2, m = 2, òàê ÷òî óñëîâèå (121) âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåí-
ñòâà. Îïåðàòîðû (120) çäåñü èìåþò âèä X1 =

d

dx
, X2 = x

d

dx
, èõ êîììóòàòîð

ðàâåí [X1, X2] = X1, òàê ÷òî îíè îáðàçóþò äâóìåðíóþ àëãåáðó Ëè. Ôîðìó-
ëà (117) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä x = x1 + C(x2 − x1), ïîñêîëüêó îáùåå
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ åñòü êîìáèíàöèÿ ÷àñòíîãî ðå-
øåíèÿ x1 è îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ C(x2 − x1).

Ïðèìåð 3. Ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé
dx

dt
= a11(t)x + a12(t)y + b1(t),

dy

dt
= a21(t)x + a22(t)y + b2(t).

Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ 6 îïåðàòîðîâ (120), à èìåííî:

X1 = x
∂

∂x
, X2 = y

∂

∂x
, X3 = x

∂

∂y
, X4 = y

∂

∂y
, X5 =

∂

∂x
, X6 =

∂

∂y
.

Ñëåäîâàòåëüíî, n = 2, r = 6, ïîýòîìó äëÿ çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî
çíàòü òðè ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ (xk, yk), k = 1, 2, 3. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà
îáùåãî ðåøåíèÿ èìååò âèä

x = x1 + C1(x2 − x1) + C2(x3 − x1), y = y1 + C1(y2 − y1) + C2(y3 − y1).

Ïðèìåð 4. (Ëè) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîé íåîä-
íîðîäíîé ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé

dx

dt
= a12(t)y + b1(t),

dy

dt
= −a12(t)x + b2(t). (122)

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî îáîéòèñü äâóìÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè. Ýòîé ñèñòåìå
ñîïîñòàâëÿþòñÿ îïåðàòîðû X1 = y

∂

∂x
− x

∂

∂y
, X2 =

∂

∂x
, X3 =

∂

∂y
, ïîðîæäàþ-

ùèå ãðóïïó äâèæåíèé (âðàùåíèé è ïåðåíîñîâ) â ïëîñêîñòè (x, y). Ïîñêîëüêó
äâèæåíèÿ ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, ëþáûå òðè ðåøåíèÿ
(x1, y1), (x2, y2), (x, y) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

(x− x1)
2 + (y − y1)

2 = C1, (x− x2)
2 + (y − y2)

2 = C2. (123)

Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ÷åðåç äâà ÷àñò-
íûõ ðåøåíèÿ (x1, y1), (x2, y2) è äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå äîñòàòî÷íî
ðàçðåøèòü (123) îòíîñèòåëüíî x è y. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (122) äîïóñ-
êàåò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ: â âèäå ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè òðåõ
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ðåøåíèé (Ïðèìåð 3) è â âèäå ¾íåëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè¿, åñëè ðàçðåøèòü
ðàâåíñòâà (123) îòíîñèòåëüíî x è y.

Òåîðåìà 13. Îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà,
îáëàäàþùåå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé, ëèíåàðèçóåòñÿ ïðåîáðà-
çîâàíèåì çàâèñèìîé ïåðåìåííîé x â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

dx

dt
= T1(t)ξ1(x) + T2(t)ξ2(x)

òàê, ÷òî îïåðàòîðû

X1 = ξ1(x)
d

dx
, X2 = ξ2(x)

d

dx

îáðàçóþò àëãåáðó Ëè ðàçìåðíîñòè r = 1 èëè r = 2, ò.å., X2 = αX1 èëè

[X1, X2] = αX1 + βX2

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè α, β.
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