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Аннотация. Пусть tr — канонический след на полной матричной алгебреMn, I —
единицаMn. Доказано, что выполнение соответствующего аналога классических
неравенств для определителя и следа (или для перманента и следа) матриц для
положительного функционала ϕ на алгебреMn с ϕ(I) = n влечет равенство ϕ = tr.
Получено обобщение неравенства Фишера для определителей. Установлено новое
неравенство для следа матричной экспоненты.
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Введение

Пусть tr — канонический след на полной матричной алгебре Mn = Mn(C),
det(A) — определитель матрицы A ∈ Mn. Пусть M pr

n , M id
n , M sa

n и M+
n —

решетка проекторов (P = P 2 = P ∗), множество идемпотентов (P = P 2), эрми-
това часть и конус неотрицательно определенных матриц вMn соответственно.
Пусть I — единица алгебры Mn. В работе получено следующее обобщение
неравенства Фишера для определителей. Пусть {Pk}mk=1 ⊂ M id

n с PiPk = 0

при i 6= k, i, k = 1, 2, . . . ,m, и
m∑
k=1

Pk = I. Тогда det(P(A)) ≥ det(A) для всех

A ∈ M+
n , где P(A) =

m∑
k=1

PkAP ∗
k (теорема 1). Для {Pk}mk=1 ⊂ M pr

n показано,

что tr(exp(P(A))) ≤ tr(P(exp(A))) для всех A ∈M+
n (теорема 2).

Известно, что выполнение каждого из неравенств: Юнга, Гёльдера, Ко-
ши — Буняковского — Шварца, Голдена — Томпсона, Пайерлса — Боголюбова,
Араки — Либа — Тирринга, для произвольного положительного функционала
ϕ на алгебре Mn с ϕ(I) = n влечет равенство ϕ = tr (см. [1–4]). Пусть ϕ = tr,
per(A) и λt(A) (t = 1, . . . , n) — перманент и характеристические числа матрицы
A ∈Mn соответственно. Тогда имеют место соотношения

• неравенство Шура [5, ч. III, § 1.4]

n∑
t=1

|λt(A)|2 ≤
n∑

i,j=1

|aij |2(= ϕ(AA∗)) для всех A ∈Mn,

Работа выполнена за счет субсидии, выделенной Казанскому (Приволжскому) федераль-
ному университету для выполнения государственного задания в сфере научной деятельности
(проект 1.13556.2019/13.1).

c© 2020 Бикчентаев А. М.



Неравенства для определителей и характеризация следа 315

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда матрица A нормаль-
ная;

• равенство [5, ч. I, § 4.16, формула (1)]

det(exp(A)) = exp(ϕ(A)) для всех A ∈Mn; (1)

• неравенство [6, задача 3, с. 163] det(A)
1
n ≤ 1

nϕ(A) для всех A ∈M+
n ;

• неравенство [5, ч. II, § 4.4.12] per(A) ≤ 1
nϕ(An) для всех неотрицательных

матриц A ∈M sa
n .

Показано, что для произвольного положительного функционала ϕ на ал-
гебре Mn с ϕ(I) = n выполнение любого из приведенных выше четырех соот-
ношений влечет равенство ϕ = tr (теоремы 3, 4).

1. Определения и обозначения

C∗-алгеброй называется комплексная банахова ∗-алгебра A такая, что
‖A∗A‖ = ‖A‖2 для всех A ∈ A . Для C∗-алгебры A через A pr, A id и A + бу-
дем обозначать ее подмножества проекторов, идемпотентов и положительных
элементов соответственно. Пусть H — гильбертово пространство над полем
C, B(H ) — ∗-алгебра всех линейных ограниченных операторов в H . Лю-
бую C∗-алгебру можно реализовать как C∗-подалгебру в B(H ) для некоторого
гильбертова пространства H (Гельфанд — Наймарк, см. [7, теорема 3.4.1]).

Напомним, что A∗ = [aji]ni,j=1 для A = [aij ]ni,j=1 ∈ Mn. Линейный функ-
ционал ϕ на алгебре Mn называется эрмитовым, если ϕ(A∗) = ϕ(A) для всех
A ∈ Mn; положительным, если он эрмитов и ϕ(M+

n ) ⊂ R+. Положительный
функционал ϕ на Mn называется точным, если ϕ(A) = 0 (A ∈M+

n ) ⇒ A = 0.

Пусть {Pk}mk=1 ⊂M id
n с PiPk = 0 при i 6= k, i, k = 1, 2, . . . ,m, и

m∑
k=1

Pk = I.

Определим отображение P :Mn →Mn формулой

P(A) =
m∑
k=1

PkAP
∗
k для всех A ∈Mn.

Если {Pk}mk=1 ⊂ M pr
n , то отображение P является оператором блочного про-

ектирования, свойства которого изучены в [8–10]. Формула S = 2P − I (P ∈
M id

n ) устанавливает биекцию между M id
n и множеством M sym

n всех симметрий
(S2 = I) из Mn.

2. Новые неравенства для определителей и следа

Лемма 1. Пусть {Pk}mk=1 ⊂ M id
n с PiPk = 0 при i 6= k, i, k = 1, 2, . . . ,m,

и
m∑
k=1

Pk = I. Тогда tr(A) = tr
(

m∑
k=1

Pk APk

)
для всех A ∈ Mn. В частности,

tr(P(A)) = tr(A), A ∈Mn, для {Pk}mk=1 ⊂M pr
n .

Доказательство. Для всех A ∈Mn имеем

tr(A) = tr

(
m∑
k=1

PkA

)
=

m∑
k=1

tr(PkA) =
m∑
k=1

tr(PkAPk) = tr

(
m∑
k=1

Pk APk

)
. �

Лемма 2 [11, теорема 1.3]. Пусть A — C∗-алгебра и P ∈ A id. Существует
единственное разложение P = P̃ +Z, где P̃ ∈ A pr и нильпотент Z принадлежит
A с Z2 = 0, причем ZP̃ = 0 и P̃Z = Z.



316 А. М. Бикчентаев

Предложение 1. Пусть A — унитальная C∗-алгебра, элемент A ∈ A +

обратим и P ∈ A id, P = P̃ + Z — описанное в лемме 2 разложение. Тогда
элемент PAP ∗ обратим в редуцированной алгебре P̃A P̃ .

Доказательство. Существует число ε > 0 такое, что A ≥ εI. Рассмотрим
мультипликативное представление P = P̃ T с обратимым элементом T ∈ A + [12,
лемма 3]. Пусть число δ > 0 таково, что T ≥ δI. Тогда T 2 ≥ δ2I и

PAP ∗ ≥ εPP ∗ = εP̃T 2P̃ ≥ εδ2P̃ .

Осталось учесть, что P̃P = P , P̃PAP ∗P̃ = PAP ∗ и P̃ — единица редуцирован-
ной алгебры P̃A P̃ . �

Теорема 1. Имеем det(P(A)) ≥ det(A) для всех {Pk}mk=1 ⊂M id
n с PiPk = 0

при i 6= k, i, k = 1, 2, . . . ,m, и
m∑
k=1

Pk = I для всех A ∈M+
n .

Доказательство. В силу теоремы об определителе произведения матриц
имеем det(S) ∈ {−1,+1} для каждого S ∈ M sym

n . Поскольку P(M+
n ) ⊂ M+

n

и det(X) ≥ 0 для всех X ∈ M+
n , утверждение теоремы достаточно проверить

только для обратимых матриц. Из результатов [13, 14] следует, что функция

A 7→ log det(A) (2)

вогнутая на множестве обратимых матриц A ∈ A + (см. также [15, гл. 10, § 2,
теорема 9′]). В силу леммы 2 из [10] для 2m−1 наборов {tjk}mk=1 с tjk ∈ {−1,+1}
имеем равенство

P(A) =
1

2m−1

2m−1∑
j=1

SjAS
∗
j , (3)

где Sj =
m∑
k=1

tjkPk ∈ M sym
n для всех j = 1, 2, 3, . . . , 2m−1. Поэтому det(Sj) =

det(S∗
j ) ∈ {−1,+1} для всех j = 1, 2, 3, . . . , 2m−1. Обратимость матрицы P(A)

для обратимой A ∈ M+
n следует из представления (3), где каждое слагаемое

SjAS∗
j лежит в M+

n и обратимо в силу теоремы об обратимости произведения
обратимых матриц. Ввиду вогнутости функции (2) и теоремы об определителе
произведения матриц из (3) получаем

log det(P(A)) ≥
2m−1∑
j=1

1
2m−1 log det(SjAS∗

j ) =
2m−1∑
j=1

1
2m−1 log det(A) = log det(A).

Поэтому
det(P(A)) ≥ det(A) (4)

вследствие строгой монотонности функции log на полуоси (0,+∞). �

Замечание 1. Соотношение (4) для частного случая {Pk}mk=1 ⊂ M pr
n из-

вестно [16, задача II.5.6] как неравенство Фишера (Fischer’s inequality). Отсюда
для всех A ∈M+

n в силу леммы 1 и (1) имеем

det(P(exp(A))) ≥ det(exp(A)) = exp(tr(A)) = exp(tr(P(A))).
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Следствие 1. Для каждой положительно определенной матрицы A ∈M+
n

имеет место неравенство det(P(A)) ≥ exp(tr(logA)).

Доказательство. Для положительно определенной матрицы A ∈ M+
n

имеем

det(P(A)) = det(P(exp(logA))) ≥ det(exp(logA)) = exp(tr(logA)). �

Предложение 2. Пусть число n ∈ N нечетно, A ∈ Mn и S, T ∈ M sym
n

с det(S) = det(T ). Тогда det(A− SAT ) = 0.

Доказательство следует из соотношений

S(A− SAT )T = −(A− SAT ), det(S) = det(T ) ∈ {−1,+1}

и теоремы об определителе произведения матриц. �

Здесь нечетность числа n ∈ N существенна. Рассмотрим в M2 матрицы

A =
(

2 1
1 1

)
, S =

(
1 x
0 −1

)
, где x ∈ R.

Тогда S ∈M sym
2 и det(A−SAS) = x2+2x−4 6= 0 при 2x 6= −1±

√
5. След tr(A−

SAS∗) = x2 + 2x может принимать любые значения из промежутка [−1,+∞).
Для идемпотента P = (I+S)/2 имеем tr(PAP ∗)−tr(P̃AP̃ ) = x+x2/4, проектор
P̃ определен в лемме 2. Для пары P1 = P, P2 = I − P будет tr(P(A))− tr(A) =
x+ x2/2, поэтому требование {Pk}mk=1 ⊂M pr

n существенно в лемме 1. �

Лемма 3. Пусть A ∈ M+
n и B ∈ Mn с операторной нормой ‖B‖ ≤ 1,

1 ≤ p <∞. Тогда

λt((BAB∗)p) ≤ λt(BApB∗) для всех t = 1, 2, . . . , n. (5)

Доказательство. Поскольку вещественная функция s 7→ sq (s ∈ R+)
операторно выпукла при 1 ≤ q ≤ 2, имеем

(BXB∗)q ≤ BXqB∗

для всех X ∈ M+
n и B ∈ Mn с ‖B‖ ≤ 1 в силу [17, теорема 2.1]. Ввиду

монотонности собственных чисел (т. е. λt(X) ≤ λt(Y ) для всех t = 1, 2, . . . , n
при 0 ≤ X ≤ Y ) из этого матричного неравенства получаем утверждение леммы
для 1 ≤ q ≤ 2. Пусть числа t ∈ {1, 2, . . . , n} и 2 < p < ∞ фиксированы.
Выберем j ∈ N таким, что 2j−1 < p ≤ 2j , и положим q = j

√
p. Тогда j ≥ 2 и

1 < 2
j−1
j < q ≤ 2. Имеем

λt(BApB∗) = λt(B(Ap/q)qB∗) ≥ λt((BAp/qB∗)q) = λt((BAp/qB∗))q

= λt(B(Ap/q2)qB∗)q ≥ · · · ≥ λt(BAp/qjB∗)q
j

= λt(BAB∗)p = λt((BAB∗)p)

в силу монотонности степенных функций s 7→ sb (s ∈ R+) и равенства λt(Xb) =
λt(X)b для всех X ∈M+

n и чисел b > 0. �
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Теорема 2. Пусть {Pk}mk=1 ⊂M pr
n с PiPk = 0 при i 6= k, i, k = 1, 2, . . . ,m,

и
m∑
k=1

Pk = I. Тогда tr(exp(P(A))) ≤ tr(P(exp(A))) для всех A ∈M+
n .

Доказательство. Легко видеть, что

exp(P(A)) = I +
m∑
k=1

PkAPk +
m∑
k=1

(PkAPk)2

2!
+ · · ·+

m∑
k=1

(PkAPk)j

j!
+ . . .

= −(m− 1)I +
(
I + P1AP1 +

(P1AP1)2

2!
+ · · ·+ (P1AP1)j

j!
+ . . .

)
+ · · ·+

(
I + PmAPm +

(PmAPm)2

2!
+ · · ·+ (PmAPm)j

j!
+ . . .

)
,

P(exp(A)) = P1

(
I +A+

A2

2!
+ · · ·+ Aj

j!
+ . . .

)
P1

+ · · ·+ Pm

(
I +A+

A2

2!
+ · · ·+ Aj

j!
+ . . .

)
Pm

= −(m− 1)I +
(
I + P1AP1 +

P1A2P1

2!
+ · · ·+ P1AJP1

j!
+ . . .

)
+ · · ·+

(
I + PmAPm +

PmA2Pm
2!

+ · · ·+ PmAjPm
j!

+ . . .

)
,

матричные ряды сходятся по норме (т. е. поэлементно). Поскольку матричный
след совпадает со спектральным следом и является непрерывным линейным
функционалом, теорема 2 вытекает из леммы 3. �

3. Неравенства для определителей
характеризуют след

Теорема 3. Для положительного функционала ϕ на алгебреMn с ϕ(I) = n
следующие условия эквивалентны:

(i) ϕ = tr;
(ii) det(P(exp(A))) ≥ exp(ϕ(A)) для всех P и A ∈M+

n ;
(iii) det(A)

1
n ≤ 1

nϕ(A) для всех A ∈M+
n ;

(iv) per(A) ≤ 1
nϕ(An) для всех неотрицательных матриц A ∈M sa

n ;
(v) det(I + εA) = 1 + εϕ(A) + o(ε) при ε→ 0+ для всех A ∈M+

n .
Если к тому же функционал ϕ точен, то условия (i)–(v) равносильны сле-

дующим условиям:
(vi) det(exp(A)) ≤ exp(ϕ(A)) для всех A ∈M+

n ;
(vii) ϕ(Ap)

1
p ≤ ϕ(Aq)

1
q для всех A ∈M+

n и 0 < q < p.
Доказательство. Импликация (i) ⇒ (ii) вытекает из теоремы 1 и равен-

ства (1). Импликацию (i) ⇒ (v) см. в [18, гл. 6, § 9, упражнение 1].
Не ограничивая общности, считаем, что ϕ(X) = tr(SϕX) для всех X ∈Mn,

где
Sϕ = diag(s1, . . . , sn) ∈M+

n

и s1 + · · ·+ sn = n. Надо показать, что

s1 = · · · = sn = 1. (6)
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(ii) ⇒ (i) Если (6) не выполнено, то найдется номер k ∈ {1, . . . , n} такой,
что sk > 1. Для проектора

A = diag(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k−1 раз

, 1, 0, . . . , 0) ∈M pr
n (7)

по конечномерной спектральной теореме имеем exp(A) = exp(1) · A + exp(0) ·
(I −A) и для ассоциированного со всеми проекторами вида (7) с k = 1, 2, . . . , n
отображения P в силу (ii) получаем exp(1) ≥ exp(sk). Следовательно, sk ≤ 1;
противоречие.

(iii) ⇒ (i) Если (6) не выполнено, то найдется номер k ∈ {1, . . . , n} такой,
что sk > 1. Для произвольного числа ε > 0 введем матрицу Aε = (1 + ε)I − εA,
где A из (7). Подставляя Aε(∈M+

n ) в (iii), получаем неравенство

(1 + ε)
n−1
n ≤ 1

n
((1 + ε)s1 + · · ·+ (1 + ε)sk−1 + sk + (1 + ε)sk+1 + · · ·+ (1 + ε)sn)

=
1
n

((1 + ε)n− εsk) = 1 + ε− sk
n
ε.

Запишем формулу Тейлора с остатком в форме Пеано:

(1 + ε)
n−1
n = 1 +

n− 1
n

ε + o(ε) при ε→ 0 + .

Теперь неравенство (iii) принимает вид

1 +
n− 1
n

ε + o(ε) ≤ 1 + ε− sk
n
ε при ε→ 0 + .

Следовательно, sk ≤ 1; противоречие.
(iv) ⇒ (i) Если (6) не выполнено, то найдется номер k ∈ {1, . . . , n} такой,

что sk > 1. Для произвольного числа 1 > ε > 0 введем матрицу Aε = I − εA,
где A из (7). Подставляя Aε в (iv), получаем

1− ε ≤ 1
n

(s1 + · · ·+ sk−1 + (1− ε)nsk + sk+1 + · · ·+ sn).

Запишем формулу Тейлора с остатком в форме Пеано: (1− ε)n = 1− nε + o(ε)
при ε→ 0+. Теперь неравенство (iv) принимает вид: 1− ε ≤ 1− skε + o(ε) при
ε→ 0+. Следовательно, sk ≤ 1; противоречие.

(v) ⇒ (i) Если (6) не выполнено, то найдется номер k ∈ {1, . . . , n} такой,
что sk > 1. В силу (v) для проектора A из (7) имеем

1 + ε = 1 + skε + o(ε) при ε→ 0 + .

Следовательно, sk = 1; противоречие.
(vi) ⇒ (i) Если (6) не выполнено, то найдется номер k ∈ {1, . . . , n} такой,

что 0 < sk < 1. В силу (vi) для проектора A из (7) имеем exp(1) ≤ exp(sk).
Следовательно, sk ≥ 1; противоречие.

(i) ⇒ (vii) Не ограничивая общности, считаем, что A = diag(a1, . . . , an) с
aj ≥ 0 для всех j = 1, . . . , n. Тогда Ar = diag

(
ar1, . . . , a

r
n

)
для всех r > 0. В силу

неравенства Иенсена (см. [19, теорема 19]) имеем

ϕ(Ap)
1
p =

(
ap1 + · · ·+ apn

) 1
p ≤

(
aq1 + · · ·+ aqn

) 1
q = ϕ(Aq)

1
q

для всех 0 < q < p.
(vii) ⇒ (i) Если (6) не выполнено, то найдется номер k ∈ {1, . . . , n} такой,

что 0 < sk < 1. В силу (vii) для проектора A из (7) имеем sqk ≤ spk. Сле-
довательно, sk ≥ 1; противоречие. Напомним, что если 1 < p < ∞ и ϕ —
положительный функционал на алгебре Mn с ϕ(Ap) ≤ ϕ(Ap) при 0 ≤ A ≤ B,
то ϕ = λ tr с некоторым λ ∈ R+ [20, теорема]. �
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Следствие 2. Для положительного функционала ϕ на алгебреMn с ϕ(I)
= n следующие условия эквивалентны:

(i) ϕ = tr;
(ii) det(exp(A)) ≥ exp(ϕ(A)) для всех A ∈M+

n .
Замечание 2. В связи с неравенством п. (iii) теоремы 3 напомним, что

det(A)
1
n = min

B∈M+
n , det(B)=1

tr(AB)
n

для всех действительных положительно определенных матриц A ∈ M+
n [21,

гл. II, § 21, теорема 14].

Теорема 4. Для положительного функционала ϕ на алгебреMn с ϕ(I) = n
следующие условия эквивалентны:

(i) ϕ = tr;

(ii)
n∑
t=1

λt(A)2 ≤ ϕ(A2) для всех A ∈M+
n ;

(iii)
∣∣λt(A) − ϕ(A∗A)

n

∣∣ ≤ (n−1
n

(
ϕ(A∗A) − |ϕ(A)|2

n

))1/2 для всех A ∈ Mn и t =
1, . . . , n;

(iv)
n∑
i=1

a2
ii ≤ ϕ(A2) для всех A = [aij ] ∈M+

n ;

(v) ϕ(A2) ≤ tr(A)2 для всех A ∈M+
n ;

(vi)
√

tr(A) ≤ ϕ(
√
A) для всех A ∈M+

n ;

(vii) ϕ(
√
A) ≤

n∑
i=1

√
aii для всех A = [aij ] ∈M+

n .

Доказательство. Импликация (i) ⇒ (ii) — вышеупомянутое неравенство
Шура. Импликацию (i) ⇒ (iii) см. в [16, задача I.6.16, с. 172]. Импликации
(i) ⇒ (iv)–(vii) см. в [6, задача 16, с. 24].

Покажем обратные импликации. Не ограничивая общности, считаем, что
ϕ(X) = tr(SϕX) для всех X ∈Mn, где Sϕ = diag(s1, . . . , sn) ∈M+

n и s1 + · · ·+
sn = n. Надо проверить соотношения (6). Если (6) не выполнено, то найдутся
номера m, j ∈ {1, . . . , n} такие, что sm < 1 и sj > 1.

(ii) ⇒ (i) В силу (ii) для проектора A (с j = k) из (7) имеем 1 =
n∑
t=1

λt(A)2 >

ϕ(A2) = sj ; противоречие.
(v) ⇒ (i), (vii) ⇒ (i) Для указанной выше матрицы A неравенство (v) (или

(vii)) дает sj ≤ 1; противоречие.
(iii) ⇒ (i) Для проектора A (с m = k) из (7) неравенство (iii) при t = 1 дает

sm ≥ 1; противоречие.
(iv) ⇒ (i), (vi) ⇒ (i) Для проектора A (с m = k) из (7) неравенство (iv) (или

(vi)) дает sm ≥ 1; противоречие. �

О других характеризациях следа см. [22–25] и библиографию в них.
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