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ÓÄÊ 530.12:531.51ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ-Â�ÅÌÅÍÈÈ �ÀÂÍÎÂÅÑÍÛÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÇÀ�ßÆÅÍÍÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈ. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÑÎÑÒÎßÍÈß�.À. ÄàèøåâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà V4, äîïóñêàþùèå ãðóïïû ãîìîòåòè÷å-ñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Hr, èñòî÷íèêàìè êîòîðûõ ñëóæèò çàðÿæåííàÿ æèäêîñòü. Ïðåä-ïîëàãàëîñü, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè òàêîé æèäêîñòè êîëëèíåàðåí âðåìåíèïîäîáíîìó âåê-òîðó Y = ξi∂i àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè (ρ + 3p) 6= 0,ãäå ρ � ïëîòíîñòü ýíåðãèè, à p � ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå æèäêîñòè, ýòîò âåêòîð ÿâëÿ-åòñÿ âåêòîðîì àëãåáðû Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ãðóïïû,è ïîðîæäàåò âðåìåíèïîäîáíûé èäåàë àëãåáðû Ëè ãðóïïû Hr. Ñðåäè âñåõ ïðîñòðàíñòâ-âðåìåí V4 ñ ãðóïïàìè ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé âûäåëåíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà,äîïóñêàþùèå ãðóïïû ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Óðàâíåíèÿ (T ik + Eik)|k = 0 ïîëíîñòüþïðîèíòåãðèðîâàíû è íàéäåíû âñå âîçìîæíûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èññëåäóåìîé æèäêî-ñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè ïðàêòè÷åñêè îäíîçíà÷íî �èêñèðóåòñÿñèììåòðèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, à äàâëåíèå, ïëîòíîñòü ýíåðãèè æèäêîñòè è ïëîòíîñòüýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ âûðàæàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç ¾ïîëåâûå¿ âåëè÷èíû: Akξk è
ξkξk, ãäå Ak � 4-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.ÂâåäåíèåÈç êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ èçâåñòíî [1�3℄, ÷òî åñëè ÷èñëî ÷àñòèö, ðàâíî êàê èýíòðîïèÿ ãàçà êàê öåëîãî, ñîõðàíÿåòñÿ, ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå èäåàëüíîãî ãàçàçàðÿæåííûõ èëè íåçàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ âîçìîæíî òîëüêîâ ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äîïóñêàåò ãðóïïó èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-âàíèé ñ âðåìåíèïîäîáíûì âåêòîðîì Êèëëèíãà, à ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå ãàçàïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè ýòîãî âåêòîðà. Â ñëó÷àå æå ÷àñòèö ñ íóëåâîé ìàññîé ïî-êîÿ ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿäîïóñêàåò ãðóïïó êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè ýòîì ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâè-æåíèå ãàçà ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè âðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðà àëãåáðû Ëè ýòîéãðóïïû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ãàçà èìååò ñòðóêòóðó òåíçîðàýíåðãèè-èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïðè÷åì äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ãà-çà âûðàæàþòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì ÷åðåç �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîãî ãàçà.Åñëè ìû îòâëå÷åìñÿ îò ñâÿçè äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ýíåðãèè æèäêîñòè ñ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ è áóäåì òðàêòîâàòü èõ ÷èñòî �åíîìåíîëîãè÷åñêè, ìû ïðèäåì ê çàäà-÷å èññëåäîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî æèäêîñòüþ, âåêòîð ñêîðîñòèêîòîðîé êîëëèíåàðåí âðåìåíèïîäîáíîìó âåêòîðó èëè ãðóïïû èçîìåòðè÷åñêèõ, èëèãðóïïû êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. �àñïðåäåëåíèå òàêîé æèäêîñòè åñòåñòâåííî,íà íàø âçãëÿä, íàçâàòü ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì.Â ðàáîòàõ [4�6℄ èññëåäîâàíû êîí�èãóðàöèè æèäêîñòè, â êîòîðîé ìîãóò ïðîèñ-õîäèòü ïðîöåññû ðîæäåíèÿ ÷àñòèö. Â îáùåì ñëó÷àå ïîêàçàíî, ÷òî ðîæäåíèå ÷àñòèöâîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà æèäêîñòè îòëè÷åí îò



50 �.À. ÄÀÈØÅÂòåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà òàêîé æèäêîñòè ìîæåò, â ÷àñòíîñòè, èìåòü ñòðóêòóðó òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà èäåàëüíîé æèäêîñòè, íî, â îòëè÷èå îò íå¼, äàâëåíèå æèäêîñòè äîëæíîñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé: ðàâíîâåñíîé, ñ p > 0 è íåðàâíîâåñíîé Π ≤ 0, êîòîðàÿñâÿçàíà ñ ïðîèçâîäñòâîì ýíòðîïèè (èäåàëüíàÿ æèäêîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâè-åì Π = 0). Âåêòîð æå ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè òàêîé æèäêîñòè íå äîëæåí áûòüêîëëèíåàðåí âåêòîðó Êèëëèíãà. Åñëè âåêòîð ñêîðîñòè êîëëèíåàðåí âåêòîðó èçî-ìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ðîæäåíèå ÷àñòèö îòñóòñòâóåò. Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèåâ ýòèõ ðàáîòàõ ïðîâîäèëîñü â ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äîïóñêàåò ãðóïïóêîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè êîëëèíåàðåí âðåìåíè-ïîäîáíîìó âåêòîðó àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû. Ñîñòîÿíèÿ òàêîé æèäêîñòè àâòîðûíàçâàëè îáîáùåííî-ðàâíîâåñíûìè ñîñòîÿíèÿìè.Â ðàáîòå [7℄ ðàññìîòðåíà äèíàìèêà æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè îáîá-ùåííîãî ðàâíîâåñèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ-âðåìåíàõ, äîïóñêàþùèõ ãðóïïû ãîìîòåòè÷å-ñêèõ äâèæåíèé. Â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàíû íåêîòîðûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîé-ñòâà æèäêîñòè è óêàçàíî âîçìîæíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ òàêîé æèäêîñòè.Ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà ñ ãðóïïàìè ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äîñòàòî÷íîïîäðîáíî èçó÷åíû â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê èñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, âïå÷àòëÿþùèé îáçîð â [8℄). Èõ èññëå-äîâàíèå âûçûâàåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà, äîïóñ-êàþùèå ãðóïïû ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ïðîñòåéøèõîáîáùåíèé õîðîøî èçó÷åííûõ ïîëåé òÿãîòåíèÿ ñ ãðóïïàìè èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæå-íèé, è êðîìå òîãî, îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â îïèñàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâáîëåå îáùèõ ìîäåëåé. Ñâîéñòâà æèäêîñòåé â ïðîñòðàíñòâàõ-âðåìåíàõ ñ ãðóïïàìèãîìîòåòè÷åñêèõ äâèæåíèé èçó÷åíû òàêæå äîñòàòî÷íî ïîëíî [9, 10℄. Îäíàêî ñâîé-ñòâà çàðÿæåííîé æèäêîñòè â ïîëÿõ òÿãîòåíèÿ ñ ñèììåòðèÿìè áîëåå ñëîæíûìè,íåæåëè ñèììåòðèè èçîìåòðè÷åñêèõ ãðóïï, èññëåäîâàíû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Âòî æå âðåìÿ, èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè êîñìè÷åñêîé ïëàçìû çà÷àñòóþ ïðèâîäÿò êíåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ìàòåðèàëüíûå ñðåäû ñ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñàçàðÿæåííîé æèäêîñòè, íàïðèìåð, èäåàëüíûé ãàç çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà V4, äîïóñêàþùèå ãðóï-ïû ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Hr, èñòî÷íèêàìè êîòîðûõ ñëóæèò çàðÿæåí-íàÿ æèäêîñòü. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè òàêîé æèäêîñòè êîëëèíåàðåíâðåìåíèïîäîáíîìó âåêòîðó Y = ξi∂i àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû.Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðåäûäóùåé ðàáîòû [11℄, â êîòîðîé áûëè èñ-ñëåäîâàíû ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïðîñòîòðàíçèòèâíûå ãðóïïû ãîìîòåòè-÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ñàìîñî-ãëàñîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà �Ìàêñâåëëà. Îêàçàëîñü, ÷òî â òàêèõïðîñòðàíñòâàõ-âðåìåíàõ ìîæíî íàéòè âñå âîçìîæíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ñàìîñîãëà-ñîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà �Ìàêñâåëëà ñ çàðÿæåííîé æèäêîñòüþ âïðàâîé ÷àñòè. Ïîëÿ æå òÿãîòåíèÿ, äîïóñêàþùèå ãðóïïû íèçøåé ïîäâèæíîñòè, íåìîãóò áûòü èññëåäîâàíû óêàçàííûì âûøå ìåòîäîì. Òåì íå ìåíåå, èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâîé ïîäõîä è â ýòîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò âûÿâèòü íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûåîñîáåííîñòè ïðîñòðàíñòâ-âðåìåí, ñîçäàâàåìûõ ðàâíîâåñíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè çà-ðÿæåííîé æèäêîñòè.1. Äèíàìèêà çàðÿæåííîé æèäêîñòè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà-Ìàêñâåëëà èìååò âèä
Rik − 1

2
Rgik = −κ(Tik + Eik), (1)
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F ik
|k = J i = σU i, (2)

F̃ ik
|k = 0, (3)ãäå Tik = (ρ + p)UiUk + pgik � êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà æèäêîñòè,

(U iUi = −1), à Eik = gabFaiFbj − 1
4FabF

abgik � êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, σ � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Çäåñüè äàëåå âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äîïóñêàëî ãðóïïó ãîìîòåòè÷åñêèõ äâè-æåíèé Hr ñ âåêòîðàìè àëãåáðû Ëè Xα = ξ
α

i∂i, (α = 1, 2, . . . , r ), íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ:
LX

α

gij = ξ
α

i|j + ξ
α

j|i = ϕαgij , (4)ãäå ϕα = const 6= 0 .Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò òåíçîðà Ýéíøòåéíà â íàïðàâëåíèè âåêòîðà Xα ãðóïïû
Hr ðàâíà íóëþ: LX

α

Gij = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â íàïðàâëåíèè ýòîãî âåêòîðà òàêæå äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ: LX
α

(Tij+

+Eij) = 0. Ñîãëàñíî [12℄, ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî LX
α

Tij = 0, LX
α

Eij = 0. Â [12℄ïîêàçàíî, ÷òî èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò:
LX

α

ρ+ ρϕα = 0, (5)

LX
α

p+ pϕα = 0, (6)

LX
α

Ui =
1

2
Uiϕα, (7)òîãäà êàê âòîðîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

LX
α

Fik =
1

2
ϕαFik + ψαF̂ik, (8)ãäå ψα � ñêàëÿðû. Åñëè ïðè ýòîì âåêòîð U i íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîìòåíçîðà Eik , òî

LX
α

σ + ϕασ = 0, (9)

ψασ = 0, (10)è ψα = const . Åñëè æå âåêòîð U i ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåíçîðà Eik , òîâûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
LX

α

(σ cosα) + ϕασ cosα = 0, (11)ãäå α � íåêîòîðûé ñêàëÿð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì LX
α

α = ψα, , U i ∂iψα = 0 .Åñëè ê òîìó æå σ = 0, òî ψα = const.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè íàïðàâëåí âäîëü âðåìåíèïîäîá-íîãî âåêòîðà Y = ξi∂i àëãåáðû Ëè ãðóïïû Hr :
U i =

ξi

√

−ξkξk
, (12)à âåêòîð Y ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��è-öèåíòàìè âñåõ âåêòîðîâ àëãåáðû Xα : Y = aα

Xα, a
α = const, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ



52 �.À. ÄÀÈØÅÂèíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ Ëè îò óðàâíåíèÿ(12) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà Xα àëãåáðû Ëè ãðóïïû Hr. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (4)è óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïïû
ξ
α

iξ
β

k
|i − ξ

β

iξ
α

k
|i = Cγ

αβξ
γ

k (13)ýòà ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
LX

α

U i =
1√
−ξξ

[

aβCσ
αβξ

σ
i −

ξi
(ξξ)

aβCσ
αβξ

σ

sξs

]

+
1

2
ϕα

ξi√
−ξξ

, (14)ãäå ξi ≡ aαξ
α

i, (ξξ) ≡ (ξkξk) è Cσ
αβ � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå àëãåáðû Ëè. Èçñîîòíîøåíèé (7) è (14) ñëåäóåò

aβCσ
τβξ

σ
i = ατa

σξ
σ

i, (15)ãäå ατ ≡ (aαCσ
ταξ

σ

jξj)/(ξξ) . Ïîêàæåì, ÷òî ατ = const. Äëÿ ýòîãî êîâàðèàíòíîïðîäè��åðåíöèðóåì (15) ïî xk è ïðîñèììåòðèðóåì ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå ïîèíäåêñàì i è k ; èñïîëüçóÿ (4) è õîðîøî èçâåñòíóþ äëÿ ëþáûõ ãðóïï êîí�îðìíûõïðåîáðàçîâàíèé �îðìóëó Cσ
ταϕσ = 0, ïîëó÷èì α

τ
|i = 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ατ =

= const .Âñëåäñòâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ Xα ðàâåíñòâî (15) ìîæåò áûòüâûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû äðóã äðóãó êîý��èöèåíòû ïðè êîì-ïîíåíòàõ âåêòîðîâ â ïðàâîé è ëåâîé ñòîðîíå ðàâåíñòâà (15), òî åñòü
aβCσ

τβ = ατa
σ. (16)Âåêòîðû Xα àëãåáðû Ëè óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[XαXβ ] = Cγ
αβXγ . Ñâåðíåì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ñ aβ; âñëåäñòâèå (16)ïîëó÷èì [XτY] = ατY. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð Y ïîðîæäàåò èäåàë àëãåáðûËè ãðóïïû ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Hr. Íå êàæäàÿ àëãåáðà Ëè îáëàäàåòèäåàëîì ñ âðåìåíèïîäîáíûì âåêòîðîì Y. Ïîýòîìó ñðåäè âñåõ ïðîñòðàíñòâ-âðåìåíñ ãðóïïàìè ãîìîòåòè÷åñêèõ äâèæåíèé äîëæíû áóäåì âûáðàòü òîëüêî òàêèå V4,êîòîðûå îáëàäàþò óêàçàííûì ñâîéñòâîì.�àâåíñòâî íóëþ êîâàðèàíòíîé äèâåðãåíöèè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (T ik+

+Eik)|k = 0 ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (2) è (3), ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåñëåäóþùèõ äâóõ ðàâåíñòâ:
ρ|iU

i + (ρ+ p)U i
|i = 0, (17)

(ρ+ p)U i
|kU

k + (U iUk + gik) p|k = σFikU
k. (18)Óðàâíåíèå (17), âñëåäñòâèå íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î âåêòîðå ñêîðîñòè (12), ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå:

LYρ+
3

2
(ρ+ p)aαϕα = 0. (19)Ñâåðíåì ñîîòíîøåíèå (5) ñ ïîñòîÿííûìè aα. Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ (19), ïîëó÷èì,÷òî (ρ+ 3p) · aαϕα = 0 .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ρ+3p) 6= 0, òîãäà aαϕα = 0. Ñâåðíåì òåïåðü óðàâíåíèå (4)ñ ïîñòîÿííûìè aα , ïîëó÷èì LYgij = 0. Â èññëåäóåìîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òîâåêòîð Y ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì àëãåáðû Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèì èçîìåòðè÷åñêèì ïðå-îáðàçîâàíèÿì ãðóïïû Hr. Òåì ñàìûì, ñîãëàñíî [6℄, ñäåëàííîå âûøå ïðåäïîëîæåíèå



ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ-Â�ÅÌÅÍÈ. . . 53îãðàíè÷èâàåò íàøå âíèìàíèå ëèøü èçó÷åíèåì òàêîé æèäêîñòè, â êîòîðîé îòñóò-ñòâóþò êðåàòèâíûå ïðîöåññû, è ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü íàøó æèäêîñòü êàê èäå-àëüíóþ. Èññëåäîâàíèå æèäêîñòåé, îáëàäàþùèõ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (ρ+3p) = 0è äîïóñêàþùèõ ïðîöåññû ðîæäåíèÿ ÷àñòèö, ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîâåñòè íàìè âïî-ñëåäñòâèè. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî èç ðàâåíñòâ (5) è (6) ñëåäóåò, ÷òî
LYρ = 0, LYp = 0, (20)òî åñòü ïëîòíîñòü ýíåðãèè ρ è ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå p æèäêîñòè ñîõðàíÿþòñÿâäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçî-ðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Fik ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû íà ýëåêòðè÷åñêóþ Ei èìàãíèòíóþ Hi ñîñòàâëÿþùèå:

Fik = UiEk − UkEi − ηiklmU
lHmèëè ýêâèâàëåíòíî

Ei = FikU
k, (21)

Hi = F̃ikU
k. (22)Ïîêàæåì, ÷òî âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ U i ∼ ξi âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòíîìó âåêòîðó:

Ei =
1√
−ξξ

· ∂i(Akξ
k), (23)ãäå Ak � 4-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåìñîõðàíåíèÿ 4-òîêà: J i

|i = (σU i)|i = 0. Âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ U i ∼ ξi ýòîóñëîâèå ëåãêî ïðèâåñòè ê âèäó
LYσ = 0, (24)÷òî îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ σ âäîëü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ æèä-êîñòè. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò óðàâíåíèÿ (18) ââèäó (20) äàåò LYEi = 0. Ñ äðóãîéñòîðîíû, èç óðàâíåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî LYEi = ψ ·Hi = 0. Îòñþäà èëè ψ = 0, èëè

Hi = 0; â îáîèõ ñëó÷àÿõ LYFik = 0. Çàìåòèì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: åñëè âûïîë-íåíî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, òî èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (2) ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêæåâûïîëíåíî è ðàâåíñòâî (24). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (24) ÿâëÿåòñÿíåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âûïîëíåíèÿ LYFik = 0. Ýòî óñëîâèå ýêâè-âàëåíòíî óñëîâèþ LYAi = 0. Ñâåðòêà ðàâåíñòâà Fik = ∂iAk − ∂kAi ñ âåêòîðîì U iëåãêî ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó �îðìóëîé (23) ðåçóëüòàòó.Óðàâíåíèå (18) â ñèëó ðàâåíñòâà (23) è óñëîâèÿ LYp = 0, ìîæåò áûòü çàïèñàíîâ âèäå:
(ρ+ p) · ∂iξ + ∂ip− µ · ∂iA = 0, (25)ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ξ ≡ ln

√

−ξkξk, A ≡ Akξ
k, µ ≡ σ/

√

−ξkξk.Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ρ, p è µ � äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, òî óñëîâèÿ èíòåãðèðóå-ìîñòè óðàâíåíèé (25) ïðèâîäÿò ê �óíêöèîíàëüíûì ñâÿçÿì p = p(ξ, A), ρ = ρ(ξ, A),
µ = µ(ξ, A). Äåéñòâèòåëüíî, äè��åðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (25) ïî xk è àëüòåð-íàöèÿ ðåçóëüòàòà ïî èíäåêñàì i è k äàþò:

∂[k(ρ+ p) · ∂i]ξ + ∂[iµ · ∂k]A = 0. (26)Ñâåðíåì (26) ñ dxi , âûðàçèì ∂iµ èç ñâåðòêè è ïîäñòàâèì åãî â (26). Ïîëó÷åííûéðåçóëüòàò ìîæåò áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå:
det





d(ρ+ p) dA dξ
∂i(ρ+ p) ∂iA ∂iξ
∂k(ρ+ p) ∂kA ∂kξ



 = 0.



54 �.À. ÄÀÈØÅÂ�àâåíñòâî íóëþ ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëèòåëÿ ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþÿêîáèàíà òðåõ �óíêöèé îò òðåõ ïåðåìåííûõ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòà-òî÷íûì óñëîâèåì �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (ρ+ p), A è ξ. �àññóæäàÿ àíàëî-ãè÷íî, èìååì, ÷òî µ = µ(A, ξ) , p = p(A, ξ), à ñëåäîâàòåëüíî, è ρ = ρ(A, ξ) .Äàëåå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ: A è ξ �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñè-ìû èëè A = A(ξ). �àññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé, è ïóñòü p 6= 0. Ïîäñòàíîâêà
p = p(ξ, A) â óðàâíåíèå (25) äàåò:

(ρ+ p+ p′ξ) · ∂iξ + (p′A − µ) · ∂iA = 0. (27)Âñëåäñòâèå �óíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè A è ξ ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòüâûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óäîâëåòâîðåíû ðàâåíñòâà (ρ + p + p′ξ) =
= (p′A − µ) = 0 èëè

ρ = −p− p′ξ, (28)

σ =
√

−ξξ · p′A. (29)Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ëåãêî ïðîâåðèòü �îðìóëó LX
τ

ξ = ατ + 1
2ϕτ . Ñâåðíåì(25) ñ êîìïîíåíòàìè ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà Xτ . Èñïîëüçóÿ (6) è ïîëó÷åííóþ âûøå�îðìóëó, èìååì

(

ατ +
1

2
ϕτ

)

ρ+

(

ατ − 1

2
ϕτ

)

p = µLX
τ

A. (30)

1◦. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð U i íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåíçîðàýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Eik è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (9) è (10).Äàëåå ìû âåçäå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ íå ðàâ-íà íóëþ: σ 6= 0, òîãäà ðàâåíñòâî (10) îçíà÷àåò, ÷òî ψα = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èçóðàâíåíèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî LX
τ

Ei = 0 . Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (23) ýòî ïîñëåäíååóñëîâèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:
LX

τ

A =

(

ατ +
1

2
ϕτ

)

A. (31)Ïóñòü (ατ + 1
2ϕτ ) 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç (30) è (31) ñëåäóåò, ÷òî p = 0;ýòó ñèòóàöèþ ìû ðàññìîòðèì ïîçæå). Ïîäñòàâëÿÿ (31) â (30), ïîëó÷èì óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîé çàðÿæåííîé æèäêîñòè:

ρ = kp+A
σ√
−ξξ

, (32)ãäå
k =

ϕτ − 2ατ

ϕτ + 2ατ

. (33)Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíò k (33) â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè íå ìîæåò çàâè-ñåòü îò èíäåêñà τ , òî ñðåäè âñåõ äîïóñêàåìûõ ãðóïï ñëåäóåò âûáðàòü òîëüêî òå,ó êîòîðûõ îòíîøåíèå ατ/ϕτ íå çàâèñèò îò èíäåêñà τ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ýòîãîèíäåêñà.Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ (32), èç óðàâíåíèé (28) è (29) ïîëó÷èì ÿâíûéâèä �óíêöèé p, ρ è σ :

p =
(

√

−ξξ
)−(k+1)

Φ

(

A√
−ξξ

)

, (34)
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ρ =

(

√

−ξξ
)−(k+1)

[

k Φ

(

A√
−ξξ

)

+
A√
−ξξ

Φ′

(

A√
−ξξ

) ]

, (35)

σ =
(

√

−ξξ
)−(k+1)

Φ′

(

A√
−ξξ

)

. (36)Çäåñü Φ
(

A/
√
−ξξ

) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ óêàçàííîãî â ñêîáêàõàðãóìåíòà, øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî àðãóìåíòó.Â àëüòåðíàòèâíîì ñëó÷àå, êðãäà A è ξ �óíêöèîíàëüíî ñâÿçàíû, òî åñòü A =
A(ξ), ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, èìååì, ÷òî p = p(ξ), ρ = ρ(ξ), σ = σ(ξ) . Ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå ýòè çàâèñèìîñòè, èç (5), (6), (9) è (31) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

ρ = ρ0 ·
(

√

−ξξ
)−(k+1)

, (37)

p = p0 ·
(

√

−ξξ
)−(k+1)

, (38)

σ = σ0 ·
(

√

−ξξ
)−(k+1)

, (39)

A = A0 ·
√

−ξξ, (40)ãäå ρ0, p0, σ0 è A0 � ïîñòîÿííûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
ρ0 = kp0 + σ0A0. (41)Åñëè ìû èìååì äåëî ñ çàðÿæåííîé ïûëüþ è ïîëàãàåì p = 0 , òî èç óðàâíåíèÿ(25) ñëåäóåò ρ = ρ(ξ) , A = A(ξ) , ÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóë (37)�(41)ïðè p0 = 0.

2◦. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîð U i ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåí-çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Eik. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé,êîãäà A è ξ �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Ñîãëàñíî [12℄ Fik = τik cosα + τ̃ik sinα ,ãäå τik � ïðîñòîé áèâåêòîð, à τ̃ij ≡ ηijklτ
kl � äóàëüíûé áèâåêòîð, óäîâëåòâîðÿþùèéóñëîâèþ τ̃ijU

j = 0. Èç ýòîé �îðìóëû ëåãêî ïîëó÷èòü: Ei = γHi , ãäå γ = −tgα .Â òåðìèíàõ âåêòîðîâ Ei è Hi óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (2) è (3) èìåþò âèä:
Ei

|i − U̇ iEi + 2ωiH
i = σ, (42)

Hi
|i − U̇ iHi − 2ωiH

i = 0, (43)

U j(Ei
|j − Ei

j|) + ηijklUkHl|j + ηijklU̇jUkHl = 0, (44)

U j(Hi
|j −Hi

j|) − ηijklUkEl|j − ηijklU̇jUkEl = 0, (45)ãäå ïðèíÿòû îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðà óñêîðåíèÿ U̇ i = U i
|jU

j è âåêòîðàâðàùåíèÿ ωi = 1
2η

ijklUjUk|l ëèíèé òîêà æèäêîñòè. Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (23) ïåð-âûå äâà ñëàãàåìûõ óðàâíåíèÿ (44), ñîäåðæàùèå Ei, ðàâíû íóëþ, äëÿ îñòàâøèõñÿèìååì
Hi|k −Hk|i + U̇kHi − U̇iHk = 0. (46)Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

U̇ i = ∂iξ. (47)



56 �.À. ÄÀÈØÅÂÑ ïîìîùüþ (47) óðàâíåíèå (46) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå: ∂k(
√
−ξξHi)−

−∂i(
√
−ξξHk) = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (

√
−ξξHi) � ãðàäèåíòíûé âåêòîð. Ñëå-äîâàòåëüíî, ìîæåì çàïèñàòü

Hi =
1√
−ξξ

∂ih, (48)ãäå h � ñêàëÿð. Â ñèëó (23) è (48) óðàâíåíèÿ (44) è (45) âûïîëíåíû òîæäåñòâåííî.Èç (23) è (48) ñëåäóåò, ÷òî ∂ih = γ∂iA. Äè��åðåíöèðîâàíèå ýòîãî âûðàæåíèÿïî xk è àëüòåðíèðîâàíèå ðåçóëüòàòà ïî èíäåêñàì i è k äàþò ∂iγ · ∂kA = ∂kγ · ∂iA.Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî γ = γ(A) , è, ñëåäîâàòåëüíî, α = α(A); ýòî äàåò âîç-ìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ñêàëÿð h â òåðìèíàõ A : h(A) = −
∫

tgα(A) dA. Èñïîëüçóÿ(8), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî LX
τ

Ei = ψτHi. Ïîäñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå Ei èç ðàâåí-ñòâà (23), à çàòåì âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ Ëè îò ðåçóëüòàòà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåêîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ Ei è Hi, ïîëó÷èì: ∂i(LX
τ

A) = (ατ + 1
2ϕτ + λψτ )∂iA.Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ψτ = ψτ (A). Ïîñêîëü-êó LX

τ

α = ψτ , òî LX
τ

A = ψτ/α
′
A. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (30) èîáîçíà÷àÿ ψτ/[α

′
A(ϕτ + 2ατ )] ≡ f(A) , ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè âèññëåäóåìîì ñëó÷àå:

ρ = kp+ f(A)
σ√
−ξξ

. (49)Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ(17) è (18):
p =

(

√

−ξξ
)−(k+1)

Φ

(

F (A)√
−ξξ

)

, (50)

ρ =
(

√

−ξξ
)−(k+1)

[

k Φ

(

F (A)√
−ξξ

)

+
F (A)√
−ξξ

Φ′

(

F (A)√
−ξξ

) ]

, (51)

σ =
(

√

−ξξ
)−(k+1)

Φ′

(

F (A)√
−ξξ

)

F ′
A(A), (52)ãäå

F (A) ≡ exp

(
∫

dA

f(A)

)

. (53)Åñëè A è ξ �óíêöèîíàëüíî çàâèñèìû, òî åñòü åñëè A = A(ξ), òî ðàññóæäåíèÿ,àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì âûøå, ïîêàçûâàþò, ÷òî
ρ = ρ0 ·

(

√

−ξξ
)−(k+1)

, (54)

p = p0 ·
(

√

−ξξ
)−(k+1)

, (55)

σ =
σ0

A′
ξ

·
(

√

−ξξ
)−(k+1)

, (56)

cosα = A′
ξ exp (−ξ). (57)Ïîñòîÿííûå ρ0, p0 è σ0 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óñëîâèåì

ρ0 = kp0 + σ0. (58)Çäåñü, êàê è ïðåæäå, k = (ϕτ − 2ατ )/(ϕτ + 2ατ ) . Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, èçâñåõ äîïóñêàåìûõ ãðóïï ìû äîëæíû âûáðàòü ëèøü òå, ó êîòîðûõ îòíîøåíèå ατ/ϕτíå çàâèñèò îò èíäåêñà τ.



ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ-Â�ÅÌÅÍÈ. . . 57Â ñëó÷àå íåçàðÿæåííîé æèäêîñòè, êîãäà σ = 0 è Ai = 0, äëÿ æèäêîñòè âû-ïîëíåíî áàðîòðîïíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ρ = kp, ãäå ρ è p èìåþò âèä (37) è(38). Ñóùåñòâóåò èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå ýòèõ �îðìóë. �àññìîòðèì ðàâíîâåñíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ãàçà ÷àñòèö (íàïðèìåð, ãàçà �îòîíîâ) ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ρ = 3p .Ñîãëàñíî êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ïðîñòîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà, ðàâíîâåñíàÿ òåì-ïåðàòóðà ãàçà ðàâíà T = 1/
√

−ξkξk. Ïðè ïîäñòàíîâêå k = 3 è ýòîãî âûðàæåíèÿâ ðàâåíñòâî (37), ïîëó÷èì p = p0T
4 � õîðîøî èçâåñòíóþ �îðìóëó Ñòå�àíà äëÿäàâëåíèÿ ÷åðíîòåëüíîãî èçëó÷åíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíàÒåîðåìà 1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ V4 ñ èäåàëüíîé çàðÿæåííîé æèäêî-ñòüþ êàê èñòî÷íèêîì äîïóñêàåò ãðóïïó ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Hr,ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå çàðÿæåííîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèèâðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðà Y àëãåáðû Ëè ãðóïïû Hr, (ρ+ 3p) 6= 0, òî:1. âåêòîð Y ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì èçîìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ;2. ýòîò âåêòîð Y ïîðîæäàåò âðåìåíèïîäîáíûé èäåàë àëãåáðû Ëè ãðóïïû Hr;3. åñëè âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåí-çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî ïðè óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíû

A ≡ Akξ
k è ξ ≡ ln

√
−ξξ �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, äàâëåíèå p , ïëîòíîñòüýíåðãèè ρ æèäêîñòè è ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ σ óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (32) è âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ A è ξ �îðìóëàìè (34)�(36). Â ñëó÷àå æå, åñëè A = A(ξ), âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (37)�(41);4. åñëè âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òåíçîðàýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîë-ëèíåàðåí âåêòîðó ìàãíèòíîãî ïîëÿ; äàâëåíèå p , ïëîòíîñòü ýíåðãèè ρ æèäêîñòèè ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ σ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ (49)è âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ A è ξ ñîãëàñíî �îðìóëàì (50)�(53) ïðè óñëîâèè, ÷òî

A è ξ �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû. Â ñëó÷àå æå, åñëè A = A(ξ), òî âûïîëíåíûðàâåíñòâà (54)�(58).2. Âðåìåíèïîäîáíûå èäåàëû àëãåáðû Ëè ãðóïïû HrÑîãëàñíî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå, âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð Y ïîðîæ-äàåò èäåàë àëãåáðû Ëè ãðóïïû Hr ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîñêîëüêóíå êàæäàÿ ãðóïïà îáëàäàåò àëãåáðîé Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûì èäåàëîì, äàëüíåé-øàÿ íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ñðåäè âñåõ ïðîñòðàíñòâ-âðåìåí V4 ñãðóïïàìè ãîìîòåòè÷åñêèõ äâèæåíèé âûáðàòü òàêèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà, êîòî-ðûå áû äîïóñêàëè ãðóïïó ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Â ýòîé ñâÿçè âîñïîëüçóåìñÿðåçóëüòàòîì, îáùèì äëÿ âñåõ ãðóïï êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [13℄, ÷òî ãðóïïà
Gr êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçìåðíîñòè r ≤ 5, äîïóñêàåìàÿ íåêîí�îðìíî-ïëîñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè-âðåìåíàìè V4, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé èçîìåòðè÷åñêèõ äâè-æåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ-âðåìåíàõ V̂4, êîí�îðìíûõ ê V4 :

dS2 = e2λdŜ2. (59)�ðóïïà êîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äåéñòâóþùàÿ â êîí�îðìíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè êàê ãðóïïà èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé, íàçûâàåòñÿ ¾òðèâèàëüíîé êîí-�îðìíîé ãðóïïîé¿. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü òðèâèàëüíûåêîí�îðìíûå ãðóïïû, ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé [13℄ êëàññè�èêàöèåéïðîñòðàíñòâ-âðåìåí ïî ãðóïïàì èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé Gr.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé � ýòîãðóïïà G4V ñ ïîäãðóïïîé G3, äåéñòâóþùåé òðàíçèòèâíî íà V3 . Êîììóòàöèîííûå



58 �.À. ÄÀÈØÅÂñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû è å¼ áàçèñ èìåþò âèä
[X1X2] = 0, [X2X3] = X2, [X3X1] = −X1,

[X1X4] = X2, [X2X4] = −X1, [X3X4] = 0.
(60)

X1 = ∂2, X2 = ∂3, X3 = x3∂2 − ∂1 + x3∂3, X4 = x2∂3 − x3∂2. (61)Íàøà öåëü � íàéòè aσ è ατ , èñïîëüçóÿ óñëîâèå (16). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ (16) èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿóñëîâèå det(Cσ
τβ − ατ δ

σ
τ ) = 0 ïðè êàæäîì σ = 1, 2, 3, 4. Èç ðàâåíñòâà íóëþ ýòèõäåòåðìèíàíòîâ íàéäåì ατ . Ïðè êàæäîì σ, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ aβ(Cσ

τβ − ατ δ
σ
τ ) = 0,íàéäåì aβ : α1 = α2 = 0, α3 = −1, α4 = 1, è a1 = −a2 = 1, a3 = a4 = 0. Ýëå-ìåíòîì èäåàëà àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð Y = X1 − X2 = ∂2 − ∂3 , à êîìïîíåíòûâåêòîðà ξi = (0, 1,−1, 0) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà Êèëëèíãà, êîëëèíåàð-íîãî âåêòîðó U i. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîì ãðóïïà äåéñòâóåò êàêãðóïïà èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé, èìååò âèä

dŜ2 = a11(dx
1)2 + a22e

2x1

[(dx2)2 + (dx3)2] + e4(dx
4)2, (62)ãäå aij = aij(x

4), e4 = 1, èëè −1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðåáîâàíèå (ξξ) = a22e
2x1

<
< 0 íàðóøàåò ñèãíàòóðó ìåòðèêè, à ïåðåõîä ê êîí�îðìíîé ìåòðèêå, î÷åâèäíî, íåìåíÿåò ñèòóàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èññëåäóåìàÿ èäåàëüíàÿ çàðÿæåííàÿ æèäêîñòüíå ìîæåò ñëóæèòü èñòî÷íèêîì òàêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.Äðóãîé ïðèìåð � ãðóïïà G4V I2 ñ ïîäãðóïïîé G3, äåéñòâóþùåé òðàíçèòèâíîíà V3. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû Ëè òàêîâû:

[X1X2] = 0, [X2X3] = 0, [X3X1] = 0,

[X1X4] = X2, [X2X4] = −X1, [X3X4] = 0.
(63)Áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû èìåþò âèä

X1 = ∂2, X2 = ∂3, X3 = −∂1, X4 = x2∂3 − x3∂2, Y = X3 = −∂1. (64)Èññëåäîâàíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî êîìïîíåíòû âåê-òîðà ξi = (0, 0, 0,−1) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà Êèëëèíãà, êîëëèíåàð-íîãî âåêòîðó ñêîðîñòè U i. Ìåòðèêà, êîí�îðìíî-ñîîòâåòñòâóþùàÿ èññëåäóåìîìóïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè, èìååò âèä
dŜ2 = a11(dx

1)2 + a22[(dx
2)2 + (dx3)2] + e4(dx

4)2, (65)ãäå aij = aij(x
4), e4 = 1 èëè −1. Óñëîâèå (ξξ) < 0 ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ a11 < 0,à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x1 � âðåìåíèïîäîáíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ýòà ìåòðèêà îïèñûâàåòêëàññ õîðîøî èçâåñòíûõ ïðîñòðàíñòâ-âðåìåí ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé.Òàêîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü âñå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà, äîïóñêà-þùèå ãðóïïû èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé, àëãåáðû Ëè êîòîðûõ èìåþò èäåàë ñâðåìåíèïîäîáíûìè ýëåìåíòàìè. Äàëåå, ïåðåéäåì ê êîí�îðìíî-ñîîòâåòñòâóþùèìïðîñòðàíñòâàì-âðåìåíàì, ãäå äàííàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò êàê ãðóïïà ãîìîòåòè÷åñêèõïðåîáðàçîâàíèé, è âîñïîëüçóåìñÿ ïðè ýòîì òåîðåìîé Êíåáåëüìàíà [14℄ î òîì, ÷òîëþáàÿ ãðóïïà ãîìîòåòè÷åñêèõ äâèæåíèé Hr ñîäåðæèò ïîäãðóïïó Gr−1 èçî-ìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé. (Âåêòîð Êèëëèíãà, âðåìåíèïîäîáíûé â V̂4 , áóäåò òàêæåâðåìåíèïîäîáíûì è â V4 .)



ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ-Â�ÅÌÅÍÈ. . . 59�ðóïïà H1. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð àëãåáðû, â íàïðàâ-ëåíèè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå æèäêîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òîýòîò âåêòîð äîëæåí áûòü âåêòîðîì àëãåáðû Ëè, ñîîòâåòñòâóþùèì èçîìåòðè÷åñêî-ìó ïðåîáðàçîâàíèþ ãðóïïû (âåêòîðîì èçîìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ).�ðóïïû H2. Ñóùåñòâóåò äâå âîçìîæíîñòè: ãðóïïà H2I ñ êîììóòàöèîííûì ñî-îòíîøåíèåì [X1X2] = 0 (íà ñàìîì äåëå, êîíå÷íî, êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåìå¼ àëãåáðû Ëè) è ãðóïïà H2II ñ êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì [X1X2] = X1.�ðóïïà H2I : [X1X2] = 0. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðà Ëè � àáåëåâà, è áåç ïîòåðèîáùíîñòè ýëåìåíòîì èäåàëà àëãåáðû Ëè ìîæíî âûáðàòü âåêòîð Y = X1 = ∂1, à
X2 = ∂2 � âåêòîðîì àëãåáðû Ëè, îòâå÷àþùèì ïðåîáðàçîâàíèþ ãîìîòåòèè ãðóï-ïû H2I (âåêòîðîì ãîìîòåòèè). Ïóñòü ĝik � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðàïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîí�îðìíîãî äàííîìó è äîïóñêàþùåãî H2I êàê ãðóïïóèçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé: gik = e2λĝik. Õîðîøî èçâåñòíî [13℄, ÷òî ñêàëÿðû ϕτè âåëè÷èíà λ �îðìóëû (59) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

LX
τ

λ =
1

2
ϕτ . (66)Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ãðóïïû H2I äàåò λ = 1

2 (ϕ2x
2+

+C(x3, x4)). Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik èìåþò âèä
gik = e(ϕ2 x2+C(x3, x4))

(

gαβ(x3, x4) 0
0 e4

)

,ãäå α, β = 1, 2, 3; e4 = +1 èëè −1 . Âèä ìàòðèöû òåíçîðà ĝik ïðèâåäåí â [13℄.Ïîñêîëüêó ατ = 0 , òî k = 1. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè ρ = p + f(A)×
×(σ/

√
−ξξ).Àíàëîãè÷íîå èññëåäîâàíèå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.�ðóïïà H2II : [X1X2] = X1. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì Y = X1 = ∂1, α1 = 0,

α2 = −1, X2 = x1∂1 + ∂2 � ãîìîòåòè÷åñêèé âåêòîð, λ = 1
2 (ϕ2 x2 + C(x3, x4)).Æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ k = (ϕ2 + 2)/(ϕ2 − 2).�ðóïïû H3. Ñëåäóþùèå ãðóïïû èìåþò àëãåáðû Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûìè èäåà-ëàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî äîïóñêàþòñÿ òîëüêî ãðóïïû H3 , äåéñòâóþùèå íà òðåõìåðíûõïîâåðõíîñòÿõ V3 òðàíçèòèâíî.�ðóïïà H3I. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ � [XαXβ ] = 0, (α, β = 1, 2, 3),

Y = ai
Xi, ατ = 0, (τ = 1, 2, 3) . Áåç ïîòåðè îáùíîñòè âåêòîð Y = a1

X1 +a2
X2 äëÿâñåõ a1, a2 ìîæåò áûòü âûáðàí â êà÷åñòâå ýëåìåíòà èäåàëà àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóï-ïû, à X3 � êàê âåêòîð ãîìîòåòèè. Òîãäà λ = 1

2ϕ3x
3. Æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ ñ k = 1.�ðóïïà H3II : [X1X2] = 0, [X2X3] = X1, [X3X1] = 0, Y = X1, ατ = 0, (τ =

= 1, 2, 3). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè âåêòîð X3 ìîæåò áûòü âûáðàí êàê âåêòîð ãîìîòå-òèè, òîãäà λ = − 1
2ϕ3x

3. Æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ k = 1.�ðóïïà H3III : [X1X2] = 0, [X2X3] = 0, [X3X1] = −X1. Ñóùåñòâóåò äâå âîç-ìîæíîñòè.
1◦ . (X1;X2) � âåêòîðû èçîìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, à X3 � âåêòîð ãîìîòåòèè;

λ = − 1
2ϕ3x

3. Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ïîäñëó÷àÿ:a) Åñëè Y = X1, òî α1 = α2 = 0, α3 = −1 è æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ ñ k = (ϕ3 + 2)/(ϕ3 − 2).
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2◦ . (X1;X3) � âåêòîðû èçîìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, X2 � âåêòîð ãîìîòåòèè;

λ = 1
2ϕ2x

2; Y = X1, α2 = 0. Ïîñêîëüêó ϕ2 6= 0, æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ ñ k = 1.�ðóïïà H3IV : [X1X2] = 0, [X2X3] = X1 + X2, [X3X1] = −X1. (X1;X2) �âåêòîðû èçîìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, à X3 � âåêòîð ãîìîòåòèè; λ = − 1
2ϕ3x

3,
Y = X1, α1 = α2 = 0, α3 = −1. Æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ
k = (ϕ3 + 2)/(ϕ3 − 2).�ðóïïà H3V : [X1X2] = 0, [X2X3] = X2, [X3X1] = −X1. (X1;X2) � âåêòîðûèçîìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, X3 � âåêòîð ãîìîòåòèè; λ = − 1

2ϕ3x
3; Y = a1

X1+a2
X2äëÿ âñåõ a1, a2, α1 = α2 = 0, α3 = −1 . Æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ

k = (ϕ3 + 2)/(ϕ3 − 2).�ðóïïà H3V I : [X1X2] = 0, [X2X3] = qX2, [X3X1] = −X1. (X1;X2) � âåêòîðûèçîìåòðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, X3 � âåêòîð ãîìîòåòèè; λ = − 1
2ϕ3x

3. Ñóùåñòâóåò äâåâîçìîæíîñòè:
1◦ . Y = X1, α1 = α2 = 0, α3 = −1. Æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ

k = (ϕ3 + 2)/(ϕ3 − 2).
2◦ . Y = X2, α1 = α2 = 0, α3 = −q, q 6= 0; 1. Æèäêîñòü èìååò óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ ñ k = (ϕ3 + 2q)/(ϕ3 − 2q).Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè V4 èìååò âèä gik =

= e−ϕ3x3

ĝik, ãäå ĝik � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè V̂4 ,äîïóñêàþùåãî ãðóïïó H3V I êàê ãðóïïó èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ýòà ãðóïïàäåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ V3 .Âñå äðóãèå ãðóïïû, íå óïîìÿíóòûå âûøå, òàêèå, êàê H3V II � H3IX , ê ïðèìå-ðó, ðàâíî êàê è ãðóïïû, äåéñòâóþùèå íà äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðàíçèòèâíîñòè
V2 èëè íà äâóìåðíûõ èçîòðîïíûõ ïîâåðõíîñòÿõ V̂2 , è ò. ä., èëè îáëàäàþò àëãåáðîéËè áåç èäåàëà, èëè òðåáîâàíèå âðåìåíèïîäîáíîñòè âåêòîðà àëãåáðû Ëè, ïîðîæäà-þùåãî èäåàë, íàðóøàåò ñèãíàòóðó ìåòðèêè.�ðóïïû H4.A. �ðóïïû H4 , äåéñòâóþùèå íåòðàíçèòèâíî.Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ãðóïïû H4, îáëàäàþùèåàëãåáðàìè Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûì èäåàëîì, ìîãóò áûòü òîëüêî ãðóïïàìè èçîìåò-ðè÷åñêèõ äâèæåíèé.B. �ðóïïû H4 , äåéñòâóþùèå òðàíçèòèâíî íà V4 .Âñå ýòè ãðóïïû èìåþò àëãåáðû Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûì èäåàëîì. Ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà, äîïóñêàþùèå òàêèå ãðóïïû, ïîëíîñòüþ èçó÷åíû íàìè â ñòàòüå [11℄, ãäåíàéäåíû âñå âîçìîæíûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèéÝéíøòåéíà-Ìàêñâåëëà ñ çàðÿæåííîé æèäêîñòüþ â ïðàâîé ÷àñòè.3. Äèíàìèêà çàðÿæåííîé æèäêîñòè è åå óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ-âðåìåíàõ, äîïóñêàþùèõ ãðóïïûèçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé�àññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà, äîïóñêàþùèå ãðóïïû èçîìåòðè÷åñêèõ äâè-æåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (4) ñëåäóåò ïîëîæèòü ϕα = 0, ïîñëå ÷åãî óðàâ-
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LX

α

ρ = LX
α

p = 0, (67)

LX
α

Ui = 0, (68)

LX
α

Fik = ψαF̂ik, (69)íî çäåñü óæå íåò íèêàêèõ óñëîâèé íà ñêàëÿðû ψα. Ìû ñîõðàíèì äàëåå íàøå ïðåäïî-ëîæåíèå (12) îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñêîðîñòè U i . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (16)íàëè÷èÿ èäåàëà â àëãåáðå Ëè, ðàâíî êàê è óñëîâèå ãðàäèåíòíîñòè (23) è (48) âåêòî-ðîâ Ei è Hi îñòàíóòñÿ òàêèìè æå, êàê è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ-âðåìåí ñ ãðóïïàìèãîìîòåòè÷åñêèõ äâèæåíèé. Òàêæå ñîõðàíÿòñÿ óðàâíåíèÿ (25) è (26), �óíêöèîíàëü-íûå çàâèñèìîñòè p = p(ξ, A), ρ = ρ(ξ, A), µ = µ(ξ, A), è, êàê ñëåäñòâèå, áóäóòâûïîëíåíû ðàâåíñòâà (28), (29). Èìåÿ â âèäó òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî (ρ + p) è
µ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè ξ è A , óðàâíåíèå (26) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
[(ρ + p)′A + µ′

ξ] · (∂iξ∂kA − ∂kξ∂iA) = 0, øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïîóêàçàííîìó àðãóìåíòó. Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ:
(ρ+ p)′A + µ′

ξ = 0. (70)

∂iξ ∂kA− ∂kξ ∂iA = 0. (71)Ïóñòü âûïîëíåíî óðàâíåíèå (70). Ïîñêîëüêó LX
τ

(ρ+ p) = 0, ïîëó÷èì:
(ρ+ p)′ξ · LX

τ

ξ + (ρ+ p)′A · LX
τ

A = 0. (72)Ñâåðíåì óðàâíåíèå (25) ñ âåêòîðîì Xτ . Âñëåäñòâèå (67) ýòà ñâåðòêà ïðèâîäèòñÿ êâèäó:
(ρ+ p) · LX

τ

ξ − µ · LX
τ

A = 0. (73)�àññìàòðèâàÿ (72) è (73) êàê îäíîðîäíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîîòíîøåíèþ ê LX
τ

ξ è LX
τ

A, âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè: èëè äåòåðìè-íàíò ýòîé ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, èëè ýòè âåëè÷èíû ïî îòäåëüíîñòè ðàíû íóëþ, òîåñòü èëè
(ρ+ p)′ξ · µ+ (ρ+ p)′A · (ρ+ p) = 0, (74)èëè

LX
τ

ξ = 0, LX
τ

A = 0. (75)Ïóñòü âûïîëíåíî óðàâíåíèå (74). Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (70) ýòî óðàâíåíèå ìîæåòáûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî. Ïîëó÷èì
σ =

√

−ξξ · f(A) · (ρ+ p), (76)ãäå f(A) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò A . Èñïîëüçóÿ ïîëó÷èâøååñÿ ðåøåíèå (76),óðàâíåíèå (73) ïåðåïèøåì â âèäå
LX

τ

ξ = f(A) · LX
τ

A, (77)à óðàâíåíèå (72) ñ ïîìîùüþ (77) � â âèäå (ρ + p)′ξ · f(A) + (ρ + p)′A = 0. �åøåíèåýòîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òàêîâî:
(ρ+ p) = Φ′

(

F (A)√
−ξξ

)

, (78)
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F (A) ≡ e(

∫

f(A) dA),øòðèõ îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî àðãóìåíòó. Ñ ïîìîùüþ (78) óðàâíåíèå (25)ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî:
p = −Φ

(

F (A)√
−ξξ

)

. (79)Èñïîëüçóÿ (78) è (76), ïîëó÷èì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ρ è σ :
ρ = Φ

(

F (A)√
−ξξ

)

+ Φ′

(

F (A)√
−ξξ

)

, (80)

σ =

√
−ξξ

F (A)
· Φ′

(

F (A)√
−ξξ

)

· F ′
A(A), (81)Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (75). Ïåðâîå èç íèõ îçíà÷àåò, ÷òî ατ = 0, èêàê ñëåäñòâèå óñëîâèÿ (16) ïîëó÷èì [XτY] = 0. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð

Y ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì öåíòðà àëãåáðû Ëè ãðóïïû Gr . Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (25)ïîêàçûâàåò òîëüêî, ÷òî p = p(ξ, A), ρ = ρ(ξ, A), σ = σ(ξ, A) .�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî óðàâíåíèå (71). Ýòî ðàâåíñòâîîçíà÷àåò, ÷òî âñå ÿêîáèàíû äâóõ �óíêöèé îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ,÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè
A è ξ : A = A(ξ), è, ñëåäîâàòåëüíî, p = p(ξ), ρ = ρ(ξ). Âñëåäñòâèå óñëîâèé (67)èìååì: ρ′ξ ·LX

τ

ξ = 0 è p′ξ ·LX
τ

ξ = 0. Åñëè ρ′ξ 6= 0 è p′ξ 6= 0 , òî LX
τ

ξ = 0 � óñëîâèå òîãî,÷òî âåêòîð Y ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì öåíòðà àëãåáðû Ëè ãðóïïû Gr . Óðàâíåíèå (25)ïîêàçûâàåò òîëüêî, ÷òî ρ = ρ(ξ), p = p(ξ) . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî � ÷àñòíûé ñëó÷àéñèòóàöèè, ðàññìîòðåííîé íàìè âûøå. Åñëè ρ = const, p = const, òî óðàâíåíèå (26)äàåò òîëüêî, ÷òî A = A(ξ) .Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíàÒåîðåìà 2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ V4 ñ èäåàëüíîé çàðÿæåííîé æèäêî-ñòüþ êàê èñòî÷íèêîì äîïóñêàåò ãðóïïó èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Gr , àìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå çàðÿæåííîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèèâðåìåíèïîäîáíîãî âåêòîðà Êèëëèíãà Y àëãåáðû Ëè ýòîé ãðóïïû, òî:1. âåêòîð Y ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì àëãåáðû Ëè ãðóïïû Gr, ïîðîæäàþùèì âðå-ìåíèïîäîáíûé èäåàë ýòîé àëãåáðû, äàâëåíèå p, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ρ æèäêîñòèè ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ σ ñâÿçàíû óñëîâèåì (76) è âûðàæàþòñÿ âòåðìèíàõ A è ξ ñîãëàñíî �îðìóëàì (79), (80) è (81);2. â ñëó÷àå, åñëè âåêòîð Y ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì öåíòðà àëãåáðû Ëè ãðóïïû
Gr, òî äàâëåíèå p , ïëîòíîñòü ýíåðãèè ρ æèäêîñòè è ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõçàðÿäîâ σ óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî óñëîâèÿì p = p(ξ, A), ρ = ρ(ξ, A), σ = σ(ξ, A) .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî áîëåå æåñòêîå îãðàíè÷åíèå íà äîïóñêàåìóþ ãðóïïó � íàëè÷èåâðåìåíèïîäîáíîãî öåíòðà � ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíî áîëåå ìÿãêèì óñëîâèÿì íàóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè.Äëÿ òîãî ÷òîáû çàâåðøèòü èññëåäîâàíèå, ìû äîëæíû ïðèâåñòè ñïèñîê ïðîñò-ðàíñòâ-âðåìåí, äîïóñêàþùèõ ãðóïïû èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, îáëàäàþ-ùèõ àëãåáðîé Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûì èäåàëîì. Ïîñêîëüêó ñïèñîê äîïóñêàåìûõãðóïï ãîìîòåòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé Hr äëÿ ðàçìåðíîñòåé r ≤ 3 ñîâïàäàåò (ñòåìè ëèøü íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè, êîòîðûå êàñàþòñÿ òîëüêî âûäåëåíèÿ âåê-òîðà ãîìîòåòèè) ñî ñïèñêîì ãðóïï Gr èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé, äîñòàòî÷íî ê



ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀ-Â�ÅÌÅÍÈ. . . 63âûøåóïîìÿíóòîìó ñïèñêó äîáàâèòü ñïèñîê ãðóïï èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé âûñ-øåé ïîäâèæíîñòè.�ðóïïû G4. Ñëåäóþùèå ãðóïïû èìåþò èíòåðåñóþùèå íàñ àëãåáðû Ëè:A. �ðóïïû G4 , äåéñòâóþùèå íà òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ òðàíçèòèâíîñòè. Àë-ãåáðîé Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûì âåêòîðîì èäåàëà îáëàäàþò ñëåäóþùèå ãðóïïû:�ðóïïà G4III : [X1X2] = 0, [X2X3] = X1, [X3X1] = 0, [X1X4] = 0, [X2X4] =
= X3, [X3X4] = −X2. Y = X1 = ∂2, ατ = 0, (τ = 1, 2, 3, 4).�ðóïïà G4V I2 : [X1X2] = 0, [X2X3] = 0, [X3X1] = 0, [X1X4] = X2, [X2X4] =
= −X1, [X3X4] = 0, Y = X3 = −∂1, ατ = 0, (τ = 1, 2, 3, 4).�ðóïïà G4V III : [X1X2] = X3, [X2X3] = X1, [X3X1] = X2, [X1X4] = 0,
[X2X4] = 0, [X3X4] = 0, Y = X4 = ∂3, ατ = 0, (τ = 1, 2, 3, 4).B. Ïîäãðóïïà G3 ãðóïïû G4 äåéñòâóåò íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè òðàíçèòèâíî-ñòè. Òîëüêî äâå ãðóïïû èìåþò àëãåáðû Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûìè âåêòîðàìè, ïîðîæ-äàþùèìè èäåàë ýòîé àëãåáðû. Ýòî ãðóïïà G4V II è ãðóïïà G4V III. Ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà, äîïóñêàþùèå ýòè ãðóïïû, � ýòî õîðîøî èçâåñòíûå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíàñî ñ�åðè÷åñêîé è ïñåâäîñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèÿìè. Ìåòðèêè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ-âðåìåí òàêîâû:

dS2 = a11[(dx
1)2 + cos2 x1(dx2)2] + a33(dx

3)2 + e4(dx
4)4, (77)

X1 = ∂2, X2 = cosx2 ∂1 + sinx2 tg x1 ∂2, X3 = −∂2X2, Y = X4 = ∂3. (78)

dS2 = a11[(dx
1)2 + ch2x1(dx2)2] + a33(dx

3)2 + e4(dx
4)4, (79)

X1 = ∂2, X2 = chx2 ∂1 − shx2 thx1 ∂2, X3 = ∂2X2, Y = X4 = ∂3. (80)Â îáîèõ ñëó÷àÿõ aij = aij(x
4), à óñëîâèå (ξξ) < 0 ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ a33 < 0,÷òî îçíà÷àåò, ÷òî x3 � åñòü âðåìåíèïîäîáíàÿ ïåðåìåííàÿ.C. �ðóïïû G4 òðàíçèòèâíî äåéñòâóþò íà V4 . Âñå ýòè ãðóïïû îáëàäàþò àë-ãåáðàìè Ëè ñ âðåìåíèïîäîáíûìè èäåàëàìè. Ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíà, äîïóñêàþùèåòàêèå ãðóïïû áûëè ïîëíîñòüþ èçó÷åíû íàìè â ðàáîòå [15℄.SummaryR.A. Daishev. The spae-times symmetries and equilibrium distributions of the harged�uids. The equations of the state.Spae-times V4 , admittings a groups of homotheti motions Hr with harged �uid as itssoure are disussed. It is assumed that the vetor of marosopi veloity of the �uid is ollinearto the time-like vetor Y = ξi∂i of the group's Lie algebra. We prove that if (ρ + p) 6= 0, thevetor Y is the vetor of the Lie algebra, orresponding to isometri transformations of thegroup Hr and giving rise to time-like ideal of the Lie algebra of the group Hr . All spae-times

V4, admitting a groups of homotheti transformations with indiated properties, are seleted.Equations (T ik + Eik)|k = 0 are integrated entirely, and all possible equations of state ofinvestigated �uid are presented. It is founded that equation of state of the �uid pratiallyuniquely �xed by the spae-time's symmetry and pressure, energy density as well as eletrialharges expressed solely through ��eld� quantities: Akξk and ξkξk, where Ak is the 4-potentialof an eletromagneti �eld.
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