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Аннотация

В известном списке восьми трехмерных геометрий Тёрстона находится геометрия мно-
гообразия Sol – группы Ли вещественных матриц специального вида. На многообразии
Sol имеется левоинвариантная риманова метрика, для которой группа левых сдвигов
является максимальной просто-транзитивной группой изометрии. В настоящей работе
найдены все левоинвариантные дифференциальные 1-формы и доказано, что на ориен-
тированном многообразии Sol существует единственная левоинвариантная дифференци-
альная 1-форма, которая вместе с левоинвариантной римановой метрикой определяют на
Sol контактную метрическую структуру. Найдены все левоинвариантные контактные мет-
рические связности, среди которых выделены плоские связности. Вполне неголономное
контактное распределение вместе с ограничением римановой метрики на это распреде-
ление определяют на многообразии Sol субриманову структуру, а ортогональная про-
екция связности Леви-Чивита является усеченной связностью. Используя неголономное
поле ортонормированных реперов, адаптированных к контактной метрической структуре,
найдены параметрические уравнения геодезических усеченной связности, то есть уравне-
ния субримановых геодезических. Установлено, что эти геодезические являются частью
геодезических плоской контактной метрической связности.
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метрическая связность, субримановы геодезические

Введение

Исследуя проблему геометризации трехмерных многообразий, известный аме-
риканский математик Уильям Тёрстон доказал, что существует лишь восемь трех-
мерных геометрий, подразумевая под геометрией, следуя Клейну, пару (M, G) ,
где M – гладкое односвязное трехмерное многообразие, G – максимальная группа
диффеоморфизмов с компактным стабилизатором, транзитивно действующая
на M . Кроме того, требуется существование подгруппы H группы G , действу-
ющей на M как группа накрытия, такой, что фактормногообразие M/G по этому
действию компактно [1, 2]. Указанные требования обеспечивают существование
на M полной римановой метрики, для которой группа G является максимальной
группой изометрий.

В списке восьми геометрий Тёрстона находится геометрия многообразия Sol –
группы Ли вещественных матриц специального вида. На многообразии Sol име-
ется левоинвариантная риманова метрика g , для которой группа левых сдвигов
является максимальной просто-транзитивной группой изометрий.

В настоящей работе мы доказываем, что на ориентированном многообразии
Sol имеется единственная левоинвариантная дифференциальная 1-форма η , кото-
рая вместе с метрикой g определяют на Sol контактную метрическую структуру
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(η, ξ, Φ, g) [3] (см. также [4, 5]). Найдены все левоинвариантные контактные мет-
рические связности, то есть левоинвариантные линейные связности с кручением,
относительно которых контактная форма η и метрический тензор g ковариантно
постоянны [6]. Из трехпараметрического семейства таких связностей выделено од-
нопараметрическое семейство плоских связностей.

Вполне неголономное контактное распределение ker η вместе с ограничением
метрики g на это распределение задают на Sol субриманову структуру [7, 8].
Ортогональная проекция связности Леви-Чивита метрики g на ker η определяет
усеченную связность [9, 10]. В неголономной механике считается, что механиче-
ская система с неголономным распределением на конфигурационном пространстве
движется по траектории, которая, вообще говоря, не является решением вариаци-
онной задачи на минимум. Известно [9], что траектории движения такой системы с
квадратичным лагранжианом являются геодезическими усеченной связности – суб-
римановыми геодезическими. В работе найдены параметрические уравнения суб-
римановых геодезических и установлено, что они являются частью геодезических
плоской контактной метрической связности.

1. Контактная метрическая структура

Многообразие Sol – это связная односвязная трехмерная группа Ли всех матриц
вида 


e−z 0 x
0 ez y
0 0 1


 , (1)

где определяющие элементы x, y, z – вещественные числа: (x, y, z) ∈ R3 , R – поле
действительных чисел. Умножая слева матрицу (1) на такую же матрицу с опреде-
ляющими элементами c1, c2, c3 , заключаем, что левые сдвиги на Sol определяются
формулами

x̄ = e−c3x + c1, ȳ = ec3y + c2, z̄ = z + c3. (2)

Дифференцируя (2) по параметрам c1, c2, c3, находим левоинвариантые век-
торные поля – базис алгебры Ли группы Ли Sol

X1 = ∂1, X2 = ∂2, X3 = −x∂1 + y∂2 + ∂3, (3)

где ∂1 = ∂/∂x, ∂2 = ∂/∂y, ∂3 = ∂/∂z – естественный базис векторных полей.
Структурные уравнения группы имеют вид

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = −X1, [X2, X3] = X2.

Здесь [X,Y ] = XY −Y X – коммутатор векторных полей X, Y (скобка Ли). Лево-
инвариантную риманову метрику g можно получить следующим образом. В каса-
тельном пространстве единицы группы рассмотрим евклидову метрику ds2 = dx2+
+ dy2 + dz2 и сдвинем ее в произвольную точку (x̄, ȳ, z̄) . Разрешая уравнения (2)
относительно x, y, z, находим

x = ec3(x̄− c1), y = e−c3(ȳ − c2), z = z̄ − c3.

dx = ec3 dx̄, dy = e−c3 dȳ, dz = dz̄.

Тогда ds2 = e2c3 dx̄2+e−2c3 dȳ2+dz̄2. Но так как единица группы (0, 0, 0) сдвинется
в точку x̄ = 0 e−c3 + c1, ȳ = 0 ec3 + c2, z̄ = 0 + c3, то c3 = z̄. Опуская черту над
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произвольной точкой (x̄, ȳ, z̄) , получаем левоинвариантную риманову метрику g
на многообразии Sol [1, 2]

ds2 = e2zdx2 + e−2zdy2 + dz2. (4)

Так как левые сдвиги образуют просто-транзитивную группу изометрий, то мет-
рика (4) является полной. Группа Sol является ориентируемым многообразием, так
как форма объема метрики (4) в каждой точке не равна нулю:

√
1dx∧ dy ∧ dz 6= 0 .

Будем считать, что форма dx∧dy∧dz задает положительную ориентацию (
√

1 = 1),
а форма −dx ∧ dy ∧ dz – отрицательную (

√
1 = −1).

Напомним определение контактной метрической структуры (см., например,
[4, 5]). Пусть M – нечетномерное гладкое многообразие, dim M = 2n+1 . Контакт-
ной формой на M называется дифференциальная 1-форма η , удовлетворяющая
условию

η ∧ (dη)n 6= 0,

где ∧ – внешнее произведение, d – внешний дифференциал. Контактная форма
определяет вполне неголономное контактное распределение L = ker η , которое и
называется контактной структурой. Многообразие M с фиксированной на нем кон-
тактной структурой называется контактным многообразием. Контактное распреде-
ление L называется первым фундаментальным распределением, или горизонталь-
ным, а распределение M = ker dη – вторым фундаментальным распределением,
или вертикальным. В каждой точке p ∈ M касательное пространство TpM распа-
дается в прямую сумму дополняющих друг друга подпространств Lp и Mp раз-
мерности 2n и 1 соответственно. Векторное поле ξ ∈ M , обладающее свойством
η(ξ) = 1 , называется характеристическим. Проекторы m и l на фундаментальные
распределения M и L имеют вид

m = η ⊗ ξ, l = id− η ⊗ ξ,

где ⊗ – тензорное произведение.
Контактной метрической структурой на многообразии M называется четверка

тензорных полей (η, ξ, Φ, g) на M, где η – дифференциальная 1-форма, называемая
контактной формой, ξ – характеристическое векторное поле, Φ – структурный
эндоморфизм модуля векторных полей, g – риманова метрика. При этом требуется
выполнение следующих условий:

1) η(ξ) = 1, 2) η ◦ Φ = 0, 3) Φ(ξ) = 0, 4) Φ2 = −id + η ⊗ ξ,

5) g(ΦX, ΦY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), 6) dη = g(ΦX, Y ).

Теорема 1. На ориентированном многообразии Sol существует единственная
левоинвариантная контактная форма η , которая вместе с левоинвариантной
метрикой g определяет на Sol контактную метрическую структуру.

Доказательство. Пусть ϕt = exp (tX) – однопараметрическая подгруппа
группы левых сдвигов (изометрий), порожденная векторным полем X . Тогда про-
изводная Ли от левоинвариантной формы η вдоль X равна нулю: LXη = 0, то
есть

Xp∂pηj + ∂jX
pηp = 0, (5)

где Xi и ηj – компоненты векторного поля X и формы η соответственно. Инте-
грируя уравнения инвариантности (5) для базисных левоинвариантных векторных
полей (3), находим общее решение

η = a1e
z dx + a2e

−z dy + a3 dz, (6)
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где a1, a2, a3 – произвольные постоянные. Нетрудно теперь убедиться, что
формы (6) инвариантны относительно левых сдвигов (2). Действительно, так как

dx̄ = e−c3 dx̄, dȳ = ec3 dy, dz̄ = dz,

то η̄ = a1e
z̄ dx̄ + a2e

−z̄ dȳ + a3 dz̄ = a1e
z+c3e−c3 dx + a2e

−z−c3ec3 dy + a3 dz = η.
Среди левоинвариантных форм (6) нас будут интересовать те, которые вместе

с метрикой (4) определяют контактную метрическую структуру на Sol. Структур-
ный эндоморфизм Φ определяется условием 6) . В координатах имеем

Φi
j = gip(dη)pj ,

где gip – контрвариантные компоненты метрического тензора g : gipg
pj = δj

i , gij –
компоненты тензора g, δj

i – символ Кронекера.
Поскольку dη = −a1e

zdx ∧ dz + a2e
−zdy ∧ dz, то

Φi
j =




0 0 −a1e
−z

0 0 a2e
z

a1e
z −a2e

−z 0


 .

Условие 5) в координатах примет вид

gpsΦ
p
jΦ

s
k = gjk − ηjηk.

Для метрики (4) имеем

e2zΦ1
jΦ

1
k + e−2zΦ2

jΦ
2
k + Φ3

jΦ
3
k = gjk − ηjηk.

Придавая индексам (j, k) различные значения, находим, что

a1 = ± 1√
2
, a2 = ± 1√

2
, a3 = 0.

Таким образом,

η = ± 1√
2
ezdx± 1√

2
e−zdy.

Так как формы η и λη определяют одно и то же контактное распределение, то
следует рассматривать лишь два варианта

a) η =
1√
2

ez dx +
1√
2

e−z dy,

b) η =
1√
2

ez dx− 1√
2

e−z dy.

Многообразие Sol по условию теоремы ориентировано, и мы будем считать, что
его ориентация является положительной, а значит, определяется формой объема
dx ∧ dy ∧ dz . Поэтому форма η ∧ dη должна определять также положительную
ориентацию. В случае a) имеем η ∧ dη = dx ∧ dy ∧ dz, то есть форма η ∧ dη не
меняет ориентацию многообразия, тогда как в случае b) η ∧ dη = −dx ∧ dy ∧ dz.
Таким образом, в качестве левоинвариантной контактной формы мы должны взять
форму

η =
1√
2

ez dx +
1√
2

e−z dy. (7)
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Характеристический вектор ξ имеет координаты ξi = gipηp , и, следовательно,

ξ =
1√
2

e−z dx +
1√
2

ez dy.

Теперь нетрудно убедиться, что все условия 1)–6) определения контактной метри-
ческой структуры для метрики (4) и контактной формы (7) выполняются и все ха-
рактеристические тензорные поля (η, ξ, Φ, g) контактной метрической структуры
на многообразии Sol левоинвариантны. Таким образом, мы имеем единственную
левоинвариантную контактную метрическую структуру на ориентированном мно-
гообразии Sol.

И наконец, выпишем компоненты тензорных полей (η, ξ, Φ, g) , определяющих
контактную метрическую структуру на многообразии Sol

ηi =
(

1√
2

ez 1√
2

e−z 0
)

, ξi =




1√
2

e−z

1√
2

ez

0


 ,

Φi
j =




0 0 − 1√
2

e−z

0 0
1√
2

ez

1√
2

ez − 1√
2

e−z 0




,

gij =




e2z 0 0
0 e−2z 0
0 0 1


 , gij =




e−2z 0 0
0 e2z 0
0 0 1


 .

2. Левоинвариантные контактные метрические связности

Пусть (η, ξ, Φ, g) – контактная метрическая структура. Линейная связность ∇̃
называется контактной метрической связностью, если контактная форма η и мет-
рический тензор g ковариантно постоянны: ∇̃η = 0 и ∇̃g = 0 [6]. При параллель-
ном переносе векторов в этой связности сохраняются длины векторов и углы между
векторами, а также контактное распределение L , а следовательно, и распределе-
ние M , а значит, сохраняется структура почти произведения L⊕M. Из равенства
∇̃η = 0 следует, что связность ∇̃ имеет кручение [4].

Пусть ∇ – связность Леви-Чивита метрики g , то есть линейная метрическая
связность без кручения. Так как разность двух связностей является тензором, то
∇̃ = ∇+ T , где T – тензор деформации связности ∇ . В координатах

Γ̃ k
ij = Γ k

ij + T k
ij ,

где Γ k
ij и Γ̃ k

ij – коэффициенты связностей ∇ и ∇̃ , а T k
ij – компоненты тензора

деформации T . Связность ∇̃ является метрической тогда и только тогда, когда
ковариантные компоненты Tijk = T p

ij gkp тензора деформации T кососимметричны
по последним двум индексам [11]: Tijk + Tikj = 0. Говорят, что связность ∇̃ имеет
кососимметрическое кручение S , если Tijk кососимметричный по всем индексам.
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При этом S k
ij = Γ̃ k

ij − Γ̃ k
ji = T k

ij − T k
ji = 2T k

ij , следовательно, Sijk = S p
ijgkp также

кососимметричны по всем индексам и

Γ̃ k
ij = Γ k

ij +
1
2
S k

ij .

Связность ∇̃ называется полусимметрической [12], если

S k
ij =

1
n− 1

(δk
i ωj − δk

j ωi)

или
Tijk =

1
n− 1

(gik ωj − gijωk), (8)

где ωi – компоненты некоторой дифференциальной 1-формы ω .

Теорема 2. На многообразии Sol существует трехпараметрическое семей-
ство левоинвариантных контактных метрических связностей. Тензор деформа-
ции таких связностей имеет следующий вид:

T = c113e
2zdx⊗ dx ∧ dz + c223e

−2zdy ⊗ dy ∧ dz + c331e
zdz ⊗ dz ∧ dx+

+ c332e
−zdz ⊗ dz ∧ dy + c123dx⊗ dy ∧ dz + c213dy ⊗ dx ∧ dz,

где постоянные cijk удовлетворяют условиям

1− c113 − c123 = 0, 1 + c213 + c223 = 0, c331 + c332 = 0.

Доказательство. Найдем условия на компоненты Tijk тензора деформа-
ции T , которые следуют из ковариантного постоянства контактной формы: ∇̃η =
= 0. В координатах имеем

∇̃iηj = ∂iηj − Γ̃ p
ijηp = ∂iηj − Γ p

ijηp − T p
ij ηp = ∂iηj−

− 1
2

gps(∂igsj + ∂igjs − ∂sgij)ηp − Tijsg
psηp = ∂iηj − 1

2
ξs(∂igsj + ∂jgis)− Tijsξ

s.

Здесь мы учли, что gij = gij(z), а ξ3 = 0, поэтому ξs∂sgij = 0. Таким образом,
должны выполняться равенства

∂iηj − 1
2

ξs(∂igsj + ∂jgis)− Tijsξ
s = 0. (9)

Расписывая условия (9) для различных индексов i , j , находим, что

T112 = −T121 = T212 = −T221 = T312 = −T321 = 0,

ez + e−zT131 + ezT132 = 0, e−z − e−zT231− ezT232 = 0, e−zT331 + ezT332 = 0. (10)

Так как T321 = 0 , то не существует контактной метрической связности с косо-
симметрическим кручением.

Далее, так как группа левых сдвигов совпадает с полной (максимальной) груп-
пой изометрий, которая сохраняет и связность Леви-Чивита ∇ , то связность ∇̃
будет инвариантной тогда и только тогда, когда инвариантен тензор деформации
T, следовательно, производная Ли от T вдоль базисных левоинвариантных век-
торных полей (3) равна нулю, а значит, компоненты Tijk должны быть решением
следующих уравнений инвариантности:

Xp∂pTijk + ∂iX
pTpjk + ∂jX

pTipk + ∂kXpTijp = 0. (11)
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Из уравнений (11) для первых двух операторов (3) следует, что Tijk = Tijk(z). Для
третьего оператора имеем уравнения

∂3Tijk − δ1
i T1jk + δ2

i T2jk − δ1
j Ti1k + δ2

j Ti2k − δ1
kTij1 + δ2

kTij2 = 0. (12)

Уравнения (12) легко интегрируются. В результате находим, что

T131 = −T113 = c131e
2z, T132 = −T123 = c132, T213 = c213,

T231 = −c213, T223 = c223e
−2z, T232 = −c223e

−2z, T331 = c331e
z,

T313 = −c331e
z, T323 = c323e

−z, T332 = −c323e
−z,

(13)

где cijk – константы и cijk = −cikj .
Таким образом, из (10) и (13) следует, что у левоинвариантной контактной мет-

рической связности ∇̃ ковариантный тензор деформации имеет указанный в тео-
реме вид, а постоянные cijk удовлетворяют условиям теоремы.

Компоненты Γ k
ij , T k

ij и Γ̃ k
ij связности Леви-Чивита ∇ , тензора деформации T

и контактной метрической связности ∇̃ образуют матрицы

Γ 1
ij =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , Γ 2

ij =




0 0 0
0 0 −1
0 −1 0


 , Γ 3

ij =



−e2z 0 0

0 −e2z 0
0 0 0


 ,

T 1
ij =




0 0 −c113

0 0 −c213e
−2z

0 0 c331e
−z


 , T 2

ij =




0 0 −c123e
2z

0 0 −c223

0 0 c332e
z


 ,

T 3
ij =




c113e
2z c123 0

c213 c223e
−2z 0

−c331e
z −c332e

−z 0


 ,

Γ̃ 1
ij =




0 0 1− c113

0 0 −c213e
−2z

1 0 c331e
−z


 ,

Γ̃ 2
ij =




0 0 −c123e
2z

0 0 −1− c223

0 −1 c332e
z


 , Γ̃ 3

ij =




(c113 − 1)e2z c123 0
c213 (c223 + 1)e−2z 0

−c331e
z −c332e

−z 0


 .

Если тензор кривизны R̃ связности ∇̃ равен нулю, то есть связность плоская, то
ее компоненты образуют матрицы

Γ̃ 1
ij =




0 0 0
0 0 0
1 0 ce−z


 , Γ̃ 2

ij =




0 0 0
0 0 0
0 −1 −cez


 , Γ̃ 3

ij =




0 0 0
0 0 0

−cez ce−z 0


 ,

где c = const .
Оказывается, что среди трехпараметрического семейства контактных мет-

рических связностей нет и полусимметрических связностей.
Действительно, для полусимметрической связности должны выполняться ра-

венства (8). Расписывая эти равенства для различных значений индексов i, j, k,
находим, что ω1 = ω2 = 0, c123 = c213 = 0, а c113 = −ω3 и c223 = −ω3, то
есть c113 = c223, но в силу условий теоремы 2 c113 = 1, а c223 = −1 , получили
противоречие.
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Тензор деформации T является гладким сечением расслоения TM ⊗∧2M, для
которого имеет место поточечно неприводимое разложение (см., например, [13])

T ∗M ⊗ ∧2M ∼= F1(M)⊕ F2(M)⊕ F3(M).

При этом если тензор T является сечением расслоения F1(M), то T (X,Y, Z) косо-
симметричен по своим аргументам, и мы имеем связность с кососимметрическим
кручением, если T есть сечение расслоения F2(M) , то связность является полусим-
метрической, все остальные метрические связности принадлежат третьему классу.
Таким образом, левоинвариантные контактные метрические связности принад-
лежат третьему классу F3(M).

3. Субримановы геодезические

Вполне неголономное контактное распределение L = ker η вместе с ограничени-
ем метрики g на это распределение определяют на многообразии Sol субриманову
структуру. Горизонтальная (допустимая) кривая γ : x = x(s), y = y(s), z = z(s),
где s – естественный параметр, называется субримановой геодезической, если она
является геодезической относительно усеченной связности ∇ [9]: ∇γ̇ γ̇ = 0, где ∇ –
ортогональная проекция связности ∇ на распределение L , а γ̇ – поле касательных
векторов кривой γ , лежащих в распределении L .

Теорема 3. Субримановы геодезические, выходящие из единицы группы Sol,
образуют однопараметрическое семейство следующих кривых:

x = b(1− e−as), y = b(1− eas), z = as,

где a и b – постоянные, удовлетворяющие условию a2(1 + 2b2) = 1. Эти гео-
дезические являются частью геодезических плоской контактной метрической
связности ∇̃ с тензором деформации

T = e2zdx⊗ dx ∧ dz − e−2zdy ⊗ dy ∧ dz.

Доказательство. На многообразии Sol рассмотрим неголономное поле репе-
ров {p,Ei} , адаптированное к структуре почти произведения L⊕M :

E1 = ∂3, E2 =
1√
2

e−z∂1 − 1√
2

ez∂2, E3 =
1√
2

e−z∂1 +
1√
2

ez∂2, (14)

где векторные поля E1 и E2 принадлежат контактному распределению: η(E1) =
= η(E2) = 0, а E3 = ξ. Разложения координатных векторных полей

[Ei, Ej ] = Ω k
ijEk

являются структурными уравнениями поля реперов {p,Ei} , а коэффициенты Ω k
ij

определяют объект неголономности. Для рассматриваемого поля реперов имеем

[E1, E2] = −E3, [E1, E3] = −E2, [E2, E3] = 0.

Таким образом, Ω 3
12 = −Ω 3

21 = −1, Ω 2
13 = −Ω 2

31 = −1, остальные компоненты
равны нулю. Дуальный реперу {p, Ei} корепер

{
p,Qj

}
определяется условием

Qj(Ei) = δj
i и имеет следующие координатные формы:

Q1 = dz, Q2 =
1√
2

ezdx− 1√
2

e−zdy, Q3 =
1√
2

ezdx +
1√
2
e−zdy = η.
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Нетрудно убедиться, что репер {p,Ei} является ортонормированным относительно
метрики (4), поэтому в этом репере

g(X, Y ) = X1Y 1 + X2Y 2 + X3Y 3,

где Xi и Y i – неголономные координаты векторных полей X и Y : X = XiEi,
Y = Y iEi, а

ds2 = Q12
+ Q22

+ Q32
.

Вычислим неголономные коэффициенты γ k
ij связности Леви-Чивита ∇

∇Ei
Ej = γ k

ij Ek.

Для связности Леви-Чивита имеем следующую вычислительную форму (см., на-
пример, [14])

g(∇xY, Z) =
1
2
[Xg(Y,Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )+

+ g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z, X])− g(X, [Y, Z])].

Полагая X = XiEi, Y = Y jEj , Z = ZkEk, получим

γ k
ij =

1
2

δks[Ei(δsj) + Ej(δis)− Es(δij) + Ω l
ijδsl + Ω l

siδjl − Ω l
jsδil].

Так как Ei(δjk) = 0 и Ω k
ij = −Ωji, то

γ k
ij =

1
2

(Ω k
ij + δks(Ω l

siδjl + Ω l
sjδil)),

откуда находим
γ 1
23 = γ 1

32 = −1, γ 2
31 = 1, γ 3

21 = 1,

остальные коэффициенты равны нулю. Таким образом,

∇E2E3 = −E1, ∇E3E2 = −1, ∇E3E1 = E2, ∇E2E1 = E3,

откуда следует, что для ортогональной проекции связности ∇ на контактное рас-
пределение ∇ = прL∇ имеют место равенства

∇EiEj = 0. i, j = 1, 2; Ei ∈ L.

Найдем сначала уравнения горизонтального параллельного векторного поля v
вдоль горизонтальной кривой γ в усеченной связности ∇ : ∇γ̇v = 0. Пусть

v = vk∂k, k = 1, 2, 3, v = wkEk, k = 1, 2,

γ̇ =
dx

ds
∂1 +

dy

ds
∂2 +

dz

ds
∂3, γ̇ = ηiEi, i = 1, 2.

Тогда, учитывая, что ∇EiEk = 0, получим

∇γ̇v = ∇ηiEi
(wkEk) = ηi∇Ei(wkEk) = ηi(Eiw

k)Ek = 0.

Таким образом, уравнения параллельного векторного поля v вдоль кривой γ при-
мут вид

ηiEi(wk) = 0. (15)
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Найдем формулы перехода от естественных координат векторного поля v к него-
лономным. Из (14) следует, что

∂1 =
1√
2

ezE2 +
1√
2

ezE3, ∂2 = − 1√
2

e−zE2 +
1√
2

e−zE3, ∂3 = E1.

В силу (15)

v = v1∂1 + v2∂2 + v3∂3 =

= v1
( 1√

2
ezE2 +

1√
2

ezE3

)
+ v2

(
− 1√

2
e−zE2 +

1√
2

e−zE3

)
+ v3E1 =

= v3E1 +
( 1√

2
v1 ez − 1√

2
v2 e−z

)
E2 +

(
v1 1√

2
ez + v2 1√

2
e−z

)
E3.

Так как v ∈ L, то есть η(v) = 0 и v = w1E1 + w2E2, то

v1 1√
2

ez + v2 1√
2

e−z = 0, (16)

w1 = v3, w2 =
1√
2

v1ez − 1√
2

v2e−z. (17)

Аналогичные формулы имеем и для вектора γ̇

dx

ds

1√
2

ez +
dy

ds

1√
2

e−z = 0 (18)

и
η1 =

dz

ds
, η2 =

1√
2

dx

ds
ez − 1√

2
dy

ds
e−z. (19)

Заменяя в (15) неголономные координаты естественными, получим

dv3

ds
= 0, ez dv1

ds
− e−z dv2

ds
= 0. (20)

Из (16) следует, что v2 = −v1e2z, а значит, из (20) вытекает, что

ez dv1

ds
− e−z d

ds
(−v1e2z) = ez dv1

ds
− e−z

(
− dv1

ds
e2z − v12e2z dz

ds

)
= 0,

поэтому
dv1

ds
+ v1 dz

ds
= 0. Выражая из (16) v1 = −v2e−2z и подставляя в (20),

находим, что
dv2

ds
+ v2 dz

ds
= 0. Таким образом, для горизонтальной кривой γ и го-

ризонтального векторного поля v (то есть при выполнении условий (16) и (18))
справедливы следующие дифференциальные уравнения параллельного векторного
поля

dv1

ds
+ v1 dz

ds
= 0,

dv2

ds
+ v2 dz

ds
= 0,

dv3

ds
= 0. (21)

Полагая в уравнениях (21) v = γ̇, получим дифференциальные уравнения субри-
мановых геодезических

d2x

ds2
+

dx

ds

dz

ds
= 0,

d2y

ds2
− dy

ds

dz

ds
= 0,

d2z

ds2
= 0, (22)
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которые легко интегрируются. Общее решение системы (22) есть

x = −a1

a3
e−a3s + b1, y =

a2

a3
ea3s + b2, z = a3s + b3, a3 6= 0, (23)

где ai, bi – постоянные, удовлетворяющие условию η(γ̇) = 0, то есть a1eb3 +
+ a2e−b3 = 0. При исследовании строения геодезических, в силу левоинвариантно-
сти субримановой структуры, можно ограничиться геодезическими, выходящими
из единицы группы. В этом случае при s = 0 x, y и z должны обращаться в нуль.
Тогда

a1

a3
= b1,

a2

a3
= −b2, b3 = 0

и уравнения (23) примут вид

x = −b1e−a3s + b1, y = −b2ea3s + b2, z = a3s. (24)

Так как вектор γ̇(b1a3e−a3s, −b2a3ea3s, a3) – горизонтальный, то из (18) вытекает,
что b1 = b2. Поэтому имеем параметрические уравнения субримановых геодезиче-
ских, выходящих из единицы группы Sol:

x = b(1− e−as), y = b(1− eas), z = as, (25)

где a и b – постоянные. И, наконец, необходимо учесть, что s – длина дуги кри-
вой γ . Так как ds2 = Q12 +Q22 +Q32 и контактное распределение L определяется
уравнением Q3 = 0, то ограничение метрики g на горизонтальное распределение
будет следующим

ds2 |L= Q12
+ Q22

= dz2 +
( 1√

2
ezdx− 1√

2
e−zdy

)2

.

Отсюда

γ̇2 = a2 +
( 1√

2
ezabe−as − 1√

2
e−z(−ab) eas

)2

=

= a2 +
( 1√

2
easabe−as +

1√
2

e−asabeas
)2

= a2 + 2a2b2 = 1,

это означает, что на постоянные a, b в уравнениях геодезических (25) накладыва-
ется условие a2(1 + 2b2) = 1.

Во второй части теоремы утверждается, что субримановы геодезические явля-
ются частью геодезических плоской контактной метрической связности ∇̃ с тен-
зором деформации, указанным в теореме. В этом случае Γ̃ 1

31 = 1, Γ̃ 2
32 = −1,

остальные коэффициенты равны нулю. Поэтому дифференциальные уравнения
геодезических в этой связности совпадают с уравнениями (22). Таким образом,
решение (23) является решением уравнений геодезических плоской контактной
метрической связности. Уравнения геодезических, выходящих из единицы группы
имеют вид (25), а условие естественной параметризации

a32
(1 + b12

+ b22
) = 1

при требовании горизонтальности геодезических: b1 = b2 = b, a3 = a – совпадает
с условием для субримановых геодезических.
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Abstract

Among the known eight-dimensional Thurston geometries, there is a geometry of the Sol
manifold – a Lie group consisting of real special matrices. For a left-invariant Riemannian met-
ric on the Sol manifold, the left shift group is a maximal simple transitive group of isometry.
In this paper, we found all left-invariant differential 1-forms and proved that on the oriented
Sol manifold there is only one left-invariant differential 1-form, such that this form and the left-
invariant Riemannian metric together define the contact metric structure on the Sol manifold.
We identified all left-invariant contact metric connections and distinguished flat connections
among them. A completely non-holonomic contact distribution along with the restriction
of a Riemannian metric to this distribution define the contact metric structure on the Sol
manifold, and an orthogonal projection of the Levi-Chivita connection is a truncated con-
nection. We obtained geodesic parameter equations of the truncated connection, which are
the sub-geodesic equations, using a non-holonomic field of frames adapted to the contact met-
ric structure. We revealed that these geodesics are a part of the geodesics of the flat contact
metric connection.

Keywords: Sol manifold, contact metric structure, contact metric connection, sub-Rie-
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