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ÓÄÊ 519.718 Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌÂ ÏÎËÍÛÕ ÁÀÇÈÑÀÕ, ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕÔÓÍÊÖÈÞ �ÎËÎÑÎÂÀÍÈßÏ�È ÈÍÂÅ�ÑÍÛÕ ÍÅÈÑÏ�ÀÂÍÎÑÒßÕÍÀ ÂÕÎÄÀÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÂ.Â. ×óãóíîâàÀííîòàöèÿ�àññìîòðåíà ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ �óíêöèîíàëüíûõýëåìåíòîâ, ïîäâåðæåííûõ èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âõîäàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè
ε, 0 < ε < 1/2, íà êàæäîì âõîäå �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ê êàæ-äîìó èç íåïðèâîäèìûõ ïîëíûõ áàçèñîâ, ñîäåðæàùèõ �óíêöèè, çàâèñÿùèå íå áîëåå ÷åì îòäâóõ ïåðåìåííûõ, äîáàâèòü �óíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ, òî âî âñåõ ïîëó÷åííûõ áàçèñàõ îöåíêàíåíàäåæíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì ðàâíà 3ε2 (ïðè ε → 0)äëÿ âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé f(x1, x2, . . . , xn) , çà èñêëþ÷åíèåì êîíñòàíò 0, 1 è �óíêöèé xi ,
x̄i , ãäå i = 1, . . . , n .Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâû �óíêöèè, àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòèñõåìû. ÂâåäåíèåÏóñòü P̃2 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì ðåàëèçàöèþ áóëåâûõ�óíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñàõ, ñîäåðæà-ùèõ �óíêöèè, çàâèñÿùèå íå áîëåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõå-ìà èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) =
= f(x̃) , åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ã = (a1, a2, . . . , an) ïðèîòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé íà âûõîäå ñõåìû ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã) . ×èñëî âõî-äîâ �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèé,ïðèïèñàííûõ ýòèì ýëåìåíòàì, òî åñòü êàæäûé �óíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò èìååò íåáîëåå äâóõ âõîäîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé âõîä ýëåìåíòà ñõåìû íåçàâèñèìîîò âñåõ äðóãèõ âõîäîâ ýëåìåíòîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ ε, 0 < ε < 1/2, ïîäâåðæåí èíâåðñ-íûì íåèñïðàâíîñòÿì. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïîñòóïàþùååíà âõîä ýëåìåíòà çíà÷åíèå a , a ∈ {0, 1}, ñ âåðîÿòíîñòüþ ε ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿâ çíà÷åíèå ā . Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû, ðåàëèçóþùèå êîíñòàíòû 0 è 1, ÿâëÿþòñÿàáñîëþòíî íàäåæíûìè ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ.Ïóñòü Pf̄(ã)(S, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f̄(ã) íà âûõîäå ñõåìû S ,ðåàëèçóþùåé áóëåâó �óíêöèþ f(x̃) ïðè âõîäíîì íàáîðå ã . Íåíàäåæíîñòü P (S)ñõåìû S îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë Pf̄(ã)(S, ã) ïðè âñåâîçìîæíûõâõîäíûõ íàáîðàõ ã . Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1 − P (S) .Îáîçíà÷èì Pε(f) = inf P (S) , ãäå S � ñõåìà èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëè-çóþùàÿ áóëåâó �óíêöèþ f . Ñõåìó A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþáóëåâó �óíêöèþ f , íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé (íàèëó÷øåé) ïî íàäåæ-íîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f) ïðè ε → 0 .



Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÈÇ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 155Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåêîíãðóýíòíûõ áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ(âîçìîæíî, �èêòèâíî) îò äâóõ ïåðåìåííûõ x1 , x2 , ÷åðåç
M(x1, x2) =

= {x1&x2, x1 ∨ x2, x1|x2, x1 ↓ x2, x1 → x2, x1 6→ x2, x1 ∼ x2, x1 ⊕ x2, x1, x̄1, 0, 1}.Ìíîæåñòâî B ⊂ M(x1, x2) íàçîâåì íåïðèâîäèìûì ïîëíûì áàçèñîì â P̃2 , åñëèìíîæåñòâî B ïîëíî è íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ïîëíûì íå ÿâëÿåòñÿ.Èçâåñòíî, ÷òî â P̃2 ñóùåñòâóåò 17 (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ)íåïðèâîäèìûõ ïîëíûõ áàçèñîâ, ñîäåðæàùèõ �óíêöèè, çàâèñÿùèå íå áîëåå ÷åì îòäâóõ ïåðåìåííûõ: B1 − B17 (ñì. òàáë. 1).Ëþáîé äðóãîé áàçèñ, îòëè÷íûé îò áàçèñîâ B1 − B17 , ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðå-èìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ, à òàêæå äîáàâëåíèåì îäíîé èëèíåñêîëüêèõ íåêîíñòàíòíûõ, îòëè÷íûõ îò x1 , �óíêöèé èç ìíîæåñòâà M(x1, x2) êíåêîòîðîìó áàçèñó èç óêàçàííîãî ñïèñêà (íàïðèìåð, B18 = {x1&x2, x1 ∨ x2, x̄1}) .Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâäëÿ íåïðèâîäèìûõ ïîëíûõ áàçèñîâ B1 − B17 , à òàêæå äëÿ ïðèâîäèìîãî ïîëíî-ãî áàçèñà B18 è áàçèñà M , ñîäåðæàùåãî âñå áóëåâû �óíêöèè, çàâèñÿùèå íå áîëåå÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åíû ðàíåå [1, 2℄ (äîêàçàíû òåîðåìû 1 è 2).Ïóñòü áàçèñ B � îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ â ïðåäûäóùåì àáçàöå áàçèñîâ, òîãäàäëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 1 è 2.Òåîðåìà 1. Ïóñòü êîíñòàíòû a, b, c, d (ñì. òàáë. 1) ñîîòâåòñòâóþò áà-çèñó B è ε ∈ (0, d] . Òîãäà ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(x̃) â áàçèñå B ìîæíî ðåàëè-çîâàòü òàêîé ñõåìîé S , ÷òî P (S) ≤ aε + bε2 .Òåîðåìà 2. Ïóñòü êîíñòàíòû a, b̂, d̂ è êëàññ áóëåâûõ �óíêöèé K(n)(ñì. òàáë. 1) ñîîòâåòñòâóþò áàçèñó B . Òîãäà äëÿ ëþáîé áóëåâîé �óíêöèè f(x̃) ,
f /∈ K(n) , è ëþáîé ñõåìû S , ðåàëèçóþùåé f â áàçèñå B , ïðè ε ∈ (0, d̂] âåð-íî íåðàâåíñòâî P (S) ≥ aε + b̂ε2 , ïðè÷åì a � òàêàÿ æå êîíñòàíòà, ÷òî è âòåîðåìå 1 .Èñïîëüçóåìûå â òàáëèöå îáîçíà÷åíèÿ: i = 1, . . . , n, δ, µ ∈ {0, 1} , h(x̃) � ïðîèç-âîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn .Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñõåìû, ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1,ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé.Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 1 è 2 äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì, ðåàëèçó-þùèõ áóëåâû �óíêöèè, â êàæäîì èç áàçèñîâ èñïîëüçîâàëèñü ñõåìû, ïîñòðîåííûåòîëüêî èç íåíàäåæíûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: èçìåíÿòñÿ ëè íàé-äåííûå îöåíêè, åñëè ê êàæäîìó èç áàçèñîâ B1 − B18 è áàçèñó M äîáàâèòü åùåîäèí íåíàäåæíûé ýëåìåíò � ýëåìåíò ãîëîñîâàíèÿ, ïîäâåðæåííûé òàêæå èíâåðñíûìíåèñïðàâíîñòÿì íà âõîäàõ? Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà ãîëîñîâàíèÿ ïîâûñèòüíàäåæíîñòü ïîñòðîåííûõ ñõåì? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ïîëó÷åíû â íàñòîÿùåé ñòà-òüå.Íàéäåì àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì, ðåàëèçóþ-ùèõ ïðîèçâîëüíûå áóëåâû �óíêöèè â êàæäîì èç áàçèñîâ, ïîëó÷åííûõ èç áàçèñîâ
B1 − B18 è M äîáàâëåíèåì �óíêöèè ãîëîñîâàíèÿ.Ïóñòü B′ � îäèí èç áàçèñîâ B1 − B18 èëè M , ê êîòîðîìó äîáàâèëè �óíêöèþãîëîñîâàíèÿ g(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 .Íàéäåì âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì â áàçèñå B′ .



156 Â.Â. ×Ó�ÓÍÎÂÀ Òàáë. 1
B a b d b̂ d̂ K(n)

B1 = {x1|x2} 2 19 1/100 −1 1/4 xi, 1

B2 = {x1 ↓ x2} 2 19 1/100 −1 1/4 xi, 0

B3 = {x1 → x2, x1 6→ x2} 2 51 1/300 −1 1/4 xi, 0, 1

B4 = {x1 → x2, x1 ⊕ x2} 2 66 1/200 −2 1/4 xi, 1

B5 = {x1 6→ x2, x1 ∼ x2} 2 66 1/200 −2 1/4 xi, 0

B6 = {x1 ⊕ x2, x1&x2, 1} 2 67 1/200 −2 1/4 xi, 0, 1

B7 = {x1 ∼ x2, x1 ∨ x2, 0} 2 67 1/200 −2 1/4 xi, 0, 1

B8 = {x1 ∼ x2, x1&x2, x1 ⊕ x2} 2 62 1/300 −2 1/4 xi, 0

B9 = {x1 ∼ x2, x1 ∨ x2, x1 ⊕ x2} 2 62 1/300 −2 1/4 xi, 1

B10 = {x1 ∼ x2, x1&x2, 0} 2 66 1/200 −2 1/4 xi, 0

B11 = {x1 ⊕ x2, x1 ∨ x2, 1} 2 66 1/200 −2 1/4 xi, 1

B12 = {x1 6→ x2, x̄1} 3 41 1/150 −6 1/6 xδ
i &h(x̃), 1

B13 = {x1 → x2, x̄1} 3 41 1/150 −6 1/6 xδ
i ∨ h(x̃), 0

B14 = {x1 6→ x2, 1} 4 59 1/200 −8 1/11 (xδ
i &h(x̃))µ

B15 = {x1 → x2, 0} 4 59 1/200 −8 1/11 (xδ
i &h(x̃))µ

B16 = {x1&x2, x̄1} 4 83 1/200 −12 1/10 (xδ
i &h(x̃))µ

B17 = {x1 ∨ x2, x̄1} 4 83 1/200 −12 1/10 (xδ
i &h(x̃))µ

B18 = {x1&x2, x1 ∨ x2, x̄1} 2 19 1/150 −2 1/6 xi, x̄i, 0, 1

M = {x1|x2, x1 ↓ x2, x1&x2, x1 ∨ x2, x̄1, 2 19 1/100 −2 1/6 xi, x̄i, 0, 1
x1 → x2, x1 6→ x2, x1 ∼ x2, x1 ⊕ x2, 0, 1}1. Âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîèñêà âåðõíåé îöåíêèíåíàäåæíîñòè ñõåì â áàçèñå B′ .Ëåììà 1. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/2] , f(x̃) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, S � ñõåìà, ðåà-ëèçóþùàÿ �óíêöèþ f(x̃) ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) â áàçèñå B′ . Òîãäà â áàçèñå B′ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó ϕ(S) , ðåàëèçóþùóþ �óíêöèþ f(x̃) ñ íåíàäåæíîñòüþ

P (ϕ(S)) ≤ 3ε2 + 6εP (S) + 3P 2(S) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x̃) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, à S � ñõåìà,ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå B′ . Ïî ñõåìå S ïîñòðîèì ñõåìó ϕ(S) ñëåäóþùèìîáðàçîì: âîçüìåì òðè ýêçåìïëÿðà ñõåìû S è ñîåäèíèì âûõîä êàæäîé ñõåìû Sñ ñîîòâåòñòâóþùèì âõîäîì ýëåìåíòà ãîëîñîâàíèÿ G .Ïóñòü ã � âõîäíîé íàáîð �óíêöèè f(x̃) . Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê íàâûõîäå ñõåìû ϕ(S) .1. Ïðè íóëåâûõ âõîäíûõ íàáîðàõ ã �óíêöèè f(x̃) (f(ã) = 0):
P1(ϕ(S), ã) = (1 − P1(S, ã))3(3ε2(1 − ε) + ε3)+

+ 3(1 − P1(S, ã))2P1(S, ã)(2ε(1 − ε)2 + ε3 + ε2(1 − ε))+

+ 3(1 − P1(S, ã))P 2
1 (S, ã)((1 − ε)3 + 2(1 − ε)ε2 + ε(1 − ε)2)+

+ P 3
1 (S, ã)((1 − ε)3 + 3(1 − ε)2ε) ≤ 3ε2 + 6P1(S, ã)ε + 3P 2

1 (S, ã) ïðè ε ∈ (0, 1/2].Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε ∈ (0, 1/2]

P1(ϕ(S), ã) ≤ 3ε2 + 6P1(S, ã)ε + 3P 2
1 (S, ã). (1)



Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÈÇ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 1572. Ïðè åäèíè÷íûõ âõîäíûõ íàáîðàõ ã �óíêöèè f(x̃) (f(ã) = 1):
P0(ϕ(S), ã) = (1 − P0(S, ã))3(3ε2(1 − ε) + ε3)+

+ 3(1 − P0(S, ã))2P0(S, ã)(2ε(1 − ε)2 + ε3 + ε2(1 − ε))+

+ 3(1 − P0(S, ã))P 2
0 (S, ã)((1 − ε)3 + 2(1 − ε)ε2 + ε(1 − ε)2)+

+ P 3
0 (S, ã)((1 − ε)3 + 3(1 − ε)2ε) ≤ 3ε2 + 6P0(S, ã)ε + 3P 2

0 (S, ã) ïðè ε ∈ (0, 1/2].Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ε ∈ (0, 1/2]

P0(ϕ(S), ã) ≤ 3ε2 + 6P0(S, ã)ε + 3P 2
0 (S, ã). (2)Ïóñòü P (S) = max{P1(S, ã), P0(S, ã)} , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âõîäíûìíàáîðàì ã ñõåìû S . Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (1) è (2), ïîëó÷èì:

P (ϕ(S)) ≤ 3ε2 + 6P (S)ε + 3P 2(S) ïðè ε ∈ (0, 1/2].Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 3. Ïðè ε ∈ (0, 1/300] ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(x̃) â áàçèñå B′ ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S̃ , ÷òî P (S̃) ≤ 3ε2 + 19ε3 .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(x̃) âáàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S , íåíàäåæíîñòü êîòîðîé P (S) ≤ 4ε +
+ 83ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Â áàçèñå B′ íàéäåííóþ îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïî ñõå-ìå S ïîñòðîèì ñõåìó ϕ(S) (äëÿ ýòîãî âîçüìåì òðè ýêçåìïëÿðà ñõåìû S è ñî-åäèíèì âûõîä êàæäîé èç íèõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âõîäîì ýëåìåíòà ãîëîñîâàíèÿ),íåíàäåæíîñòü êîòîðîé P (ϕ(S)) ≤ 3ε2 + 6ε(4ε + 83ε2) + 3(4ε + 83ε2)2 ≤ 85ε2 ïðè
ε ∈ (0, 1/300] . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 åùå ðàç, ïî ñõåìå ϕ(S) ïîñòðîèì ñõåìó ϕ2(S)(äëÿ ýòîãî âîçüìåì òðè ýêçåìïëÿðà ñõåìû ϕ(S) è ñîåäèíèì âûõîä êàæäîé èç íèõñ ñîîòâåòñòâóþùèì âõîäîì ýëåìåíòà ãîëîñîâàíèÿ), äëÿ êîòîðîé P (ϕ2(S)) ≤ 3ε2 +
+ 510ε3 + 21675ε4 ≤ 5ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/300] . Íà ÷åòâåðòîì øàãå èòåðàöèè ïîñòðîèìñõåìó ϕ3(S) , íåíàäåæíîñòü êîòîðîé P (ϕ3(S)) ≤ 3ε2 + 31ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Ïî ñõåìå ϕ3(S) ïîñòðîèì ñõåìó ϕ4(S) , ðåàëèçóþùóþ f(x̃), ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (ϕ4(S)) ≤ 3ε2 + 19ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] . Ñõåìà ϕ4(S) èñêîìàÿ, òî åñòü S̃ =
= ϕ4(S) . Òåîðåìà äîêàçàíà.�àññìîòðèì ïðèìåðû.Ïðèìåð 1. Êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1|x2} ìîæíî ðåàëèçîâàòüòàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Ïî òåîðåìå 3 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1|x2} ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S1 ,ðåàëèçóþùóþ êîíñòàíòó 0, ñ íåíàäåæíîñòüþ: P (S1) ≤ 3ε2+19ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Ïîñòðîèì ñõåìó S2 , ðåàëèçóþùóþ êîíñòàíòó 1. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì äâà ýêçåì-ïëÿðà ñõåìû S1 , âûõîäû êîòîðûõ ñîåäèíèì ñ âõîäàìè �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà,ðåàëèçóþùåãî �óíêöèþ øòðèõ Øå��åðà. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ñõåìû
S2 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
P (S2) ≤ ε2+(3ε2+19ε3)2(1−2ε)2+2ε(3ε2+19ε3)(1−2ε) ≤ ε2+7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300].Ñõåìà S2 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñõåìîé A .Ïðèìåð 2. Êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2 ∨x1x3 ∨x2x3, x1 → x2, x1 6→ x2} ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .



158 Â.Â. ×Ó�ÓÍÎÂÀÏî òåîðåìå 3 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 → x2, x1 6→ x2} ìîæíî ïîñòðîèòüñõåìó S1 , ðåàëèçóþùóþ êîíñòàíòó 1, ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S1) ≤ 3ε2 +19ε3 ïðè ε ∈
∈ (0, 1/300] è ñõåìó S2 , ðåàëèçóþùóþ êîíñòàíòó 0, ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S2) ≤ 3ε2+
+ 19ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Ïîñòðîèì ñõåìó S3 , ðåàëèçóþùóþ êîíñòàíòó 1. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì èìïëèêàòîð,ïåðâûé âõîä êîòîðîãî ñîåäèíèì ñ âûõîäîì ñõåìû S2 , à âòîðîé � ñõåìû S1 . Âû-÷èñëèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ïîñòðîåííîé ñõåìû S3 . Îíà óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâó
P (S3) ≤ ε2+(3ε2+19ε3)2(1−2ε)2+2ε(3ε2+19ε3)(1−2ε) ≤ ε2+7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300].Ñõåìà S3 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñõåìîé A .Ïðèìåð 3. Êîíñòàíòó 0 â áàçèñå {x1x2 ∨x1x3 ∨x2x3, x1 → x2, x1 6→ x2} ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Èñïîëüçóåì ñõåìû S1 è S2 èç ïðèìåðà 2 äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû S3 , ðåàëè-çóþùåé êîíñòàíòó 0: âîçüìåì àíòèèìïëèêàòîð, ïåðâûé âõîä êîòîðîãî ñîåäèíèì ñâûõîäîì ñõåìû S2 , à âòîðîé � ñõåìû S1 . Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäåïîñòðîåííîé ñõåìû S3 . Îíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
P (S3) ≤ ε2+(3ε2+19ε3)2(1−2ε)2+2ε(3ε2+19ε3)(1−2ε) ≤ ε2+7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300].Ñõåìà S3 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñõåìîé A .Ïðèìåð 4. Êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 → x2, x1 ⊕ x2} ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ïðèìåðå 2.Ïðèìåð 5. Êîíñòàíòó 0 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 ⊕ x2, x1&x2, 1} ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/36] .Ïî òåîðåìå 3 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 ⊕ x2, x1&x2, 1} ìîæíî ïîñòðîèòüñõåìó S1 , ðåàëèçóþùóþ êîíñòàíòó 0, ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S1) ≤ 3ε2 + 19ε3 ïðè
ε ∈ (0, 1/300]Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà ñõåìû S1 è ñîåäèíèì èõ âûõîäû ñ âõîäàìè êîíú-þíêòîðà, ïîëó÷èì ñõåìó S2 . Íåíàäåæíîñòü ïîñòðîåííîé ñõåìû S2 óäîâëåòâîðÿåòíåðàâåíñòâó
P (S2) ≤ ε2+(3ε2+19ε3)2(1−2ε)2+2ε(3ε2+19ε3)(1−2ε) ≤ ε2+7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300].Ñõåìà S2 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñõåìîé A .Ïðèìåð 6. Êîíñòàíòó 0 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 ∼ x2, x1&x2, x1 ⊕ x2}ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì, êàê â ïðèìåðå 5.Ïðèìåð 7. Êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 → x2, x̄1} ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ïðèìåðå 2.Ïðèìåð 8. Êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 → x2, 0} ìîæíî ðåà-ëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ïðèìåðå 2.Ïðèìåð 9. Êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 ∨ x2, x̄1} ìîæíî ðåà-ëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Ïî òåîðåìå 3 â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1∨x2, x̄1} ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó S1 ,ðåàëèçóþùóþ êîíñòàíòó 1, ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S1) ≤ 3ε2 +19ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300].



Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÈÇ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 159Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà ñõåìû S1 è ñîåäèíèì èõ âûõîäû ñ âõîäàìè äèçúþíê-òîðà, ïîëó÷èì ñõåìó S2 . Íåíàäåæíîñòü ïîñòðîåííîé ñõåìû S2 óäîâëåòâîðÿåò íåðà-âåíñòâó
P (S2) ≤ ε2+(3ε2+19ε3)2(1−2ε)2+2ε(3ε2+19ε3)(1−2ε) ≤ ε2+7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300].Ñõåìà S2 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ñõåìîé A .Ïðèìåð 10. Êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1&x2, x1∨x2, x̄1} ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå, êàê è â ïðèìåðå 9.Ïðèìåð 11. Êîíñòàíòó 0 â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1&x2, x1∨x2, x̄1} ìîæíîðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A , ÷òî P (A) ≤ ε2 + 7ε3 ïðè ε ∈ (0, 1/300] .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â ðàññóæäåíèÿõèç ïðèìåðà 9 �óíêöèþ ∨ íà & .2. Íèæíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåìÏðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîèñêà íèæíåé îöåíêèíåíàäåæíîñòè ñõåì.Ëåììà 2 [3℄. Ïóñòü f(x̃) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîí-ñòàíòû, è S � ëþáàÿ ñõåìà, åå ðåàëèçóþùàÿ â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì áàçèñå
B . Ïóñòü ïîäñõåìà C ñõåìû S ñîäåðæèò âûõîä ñõåìû S è ðåàëèçóåò áóëå-âó �óíêöèþ f ′ ñ íåíàäåæíîñòüþ P (C) ≤ 1/2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç p1 ìèíèìóìâåðîÿòíîñòåé îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû C ïî òàêèì âõîäíûì íàáîðàì c̃ , ÷òî
f ′(c̃) = 0 . Àíàëîãè÷íî, ïóñòü p0 � ìèíèìóì âåðîÿòíîñòåé îøèáîê íà âûõîäåñõåìû C ïî òàêèì âõîäíûì íàáîðàì c̃ , ÷òî f ′(c̃) = 1 .Ïóñòü ã � âõîäíîé íàáîð �óíêöèè f(x̃) , òîãäà âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäåñõåìû S óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

P1(S, ã) ≥ p1, åñëè f(ã) = 0,

P0(S, ã) ≥ p0, åñëè f(ã) = 1.Çàìå÷àíèå 1 [3℄. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî P (S) ≥ max{p0, p1} .Â ñëó÷àå èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âõîäàõ èç ëåììû 2 è çàìå÷àíèÿ 1 ìîæíîâûâåñòè ðÿä ñëåäñòâèé.Ïóñòü â ëåììå 2 ïîäñõåìà C ñõåìû S , ðåàëèçóþùåé áóëåâó �óíêöèþ f(x̃) ,ñîñòîèò èç îäíîãî �óíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà E , ðåàëèçóþùåãî �óíêöèþ f ′ , çà-âèñÿùóþ íå áîëåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ñïðàâåäëèâîÑëåäñòâèå 1. Åñëè E � êîíúþíêòîð, òî äëÿ íåãî ïðè ε ∈ (0, 1/4] âåðîÿòíî-ñòè îøèáîê íà âûõîäå ðàâíû: P1(00) = ε2, P0(11) = 2ε−ε2, P1(01) = P1(10) = ε−ε2

(ïðè óñëîâèè, ÷òî ñõåìà S ðåàëèçóåò �óíêöèþ, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 0 ) .Ïðèìåíèì ëåììó 2 è ïîëó÷èì: p0 = 2ε−ε2 , p1 = ε2 . Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1
P (S) ≥ 2ε − ε2 .Â ñëó÷àå, êîãäà ñõåìà S ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 0 , òî ñîãëàñíî ëåììå 2 p0 = 0 ,
p1 = ε2, è òîãäà â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 äëÿ íåå P (S) ≥ ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/4] .Ñëåäñòâèå 2. Åñëè E � äèçúþíêòîð, òî îí ðåàëèçóåò �óíêöèþ, äâîéñòâåí-íóþ �óíêöèè èç ñëåäñòâèÿ 1, ïîýòîìó äëÿ íåãî: P (S) ≥ 2ε−ε2 (ïðè óñëîâèè, ÷òîñõåìà S ðåàëèçóåò �óíêöèþ, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 1 ) . Ñîîòâåòñòâåííî, âñëó÷àå, êîãäà ñõåìà S ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 1 , äëÿ íåå P (S) ≥ ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/4] .



160 Â.Â. ×Ó�ÓÍÎÂÀÑëåäñòâèå 3. Åñëè E � èìïëèêàòîð, òî äëÿ íåãî ïðè ε ∈ (0, 1/4] âåðîÿò-íîñòè îøèáîê íà âûõîäå ðàâíû: P0(00) = ε − ε2, P0(01) = ε2, P1(10) = 2ε − ε2

(ïðè óñëîâèè, ÷òî ñõåìà S ðåàëèçóåò �óíêöèþ, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 1) .Ïðèìåíèì ëåììó 2 è ïîëó÷èì: p1 = 2ε−ε2 , p0 = ε2 . Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1
P (S) ≥ 2ε − ε2 .Â ñëó÷àå, êîãäà ñõåìà S ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 1 , òî ñîãëàñíî ëåììå 2 p1 = 0 ,
p0 = ε2, è òîãäà èç çàìå÷àíèÿ 1 äëÿ ýòîé ñõåìû ñëåäóåò, ÷òî P (S) ≥ ε2 ïðè
ε ∈ (0, 1/4] .Ñëåäñòâèå 4. Åñëè E � àíòèèìïëèêàòîð, òî îí ðåàëèçóåò �óíêöèþ, äâîé-ñòâåííóþ �óíêöèè èç ñëåäñòâèÿ 3, , ïîýòîìó äëÿ íåãî P (S) ≥ 2ε − ε2 (ïðè óñëî-âèè, ÷òî ñõåìà S ðåàëèçóåò �óíêöèþ, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 0) . Ñîîòâåò-ñòâåííî, â ñëó÷àå, êîãäà ñõåìà S ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 0 , äëÿ íåå P (S) ≥ ε2 ïðè
ε ∈ (0, 1/4] .Ñëåäñòâèå 5. Åñëè E ðåàëèçóåò ýêâèâàëåíöèþ, òî äëÿ íåãî ïðè ε ∈ (0, 1/4]âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ðàâíû: P0(00) = P0(11) = P1(01) = P1(10) =
= 2ε − 2ε2 . Ïðèìåíèì ëåììó 2 è ïîëó÷èì: p1 = p0 = 2ε − 2ε2 . Òîãäà ñîãëàñíîçàìå÷àíèþ 1 P (S) ≥ 2ε − 2ε2 .Ñëåäñòâèå 6. Åñëè E � ñóììàòîðòîð, òî îí ðåàëèçóåò �óíêöèþ, äâîéñòâåí-íóþ �óíêöèè èç ñëåäñòâèÿ 5, ïîýòîìó äëÿ íåãî P (S) ≥ 2ε − 2ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/4] .Ñëåäñòâèå 7. Åñëè E � èíâåðòîð, òî äëÿ íåãî ïðè ε ∈ (0, 1/4] âåðîÿòíîñòèîøèáîê íà âûõîäå ðàâíû: P0(0) = P1(1) = ε . Ïðèìåíèì ëåììó 2 è ïîëó÷èì: p1 =
= p0 = ε . Òîãäà ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 P (S) ≥ ε .Ñëåäñòâèå 8. Åñëè E ðåàëèçóåò øòðèõ Øå��åðà, òî äëÿ íåãî ïðè ε ∈ (0, 1/4]âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ðàâíû: P0(00) = ε2, P1(11) = 2ε − 2ε2, P0(01) =
= P0(10) = ε − ε2 (ïðè óñëîâèè, ÷òî ñõåìà S ðåàëèçóåò �óíêöèþ, îòëè÷íóþ îòêîíñòàíòû 1) . Ïðèìåíèì ëåììó 2 è ïîëó÷èì: p1 = 2ε − 2ε2 , p0 = ε2 . Òîãäàñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 P (S) ≥ 2ε − 2ε2 .Â ñëó÷àå, êîãäà ñõåìà S ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 1 , òî ñîãëàñíî ëåììå 2 p1 = 0 ,
p0 = ε2, è òîãäà â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 äëÿ íåå P (S) ≥ ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/4] .Ñëåäñòâèå 9. Åñëè E ðåàëèçóåò ñòðåëêó Ïèðñà, �óíêöèþ, äâîéñòâåííóþ�óíêöèè èç ñëåäñòâèÿ 8, òî äëÿ íåãî P (S) ≥ 2ε − 2ε2 (ïðè óñëîâèè, ÷òî ñõåìà
S ðåàëèçóåò �óíêöèþ, îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 0) . Ñîîòâåòñòâåííî, â ñëó÷àå,êîãäà ñõåìà S ðåàëèçóåò êîíñòàíòó 0 , òî äëÿ íåå P (S) ≥ ε2 ïðè ε ∈ (0, 1/4] .Ñëåäñòâèå 10. Åñëè E � ýëåìåíò ãîëîñîâàíèÿ, òî äëÿ íåãî ïðè ε ∈ (0, 1/4]âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ðàâíû: P1(000) = P0(111) = 3ε2 − 2ε3, P1(001) =
= P1(010) = P0(011) = P1(100) = P0(101) = P0(110) = 2ε − 3ε2 + 2ε3 . Ïðèìåíèìëåììó 2 è ïîëó÷èì: p1 = p0 = 3ε2−2ε3 . Òîãäà (ïî çàìå÷àíèþ 1) : P (S) ≥ 3ε2−2ε3 .Ëåììà 3. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 1, xi, i = 1, . . . , n ,è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1|x2} . Òîãäà
P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 3 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 8, 10.Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèÿ 1�10, íàéäåì â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ áàçèñîâ íèæ-íþþ îöåíêó íåíàäåæíîñòè ñõåì.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1, x2, . . . , xn â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1|x2}ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, à êîíñòàíòó 1 � ñ íåíàäåæíîñòüþ íå ìåíåå
ε2 (ñëåäñòâèå 8).



Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÈÇ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 161Ëåììà 4. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 0, 1, xi, i = 1, . . . , n ,è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 → x2, x1 6→
→ x2} . Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 4 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 3, 4, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 →
→ x2, x1 6→ x2} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòû 0 è 1 � ñ íåíà-äåæíîñòüþ íå ìåíåå ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèÿ 3, 4).Ëåììà 5. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 1, xi, i = 1, . . . , n ,è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1 → x2, x1⊕x2} .Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 5 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 3, 6, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1 → x2, x1⊕
x2} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòó 1 � ñ íåíàäåæíîñòüþ íåìåíåå ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèå 3).Ëåììà 6. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 0, xi, i = 1, . . . , n ,è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1⊕x2, x1&x2, 1} .Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 6 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 1, 6, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn è êîíñòàíòó 1 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨
x2x3, x1 ⊕ x2, x1&x2, 1} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòó 0 � ñíåíàäåæíîñòüþ íå ìåíåå ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèå 1).Ëåììà 7. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 0, xi, i =
= 1, . . . , n , è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1 ∼
∼ x2, x1&x2, x1 ⊕ x2} . Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 7 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 1, 5, 6, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 ∼
∼ x2, x1&x2, x1⊕x2} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòó 0 � ñ íåíà-äåæíîñòüþ íå ìåíåå ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèå 1).Ëåììà 8. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 0, xi, i =
= 1, . . . , n , è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1 ∼
∼ x2, x1&x2, 0} . Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 8 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 1, 5, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn è êîíñòàíòó 0 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨
x2x3, x1 ∼ x2, x1&x2, 0} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî.Ëåììà 9. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 1, xi, i = 1, . . . , n ,è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 → x2, x̄1} .Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 9 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 3, 7, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1 → x2, x̄1}ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòó 1 � ñ íåíàäåæíîñòüþ íå ìåíåå
ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèå 3).Ëåììà 10. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 1, xi, i = 1, . . . , n ,è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 → x2, 0} .Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .



162 Â.Â. ×Ó�ÓÍÎÂÀÑïðàâåäëèâîñòü ëåììû 10 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 3, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn è êîíñòàíòó 0 â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨
x2x3, x1 → x2, 0} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòó 1 � ñ íåíà-äåæíîñòüþ íå ìåíåå ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèå 3).Ëåììà 11. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 1, xi, i = 1, . . . , n ,è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 ∨ x2, x̄1} .Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 11 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 2, 7, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn â áàçèñå {x1x2∨x1x3 ∨x2x3, x1 ∨x2, x̄1}ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòó 1 � ñ íåíàäåæíîñòüþ íå ìåíåå
ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèå 2).Ëåììà 12. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 0, 1, xi, i =
= 1, . . . , n , è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå {x1x2∨x1x3∨x2x3, x1∨
x2, x1&x2, x̄1} . Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 12 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 1, 2, 7, 10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn â áàçèñå {x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, x1 ∨
x2, x1&x2, x̄1} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî, êîíñòàíòû 0 è 1 � ñ íåíà-äåæíîñòüþ íå ìåíåå ε2 ïðè ε ≤ 1/4 (ñëåäñòâèå 1, 2).Ëåììà 13. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, f 6= 0, 1, xi, i =
= 1, . . . , n , è S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) â áàçèñå M

⋃
{x1x2∨x1x3∨x2x3} .Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε3 .Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 13 ñëåäóåò èç ñëåäñòâèé 1�10.Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè x1 , x2 , . . . , xn è êîíñòàíòû 0 è 1 â áàçèñå M

⋃
{x1x2 ∨

x1x3 ∨ x2x3} ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî.Ïîñêîëüêó íåíàäåæíîñòè äâîéñòâåííûõ ñõåì ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íàâõîäàõ ýëåìåíòîâ ðàâíû [3℄, òî äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ (ëåììû 3�12) ñïðàâåäëèâûâ áàçèñàõ, äâîéñòâåííûõ ðàññìîòðåííûì áàçèñàì äëÿ äâîéñòâåííûõ �óíêöèé.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ïóñòü B′ � îäèí èç áàçèñîâ B1 −B18 , M , ê êîòîðîìó äîáàâèëè �óíêöèþ ãîëî-ñîâàíèÿ g(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 . Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 4.Òåîðåìà 4. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/4] , f(x̃) � áóëåâà �óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò �óíê-öèé xi, i = 1, . . . , n, è êîíñòàíò 0, 1, à S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃) âáàçèñå B′ . Òîãäà P (S) ≥ 3ε2 − 2ε2 .Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî ñõåìû, ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3,è ðåàëèçóþùèå áóëåâû �óíêöèè f(x̃) , f 6= 0, 1, xi, i = 1, . . . , n , ÿâëÿþòñÿ àñèìïòî-òè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè è �óíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìï-òîòè÷åñêè ðàâíîé 3ε2 ïðè ε → 0 .Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå â ýòîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû (òåîðåìû 3 è 4) ñ ðåçóëüòàòàìèðàáîòû [1, 2℄ (òåîðåìû 1 è 2), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíî-ñòÿõ íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ ìåòîä ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàãîëîñîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ïî÷òè âñå �óíêöèè ñ áîëüøåé íàäåæíîñòüþïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì, ðàññìîòðåííûì â ðàáîòàõ[1, 2℄.
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