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Аннотация

Дан обзор теорем о накрывающих группах и их приложений. При рассмотрении на-
крывающего отображения из топологического пространства на топологическую группу
естественно возникает вопрос о подъеме групповой структуры с базы накрытия на его на-
крывающее пространство. Существуют ли на накрывающем пространстве групповые опе-
рации, после введения которых это пространство превращается в топологическую группу,
а исходное накрывающее отображение – в морфизм топологических групп? Всякое утвер-
ждение, в котором дается положительный ответ на этот вопрос для какого-либо класса
накрывающих отображений, называется теоремой о накрывающей группе. Представлены
основные этапы доказательства теоремы о накрывающей группе для конечнолистных
накрывающих отображений из связных топологических пространств на произвольные
компактные связные группы. Эта теорема и метод ее доказательства имеют целый ряд
интересных приложений в анализе, топологии и топологической алгебре. В настоящем
обзоре приведены результаты о накрытиях топологических групп, полученные примене-
нием этой теоремы или с использованием аппроксимационной конструкции, построенной
при ее доказательстве. К ним относятся теоремы, устанавливающие тесную связь между
конечнолистными накрытиями компактных связных абелевых групп и многочленами над
банаховыми алгебрами непрерывных функций, которые называются многочленами Вей-
ерштрасса. Говоря неформально, все конечнолистные накрытия компактных связных
абелевых групп определяются множествами нулей простых многочленов Вейерштрасса.
Рассмотрены связные накрытия P-адических соленоидов. Полное описание таких конеч-
нолистных накрытий получается с использованием упомянутой выше аппроксимацион-
ной конструкции. Описаны приложения теорем о накрывающих группах и их следствий
к исследованию структуры конечнолистных накрытий и к проблеме существования обоб-
щенных средних на топологических группах. Рассмотрены также приложения, связанные
со свойствами решений алгебраических уравнений с непрерывными коэффициентами.
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Введение

В статье представлен обзор теорем о накрывающих группах и их приложений
в анализе, топологии и топологической алгебре.

Пусть имеется накрывающее отображение p : X → G из топологического про-
странства X на топологическую группу G . При этом естественно поставить следу-
ющий вопрос о подъеме групповой структуры с базы накрытия G на накрывающее
пространство X .
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Существует ли на накрывающем пространстве накрытия p : X → G струк-
тура топологической группы такая, что ее групповые операции согласованы с ис-
ходной топологией пространства X, и накрытие p становится гомоморфизмом
топологических групп после введения этой структуры на X?

Структуру топологической группы на пространстве X , указанную в этом во-
просе, называют накрывающей группой. Получающийся после введения этой струк-
туры непрерывный гомоморфизм топологических групп p : X → G называется
накрывающим гомоморфизмом.

Мотивацией к решению задач, рассматриваемых в обзоре, послужил ряд фактов
из топологической алгебры и функционального анализа.

Важнейшим источником для начала исследований накрывающих отображений
из топологических пространств на топологические группы является классическая
теорема Понтрягина о накрывающей группе [1, теорема 79], дающая положитель-
ный ответ на вопрос о поднятии групповой структуры для накрытий связных
локально линейно связных групп. В ходе дальнейшего изложения аналогичные
результаты для различных классов накрывающих отображений будут называться
теоремами о накрывающих группах. Таким теоремам посвящена первая половина
обзора. В ней, в частности, подробно обсуждается теорема о накрывающей группе
для конечнолистных накрывающих отображений из связных топологических про-
странств на компактные связные группы, которые, вообще говоря, не являются
локально связными. Эта теорема и метод ее доказательства имеют целый ряд
приложений в различных областях математики. Важную роль в изучении на-
крывающих групп и гомоморфизмов играют накрывающие отображения, кото-
рые являются оверлеями. Этот факт отражен в тексте при обсуждении теорем
о накрывающих группах для оверлеев над топологическими группами.

Другим источником для начала исследований, результаты которых представ-
лены в данном обзоре, служит теория многочленов и алгебраических уравнений
с функциональными коэффициентами. В работах В.Л. Хансена [2, 3] многочлены
с непрерывными коэффициентами называются многочленами Вейерштрасса.
Понятие многочлена Вейерштрасса связано с подготовительной теоремой Вейер-
штрасса из теории голоморфных функций от нескольких переменных [4]. Говоря
неформально, эта теорема сводит изучение геометрии множества нулей голоморф-
ной функции от n + 1 переменной к рассмотрению множества нулей унитарного
многочлена относительно одной из переменных. Коэффициентами этого много-
члена являются голоморфные функции от оставшихся n переменных.

Во второй половине обзора обсуждаются результаты о накрытиях групп, по-
лученные как с применением самой теоремы о накрывающей группе для конечно-
листных накрывающих отображений из связных топологических пространств на
произвольные компактные связные группы, так и с использованием аппроксима-
ционной конструкции, построенной при ее доказательстве.

К этим результатам относятся теоремы, устанавливающие тесную связь между
накрытиями абелевых групп и многочленами Вейерштрасса. Нестрого говоря,
эти теоремы утверждают следующее. Всякое конечнолистное накрытие компакт-
ной связной абелевой группы определяется нулями простого многочлена Вейер-
штрасса. Более того, каждое такое связное накрытие определяется многообразием
Вейерштрасса, задаваемым нулями конечного набора двучленов, коэффициентами
которых являются характеры базы накрытия.

Весьма содержательный и интересный класс компактных связных не локаль-
но связных абелевых групп образуют P-адические соленоиды. Впервые соленоиды
появились в работах Л. Вьеториса [5], Б.Л. ван дер Вардена и Д. ван Данцига [6–8]
в первой трети прошлого столетия. Для заданной произвольной последователь-
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ности простых чисел P = ( p1, p2, p3, . . .) существуют различные эквивалентные
способы определения P-адического соленоида ΣP (см., например, [9, с. 286], [10,
(10.12)]). Его стандартное геометрическое описание следующее. В трехмерном про-
странстве рассмотрим полноторие T1 , полученное вращением диска вокруг неко-
торой оси. Второй экземпляр T2 такого же полнотория, наматывая p1 раз вокруг
оси T1 , вложим в T1 . Третий экземпляр полнотория T3 , наматывая p2 раза вокруг
оси T2 , вложим в T2 . В результате такого действия полноторие T3 намотано p1p2

раза вокруг оси T1 . Продолжая этот процесс, мы получаем бесконечную после-
довательность вложенных друг в друга полноторий, пределом которой является
P-адический соленоид ΣP . Соленоиды играют важную роль в нашем изложе-
нии, в том числе для построения примеров. В работе рассматриваются связные
накрытия P-адических соленоидов. Полное описание таких конечнолистных на-
крытий получается с использованием упомянутой выше аппроксимационной кон-
струкции, а именно: всякое конечнолистное связное накрывающее отображение на
P-адический соленоид эквивалентно эндоморфизму возведения в степень элемен-
тов этого соленоида.

В настоящем обзоре приводятся приложения теорем о накрывающих группах к
исследованию структуры конечнолистных накрытий и к проблеме существования
обобщенных средних на топологических группах. Напомним, что для натураль-
ного числа n , которое больше единицы, n-средним, или обобщенным средним, на
топологическом пространстве X называется непрерывное идемпотентное симмет-
ричное отображение из n-й декартовой степени X в пространство X . Изучение
средних началось в 1930 г. со статьи А.Н. Колмогорова [11] и было продолжено
рядом авторов в связи с различными аналитическими и арифметическими зада-
чами. В статье также обсуждаются приложения, связанные со свойствами решений
алгебраических уравнений с функциональными коэффициентами.

1. Предварительные сведения

Все топологические пространства, рассматриваемые в статье, предполагаются
хаусдорфовыми. Множество всех натуральных чисел обозначим через N , простран-
ство всех комплексных чисел, снабженное естественной топологией, – через C , де-
картово произведение m экземпляров пространства C , где m ∈ N , – через Cm .
Единичная окружность {z ∈ C : |z| = 1} рассматривается как подпространство
в C с естественными групповыми операциями и обозначается через S1 . Значок

⊔
обозначает дизъюнктное объединение множеств.

За исключением отображения в примере 2 мы будем иметь дело с накрываю-
щими отображениями на связные пространства. Как известно, и это легко пока-
зать, каждое такое отображение является k-листным накрытием для некоторого
кардинального числа k . Напомним, что сюръективное непрерывное отображение
p : X → Y между топологическими пространствами X и Y называется k-листным
накрывающим отображением, или k-листным накрытием, если оно обладает сле-
дующим свойством. Существуют множество индексов I мощности k и открытое
покрытие W = {W} пространства Y такие, что полный прообраз p−1(W ) каждого
множества W ∈ W разбивается в пространстве X на непересекающиеся открытые
множества Wi , i ∈ I , то есть имеет место равенство

p−1(W ) =
⊔

i∈I

Wi, (1)

при этом для каждого индекса i ∈ I отображение p|Wi : Wi → W, представляю-
щее собой ограничение отображения p на Wi , является гомеоморфизмом. В этом
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случае X называется накрывающим пространством, а Y – базой накрываю-
щего отображения p . Мощность k множества индексов I называется кратностью
отображения p . В зависимости от того, конечна или бесконечна эта кратность,
отображение p : X → Y называется соответственно конечнолистным или беско-
нечнолистным накрытием. Элементы покрытия W называются правильно (или
ровно) накрытыми окрестностями. Семейство открытых множеств {Wi : i ∈ I} в
(1) называется разбиением полного прообраза p−1(W ) на слои. Накрывающее отоб-
ражение между связными пространствами будет называться связным. Напомним,
что всякое накрывающее отображение является локальным гомеоморфизмом.

Накрывающие отображения p : X → Y и q : Z → Y называются изоморфными
(или эквивалентными), если существует гомеоморфизм ρ : X → Z такой, что
диаграмма

X
ρ //

p

ÃÃ@
@@

@@
@@

@@
@@

@ Z

q

ÄÄ~~
~~

~~
~~

~~
~~

Y

коммутативна, то есть p = q ◦ ρ .
Конечнолистное накрывающее отображение p : X → Y называется тривиаль-

ным, если оно изоморфно проекции декартова произведения X × {1, . . . , k} на
первую координату, где k ∈ N .

Для n ∈ N топологическая сумма пространств X1 ,. . . ,Xn обозначается через
X1⊕ · · ·⊕Xn или

⊕n
j=1 Xj . Для топологических пространств X1 ,. . . ,Xn и Y , где

X1 ,. . . ,Xn не пересекаются, комбинацией отображений fj : Xj → Y , j = 1, . . . , n ,
будет называться отображение, задаваемое формулой

f1O . . . Ofn : X1 ⊕ · · · ⊕Xn → Y : x 7→ fj(x),

где x ∈ Xj . Для двух семейств X1, . . . , Xn и Y1, . . . , Yn , каждое из которых состоит
из непересекающихся пространств, и набора отображений fj : Xj → Yj , j = 1, . . . n ,
формулой

f1 ⊕ · · · ⊕ fn : X1 ⊕ · · · ⊕Xn → Y1 ⊕ · · · ⊕ Yn : x 7→ fj(x),

где x ∈ Xj , j = 1, . . . , n , определяется сумма отображений f1, . . . , fn .
Необходимые сведения из теории обратных спектров (или систем) и их обрат-

ных пределов содержатся, например, в книгах [9, гл. VIII, § 3] и [12, § 2.5].
Пусть k ∈ N . Аддитивная группа G называется k-делимой, если для любого

элемента g ∈ G существует элемент h ∈ G такой, что выполняется равенство
kh = g. При этом также говорят, что группа G допускает деление на k или что
в группе G возможно деление на k .

Сведения о теории двойственности Понтрягина – ван Кампена можно посмот-
реть в [1, гл. 6] и [10, гл. 6]. Характером компактной абелевой группы G назы-
вается непрерывный гомоморфизм из группы G в группу S1 . Дискретная группа
всех характеров группы G обозначается через Ĝ . Для непрерывного гомомор-
физма ϕ : G1 → G2 между компактными абелевыми группами G1 и G2 через
ϕ̂ : Ĝ2 → Ĝ1 обозначается двойственный гомоморфизм между группами их ха-
рактеров, действующий по правилу ϕ̂(χ) = χ ◦ ϕ, где χ – произвольный характер
группы G2 .

Для компактного пространства X через C(X) обозначается банахова алгебра
комплекснозначных непрерывных функций на X c поточечными операциями сло-
жения и умножения и равномерной нормой.
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2. Теоремы о накрывающих группах

В этом разделе рассмотрим теоремы о накрывающих группах для различных
классов накрывающих отображений. Сначала остановимся на теореме Понтрягина
о накрывающей группе. Далее рассмотрим конечнолистные накрытия на компакт-
ные связные группы и соответствующие им теоремы. Подробнее остановимся на
доказательстве теоремы о накрывающей группе для конечнолистных накрываю-
щих отображений из связных пространств на произвольные компактные связные
группы. Это связано с тем, что, помимо самостоятельного интереса, эта теорема и
аппроксимационная конструкция, построенная для ее доказательства, нашли при-
ложения для решения ряда задач из различных областей математики. В конце
раздела обсуждаются оверлеи над топологическими группами и соответствующие
им теоремы о накрывающих группах.

2.1. Теорема Понтрягина для локально связных групп. Как было от-
мечено во введении, в случае накрывающих отображений между связными и ло-
кально линейно связными топологическими пространствами положительный ответ
на вопрос о подъеме групповой структуры был дан Л.С. Понтрягиным в форму-
лируемой ниже теореме [1, теорема 79].

Теорема 1. Пусть p : X → G – накрывающее отображение из линейно связ-
ного топологического пространства X на связную локально линейно связную
топологическую группу G с единичным элементом e . Тогда для каждой точ-
ки x0 ∈ p−1(e) существует единственная структура топологической группы
на пространстве X такая, что точка x0 является ее единичным элементом,
а p : X → G становится гомоморфизмом топологических групп. Более того,
если группа G абелева, то отображение p является гомоморфизмом абелевых
групп.

Для доказательства этой теоремы используются факты классической теории
накрывающих пространств и фундаментальной группы, в частности методы этой
теории для решения задач подъема отображений в накрывающие пространства.

Как известно, так называемые задачи подъема и двойственные им задачи про-
должения, отражающие специфику объектов и морфизмов исследуемых категорий,
в той или иной форме возникают во многих областях математики (см., напри-
мер, [13, предисловие, гл. III]).

При изучении вопроса о подъеме групповой структуры приходится, в частности,
решать следующую задачу подъема. Можно ли определить непрерывное умноже-
ние mX в X , являющееся «подъемом» относительно накрытия p непрерывного
отображения f : X ×X → G из декартова квадрата пространства X в G , которое
задается формулой

f(x, y) = p(x)p(y), x, y ∈ X?

Это означает, что нужно построить умножение mX , делающее диаграмму

X

p

²²
X ×X

f //

mX

;;w
w

w
w

w
w

w
w

w
G
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коммутативной, то есть должно выполняться равенство p ◦mX = f . Решить эту
задачу подъема методами классической теории накрытий позволяет «хорошее» то-
пологическое строение пространств X и G , а именно их связность и локальная
линейная связность [1, § 51], [14, гл. 5]. Напомним, что последние два свойства
влекут линейную связность пространств.

Под теоремой Понтрягина всюду в настоящей работе имеется в виду теорема 1.
Из нее, в частности, следует существование накрывающей группы для накрываю-
щего отображения из линейно связного пространства на группу Ли. В книге [1, § 51]
эта теорема используется для изучения универсальных накрывающих групп.

Доказательство теоремы о накрывающей группе для накрытия с односвязным
накрывающим пространством содержится в книгах К. Шевалле [15, гл. II, § VIII]
и М.А. Наймарка [16, гл. VIII, § 3].

В 2002 г. А. Кларк [17] доказал теорему о накрывающей группе для расслоения
над тором с нульмерным слоем, предположив при этом, что расслоенное простран-
ство является континуумом со свойством однородности. В своем доказательстве
он использовал действие аддитивной группы конечномерного вещественного про-
странства на расслоенном пространстве.

2.2. Накрывающие группы для соленоидальных групп. Теорема Понт-
рягина стоит у истоков исследований вопроса о подъеме групповой структуры на
накрывающие пространства, которые проводились в недавнее время несколькими
авторами. Результаты этих исследований представим ниже.

Естественно было поставить указанный вопрос в случае накрывающих отобра-
жений, у которых топологии накрывающих пространств и баз устроены сложнее,
чем соответствующие топологии у накрывающих отображений, фигурирующих
в теореме Понтрягина.

Первый шаг в изучении вопроса о подъеме групповой структуры относительно
накрытия, у которого накрывающее пространство и база не являются, вообще го-
воря, ни линейно связными, ни локально связными, был сделан в 2000 г. в ста-
тье [18]. В ней рассматривались конечнолистные накрывающие отображения из
связных пространств на компактные соленоидальные группы.

Напомним [10, (9.2)], что топологическая группа G называется соленоидальной,
если существует непрерывный гомоморфизм τ : R → G из аддитивной группы
вещественных чисел с естественной топологией R в G такой, что однопараметри-
ческая группа τ(R) плотна в G .

Хорошо известно (см., например, [10, § 25]), что соленоидальные группы могут
быть охарактеризованы в различных терминах. В частности, в теории топологи-
ческих групп доказывается, что компактная абелева группа соленоидальна тогда
и только тогда, когда группа ее характеров изоморфна подгруппе группы всех
вещественных чисел с дискретной топологией [10, теорема (25.18)(iii)].

Используя естественно возникающее действие группы R на накрывающем про-
странстве компактной связной соленоидальной группы, авторы работы [18] дока-
зали следующую теорему о накрывающей группе для связных конечнолистных
накрытий компактных соленоидальных групп.

Теорема 2. Пусть p : X → S – конечнолистное накрывающее отображение
из связного топологического пространства X на компактную соленоидальную
группу S с единичным элементом e . Тогда для каждой точки x0 ∈ p−1(e) су-
ществует единственная структура топологической группы на пространстве X
такая, что точка x0 является ее единичным элементом, а p : X → S стано-
вится гомоморфизмом топологических групп.
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2.3. Накрывающие группы для произвольных связных групп. В ста-
тье [19] были анонсированы идея доказательства теоремы о накрывающей группе
для связных конечнолистных накрытий компактных групп, а также ее приложе-
ния. Эта теорема формулируется следующим образом.

Теорема 3. Пусть p : X → G – конечнолистное накрывающее отображе-
ние из связного пространства X на компактную группу G с единичным элемен-
том e . Тогда для любой точки x0 ∈ p−1(e) существует единственная структура
топологической группы на пространстве X такая, что точка x0 является ее
единичным элементом, а p : X → G становится гомоморфизмом компактных
групп. Более того, если группа G абелева, то отображение p – гомоморфизм
абелевых групп.

Детальное изложение доказательства теоремы 3 содержится в работах [20, 21].
Таким образом, утверждение теоремы 2 было распространено на произвольные
компактные связные группы.

Независимое доказательство теоремы, которая аналогична теореме 3, было
опубликовано в 2006 г. в статье В. Матиевич и К. Эды [22, лемма 2.9, теорема 2.13
(1)].

В работах [19–22] для доказательства теоремы о накрывающей группе использу-
ется идея, восходящая к работе П.С. Александрова [23], об аппроксимации сложных
топологических объектов более простыми и попытке переноса некоторых свойств
вторых объектов на первые. Со временем эта идея оформилась в понятия обратного
спектра и обратного предела.

Эти понятия, а также двойственные к ним понятия прямого спектра и прямого
предела занимают исключительно важные места в современной математике, осо-
бенно в алгебре, анализе и топологии. Они носят общекатегорный характер и позво-
ляют строить новые объекты и использовать развитую технику теории категорий
и функторов.

Важной вехой в истории применения обратных спектров, имеющей непосред-
ственное отношение к доказательству теоремы 3, стало глубокое исследование
Л.С. Понтрягиным и А. Вейлем структуры топологических групп с использова-
нием аппроксимации их группами Ли.

В статье [24, с. 220] отмечается, что Л.С. Понтрягин первым применил несчет-
ные обратные спектры в виде так называемых рядов Ли {Gλ, πµ

λ , Λ } , то есть
вполне упорядоченных спектров, состоящих из групп Ли, и показал, что компакт-
ная группа G является обратным пределом ряда Ли. Доказательство теоремы 3
в работах [19–21] начинается с обращения к этому факту. А именно, для заданного
k-листного накрывающего отображения p : X → G , k ∈ N , удовлетворяющего
условиям теоремы 3, в категории компактных групп и их непрерывных гомомор-
физмов рассматривается обратный спектр {Gλ, πµ

λ , Λ } над направленным вверх
множеством (Λ,≺) такой, что имеет место изоморфизм

(G, {πλ}) w lim←−{Gλ, πµ
λ , Λ } .

Отметим, что в этом обратном спектре все группы Gλ являются компактными
связными группами Ли, а значит, локально линейно связными. Все связующие мор-
физмы πµ

λ : Gµ → Gλ , где λ ≺ µ , и проекции πλ : G → Gλ являются открытыми
сюръективными отображениями. Более того, если заданная группа G абелева, то и
каждая группа Gλ будет абелевой (см., например, [25, §25], [26, предложение 1.33]).

В следующем предложении утверждается, что накрытие p : X → G аппрок-
симируется k-листными накрытиями групп Gλ , где индекс λ пробегает некоторое
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подмножество конфинальное в множестве Λ . Это предложение имеет самостоя-
тельный интерес, в том числе, с категорной точки зрения.

Предложение 1. Существуют обратный спектр {Xλ, hµ
λ, Λ′} , состоящий из

компактных пространств и их непрерывных отображений, над конфинальным
подмножеством Λ′ ⊂ Λ и семейство k-листных связных накрывающих отоб-
ражений {pλ : Xλ → Gλ | λ ∈ Λ′} , удовлетворяющие следующим условиям.
Семейство {pλ | λ ∈ Λ′} является морфизмом между обратными спектрами
компактных пространств {Xλ, hµ

λ, Λ′} и {Gλ, πµ
λ ,Λ′} , и его предельный морфизм

lim←−{pλ | λ ∈ Λ′} : lim←−{Xλ, hµ
λ, Λ′ } → lim←−{Gλ, πµ

λ , Λ′ } (2)

совпадает с точностью до изоморфизма с исходным накрытием p : X → G .

Второе условие в предложении 1 означает, что существуют гомеоморфизмы
ρ : X → lim←−{Xλ, hµ

λ, Λ′ } и σ : G → lim←−{Gλ, πµ
λ , Λ′ } такие, что диаграмма

X

p

²²

ρ // lim←−{Xλ, hµ
λ, Λ′ }

lim←−{pλ|λ∈Λ′}

²²
G

σ // lim←−{Gλ, πµ
λ , Λ′ }

(3)

коммутативна.
Далее, морфизм {pλ | λ ∈ Λ′} : {Xλ, hµ

λ, Λ′} → {Gλ, πµ
λ , Λ′} обратных спектров

компактных пространств и их непрерывных отображений превращается в морфизм
обратных спектров компактных групп и их непрерывных гомоморфизмов. Это де-
лается следующим образом.

Сначала фиксируется точка x0 ∈ p−1(e) . Затем для каждого индекса λ ∈ Λ′

точка x0 используется для выбора в пространстве Xλ точки xλ , которая лежит
в полном прообразе единицы группы Gλ под действием k-листного накрывающего
отображения pλ : Xλ → Gλ . Применение теоремы Понтрягина к каждому отоб-
ражению pλ с фиксированной точкой xλ ∈ Xλ из слоя над единицей группы Gλ ,
где λ ∈ Λ′ , позволяет наделить пространство Xλ структурой компактной груп-
пы такой, что накрывающее отображение pλ становится морфизмом компактных
групп. При этом если группа G абелева, то группа Gλ тоже абелева, и, по теореме
Понтрягина, pλ является гомоморфизмом между абелевыми группами Xλ и Gλ .

После этого доказывается, что все связующие отображения hµ
λ : Xµ → Xλ

обратного спектра {Xλ, hµ
λ, Λ′ } становятся гомоморфизмами компактных групп.

С этой целью для фиксированной пары индексов λ, µ ∈ Λ′ , удовлетворяющей со-
отношению λ ≺ µ , рассматривается задача подъема отображения

F : Xµ ×Xµ → Gλ : (x, y) 7→ pλ◦hµ
λ(xy),

где x, y ∈ Xµ , относительно конечнолистного накрывающего отображения ком-
пактных связных групп pλ : Xλ → Gλ :

Xλ

pλ

²²
Xµ ×Xµ

F //

;;w
w

w
w

w
w

w
Gλ

. (4)
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Коммутативность следующей диаграммы (гарантируемая предложением 1)

Xλ

pλ

²²

Xµ

hµ
λoo

pµ

²²
Gλ Gµ

πµ
λoo

,

в которой отображения pλ , pµ и πµ
λ являются непрерывными гомоморфизмами

компактных групп, позволяет показать, что оба отображения F1 и F2 , задаваемые
формулами

F1 : Xµ ×Xµ → Xλ : (x, y) 7→ hµ
λ(xy);

F2 : Xµ ×Xµ → Xλ : (x, y) 7→ hµ
λ(x)hµ

λ(y),

где x, y ∈ Xµ , являются решениями задачи подъема (4), то есть выполняются
следующие равенства отображений:

pλ ◦ F1 = F, pλ ◦ F2 = F. (5)

Поскольку декартово произведение Xµ ×Xµ является связным пространством, из
(5) и из свойства единственности для поднятий относительно накрытий [27, гл. 2,
§ 2, теорема 2] вытекает равенство отображений F1 = F2, которое и означает, что
связующее отображение hµ

λ : Xµ → Xλ является гомоморфизмом групп.
Таким образом, семейство

{pλ | λ ∈ Λ′} : {Xλ, hµ
λ,Λ′} → {Gλ, πµ

λ , Λ′}

становится морфизмом обратных спектров в категории компактных групп и их
морфизмов. Поэтому определяемый им предельный морфизм (2) является гомо-
морфизмом компактных групп. В случае абелевой группы G предельные группы
lim←−{Xλ, hµ

λ,Λ′ } и lim←−{Gλ, πµ
λ , Λ′ } тоже абелевы.

Далее, свойства объектов и морфизмов в диаграмме (3) позволяют наделить
накрывающее пространство X требуемой групповой структурой.

Наконец, остается заметить, что единственность построенной групповой струк-
туры следует из упомянутого выше свойства единственности для поднятий отоб-
ражений на накрывающие пространства [27, гл. 2, § 2, теорема 2].

В [28] приводится доказательство теоремы 3 с использованием лишь одного
k-листного накрытия pλ : Xλ → Gλ из предложения 1, где λ ∈ Λ′ . В этом доказа-
тельстве групповая операция умножения на накрывающем пространстве X зада-
ется аналитически с помощью формулы (см. [28, формула (12)]), в записи которой
участвует целый ряд функций. Этими функциями являются групповое умножение
на накрывающем пространстве Xλ , вводимое c помощью теоремы Понтрягина, и
отображения, построенные в ходе доказательства предложения 1, среди которых
присутствует отображение вложения накрывающего пространства X в декартово
произведение X × Cm для некоторого m ∈ N .

В работе [22] для доказательства теоремы о накрывающей группе, являющей-
ся аналогом теоремы 3, использовалось аппроксимационное построение из статьи
С. Мардешича и В. Матиевич [29] по теории оверлеев и теорема Понтрягина. Ре-
зультаты о накрывающих отображениях на топологические группы в обсуждаемой
статье собраны в следующей теореме о накрывающей группе [22, теорема 2.13].
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Теорема 4. Пусть G – компактная связная группа. Тогда справедливы сле-
дующие утверждения:

(1) Всякое конечнолистное накрывающее отображение из связного простран-
ства на G эквивалентно накрывающему гомоморфизму из компактной связной
группы. Более того, если G абелева, то область определения накрывающего го-
моморфизма тоже абелева компактная группа.

(2) Пусть даны конечнолистные накрывающие гомоморфизмы p : X → G
и p′ : X ′ → G . Они эквивалентны тогда и только тогда, когда они эквивалентны
как топологические гомоморфизмы.

Ниже приводятся два примера, показывающие, что утверждение теоремы 3 пе-
рестает быть верным, если в ней отказаться от предположения о связности накры-
вающего пространства или базы накрытия.

Пример 1. Пусть X1 = S1 × {1} и X2 = S1 × {2} . Для k = 1, 2 рассмотрим
k-листное накрывающее отображение pk , задаваемое формулой

pk : Xk → S1 : (z, k) 7→ zk, z ∈ S1,

а также комбинацию отображений p1 и p2

p15p2 : X1⊕X2 → S1.

Ясно, что комбинация p15p2 является трехлистным накрывающим отображе-
нием на окружность S1 с несвязным накрывающим пространством X1⊕X2 .

Утверждается, что структура топологической группы из базы S1 не под-
нимается на накрывающее пространство X1⊕X2 .

Доказательство. Для получения противоречия предположим, что на топо-
логической сумме X1⊕X2 существует структура топологической группы, превра-
щающая накрывающее отображение p15p2 в непрерывный гомоморфизм групп.

Пусть единичный элемент группы X1⊕X2 лежит в слагаемом X2 . Ясно, что
для каждого элемента y ∈ X1 справедливо равенство X1 = yX2. Из него сле-
дует, что ограничения гомоморфизма p15p2 на X1 и X2 , совпадающие с p1 и p2

соответственно, имеют одинаковые кратности. Но это неверно.
Случай, когда единица группы X1⊕X2 принадлежит слагаемому X2 анало-

гично приводит к противоречию. Таким образом, утверждение доказано.

Пример 2. Обозначим через Y топологическое пространство X1⊕X2 из
предыдущего примера. Рассмотрим еще два пространства

Yj := Y × {j}, j = 0, 1,

и два отображения qj , определяемые формулой

qj : Yj → S1 × {j} : (y, j) 7→ (p15p2(y), j), y ∈ Y, j = 0, 1.

Пусть Z2 = {0, 1} – дискретная группа порядка два, а S1 × Z2 – прямое про-
изведение групп. Нетрудно видеть, что для накрывающего отображения

q0⊕q1 : Y0⊕Y1 → S1 × Z2

ответ на вопрос о подъеме групповой структуры на накрывающее пространство
отрицательный.
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Вопрос о подъеме групповой структуры с базы накрытия несвязной топологи-
ческой группы рассматривается в работах [30, 31]. В них, в частности, обсуждается
в терминах когомологий препятствие к подъему групповой структуры.

В 2013 г В. Матиевич и К. Эда [32] показали существенность условия конечно-
листности накрытия для положительного ответа на вопрос о подъеме групповой
структуры на накрывающее пространство компактной связной группы. О соответ-
ствующем примере будет сказано в п. 3.3.

2.4. Оверлеи над топологическими группами. В работах [20, 21] была
сформулирована гипотеза С.А. Богатого о справедливости утверждения теоремы
о накрывающей группе для оверлеев, базами которых являются связные тополо-
гические группы.

Теорию оверлеев создал в 1972 г. Р. Фокс [33, 34] с целью переноса фактов клас-
сической теории накрывающих пространств на накрытия произвольных связных
метрических пространств. При этом он использовал идеи теории шейпов. T. Мур
продолжил изучение оверлеев в [35]. В работе [29] теория оверлеев была распро-
странена на все связные пространства.

Напомним (см., например, [33, 36]), что k-листное накрывающее отображение
p : X → Y называется k-листным оверлеем над Y , если существует открытое
покрытие W пространства Y правильно накрытыми окрестностями, удовлетво-
ряющее следующему свойству. Если V, W ∈ W и V

⋂
W 6= ∅ , то слои Vi и Wj

в разложениях (1) прообразов p−1(V ) и p−1(W ) соответственно, где i, j ∈ I ,
можно так заиндексировать элементами множества I мощности k , что соотно-
шение Vi

⋂
Wj 6= ∅ влечет равенство индексов i = j . Если пространства X и Y

связны, то мы будем называть p связным оверлеем.
В статье [34] построено бесконечнолистное накрывающее отображение, не яв-

ляющееся оверлеем. Аналогичный пример приводится в [37]. Однако заметим, что
накрытие является оверлеем в таких важных случаях, когда база накрывающего
отображения локально связна или когда накрытие конечнолистно [34, 35] (см.
также [29, 36]).

Далее отметим, что всякий накрывающий гомоморфизм между топологиче-
скими группами является оверлеем. Этот факт содержится в формулировке сле-
дующего утверждения [32, теорема 2.2] (см. также [38, следствие 3.8]).

Предложение 2. Пусть p : H → G – непрерывный эпиморфизм между топо-
логическими группами H и G . Если существует открытая окрестность A ⊆ H
единицы eH ∈ H и открытая окрестность B ⊆ G единицы eG ∈ G такие, что
ограничение p|A : A → B является гомеоморфизмом, то p – k-листный оверлей,
где k – мощность ядра гомоморфизма p . В частности, каждый накрывающий
гомоморфизм является оверлеем.

В 2013 г. В. Матиевич, К. Эда [32] и Я. Дыдак [38] в 2016 г. доказали теорему о
накрывающей группе для оверлеев над компактными связными топологическими
группами (см. [32, теорема 2.4, следствие 2.5], [38, следствие 8.4]). Справедлив сле-
дующий результат [38, следствие 8.4].

Теорема 5. Пусть p : X → G – оверлей из связного пространства X на
компактную связную группу G . Тогда на накрывающем пространстве X суще-
ствует структура топологической группы, превращающая p в гомоморфизм то-
пологических групп, а его ядро – в конечно порожденную абелеву подгруппу в X .

В работе [38] предложен подход к определению оверлеев, который напоминает
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определение паракомпактных пространств через сильно звездно вписанные откры-
тые покрытия. При этом даются две характеризации оверлеев, которые, в частно-
сти, позволяют включить в формулировку теоремы 5 утверждение о ядре накры-
вающего гомоморфизма. Отметим также, что такой подход позволяет дать простое
доказательство того, что бесконечнолистное накрывающее отображение из [34] не
является оверлеем (см. [38, разд. 2]).

Дальнейшее глубокое исследование вопроса о подъеме групповой структуры
на накрывающие пространства групп проведено в 2017 г. в статье В. Матиевич
и К. Эды [39]. Целью этой статьи являлось обобщение ранее полученных теорем
о накрывающих группах для накрытий локально линейно связных топологических
групп и для оверлеев над компактными связными группами. Для достижения этой
цели авторы ввели новое понятие p-компактно связного накрывающего простран-
ства и его локальную версию.

Пусть p : X → Y – накрывающее отображение топологических пространств.
Если для любых точек a, b ∈ X существует (открытое) связное подмножество C
в X такое что a, b ∈ C , и замыкание множества p(C) компактно в Y , то про-
странство X называется p-компактно (открыто) связным. Накрывающее про-
странство X называется локально p-компактно связным, если для любой точки
a ∈ X и любой окрестности U точки a существует окрестность V этой точки
такая, что для каждой точки b ∈ V найдется замкнутое подмножество C в U ,
которое содержит обе точки a и b и для которого замыкание множества p(C) ком-
пактно в Y (см. разд. 2 [39], где обсуждаются эти понятия). Заметим лишь, что
у накрывающего отображения p : X → Y из связного пространства X на ком-
пактное пространство Y его накрывающее пространство X является p-компактно
(открыто) связным. Более того, в статье [39, лемма 3.12] доказывается

Предложение 3. Пусть p : X → G – накрывающее отображение из связного
топологического пространства X на локально компактную группу G . Тогда X
является p-компактно открыто связным пространством.

Для связного оверлея p : X → G , у которого накрывающее пространство X
является p-компактно открыто связным, имеет место следующая теорема о на-
крывающей группе (см. [39, теорема 1.1, следствие 3.11]).

Теорема 6. Пусть p : X → G – оверлей из связного пространства X на
топологическую группу G и пусть точка x0 ∈ X такая, что p(x0) – единица
группы G . Если X является p-компактно открыто связным пространством,
то на нем существует умножение · такое, что (X, ·) – топологическая группа
с единицей x0 , а p – гомоморфизм групп. Более того, если x?

0 ∈ X – другая точка,
образ p(x?

0) которой является единицей группы G , то топологическая группа
(X, ·?) изоморфна группе (X, ·) , где ·? обозначает операцию умножения на X
с единицей x?

0 . Более того, если группа G абелева, то отображение p : (X, ·) → G
является гомоморфизмом абелевых групп.

Для связного накрывающего отображения p : X → G , у которого накрывающее
пространство X является локально p-компактно связным, справедлив следующий
аналог теоремы 6 (см. [39, теорема 1.2, следствие 3.11]).

Теорема 7. Пусть p : X → G – накрывающее отображение из связного про-
странства X на топологическую группу G и пусть точка x0 ∈ X такая, что
p(x0) – единица группы G . Если X является локально p-компактно связным
пространством, то на нем существует умножение · такое, что (X, ·) – то-
пологическая группа с единицей x0 , а p – гомоморфизм групп. Более того, если
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x?
0 ∈ X – другая точка, образ p(x?

0) которой является единицей группы G , то
топологическая группа (X, ·?) изоморфна группе (X, ·) , где “ ·? ” обозначает опе-
рацию умножения на X с единицей x?

0 . Более того, если группа G абелева, то
отображение p : (X, ·) → G является гомоморфизмом абелевых групп.

Накрывающие группы при доказательстве теорем 6 и 7 строятся с помощью под-
нятия цепей открытых множеств. Как отмечают авторы статьи [39, разд. 3], при
этом они следовали идее доказательства теоремы Понтрягина для связных и ло-
кально линейно связных пространств, где требуемая групповая структура вводится
с помощью поднятия путей.

Из предложения 3 и теоремы 6 немедленно следует существование накрыва-
ющей группы в накрывающем пространстве оверлея над локально компактной
группой [39, следствие 3.13]. Этот факт обобщает соответствующее утверждение из
теоремы 5 (см. также [32, теорема 2.4, следствие 2.5]) о существовании накрываю-
щих групп для оверлеев над компактными группами. Формулировка следствия 3.13
из [39] такова:

Теорема 8. Пусть p : X → G – оверлей из связного пространства X на ло-
кально компактную группу G и пусть точка x0 ∈ X такая, что p(x0) – единица
группы G . Тогда существует структура топологической группы на простран-
стве X , превращающая X в топологическую группу с единицей x0 , а p : X → G –
в гомоморфизм групп. Более того, если группа G абелева, то отображение p –
гомоморфизм абелевых групп.

Ясно, что локально линейно связное пространство X является локально p-ком-
пактно связным для любого накрывающего отображения p : X → Y . Эта импли-
кация позволяет рассматривать теорему 7 как обобщение теоремы Понтрягина.

Единственность накрывающих групп, рассматриваемых в [39], утверждается
в следующей теореме [39, теорема 1.3].

Теорема 9. Пусть p : X → G – накрывающее отображение из связного про-
странства X на топологическую группу G и пусть точка x0 ∈ X такая, что
p(x0) – единица группы G . Пусть выполняется одно из следующих условий:

(1) p : X → G является оверлеем и группа G локально компактна;
(2) X является локально p-компактно связным пространством.

Тогда существует единственная групповая структура на накрывающем про-
странстве X , превращающая X в топологическую группу с единицей x0 , а p –
в гомоморфизм групп.

3. Приложения теорем о накрывающих группах

Данный раздел посвящен приложениям теорем о накрывающих группах. При
этом в основном рассматриваются приложения теоремы 3 к конечнолистным на-
крывающим отображениям на произвольные компактные связные абелевы группы.
Подробные доказательства большинства приведенных результатов приводятся
в диссертации автора настоящего обзора [40]. Теорема 3 позволяет привлечь по-
нятия и хорошо разработанные методы теории двойственности Понтрягина – ван
Кампена для изучения свойств накрывающих отображений на компактные абе-
левы группы.

3.1. Многочлены Вейерштрасса и полиномиальные накрытия. Иссле-
дованием свойств многочленов Вейерштрасса и алгебраических уравнений с непре-
рывными коэффициентами, заданными на различных топологических простран-
ствах, занимались многие авторы.
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Д. Деккард, К. Пирси [41, 42] и Р.С. Кантриман [43] в 60-х годах прошлого
столетия изучали вопрос о характеризации компактов X таких, что всякий уни-
тарный (со старшим коэффициентом равным единице) многочлен над банаховой
алгеброй C(X) имеет корень в этой алгебре. В таком случае говорят, что C(X)
алгебраически замкнута. Они показали, что для алгебраически замкнутой банахо-
вой алгебры C(X) компакт X удовлетворяет довольно жестким топологическим
условиям. К примеру [43], в нем нет подпространств, которые гомеоморфны окруж-
ности.

Е.А. Горин и В.Я. Лин в работе [44] рассматривали алгебраические уравне-
ния, определяемые сепарабельными, называемыми также простыми, многочленами
Вейерштрасса. Одной из отправных точек их исследования послужило доказатель-
ство В.В.Жиковым [45] классической теоремы Вальтера –Бора –Фландерса [46–48]
о решениях алгебраического уравнения с почти периодическими коэффициентами
на вещественной оси. Как хорошо известно, алгебру почти периодических функций
можно реализовать как алгебру всех непрерывных функций на компактификации
Бора [10, (26.11)], являющейся связной абелевой группой. В статье [44] получены
различные условия на компакт X , гарантирующие полную разрешимость урав-
нений степени n , означающую наличие у уравнения n строго различных решений
в алгебре C(X) .

Результаты исследований свойств алгебраических уравнений с функциональ-
ными коэффициентами и их связь с группами кос Артина обсуждаются в обзоре
В.Я. Лина [49].

Изучению вопроса о характеризации алгебраической замкнутости алгебры
C(X) посвящен цикл статей Т. Миуры, О. Хатори, К. Ниидзимы, К. Кавамуры
и Д. Хонмы [50–55]. В них получены различные необходимые и достаточные усло-
вия для выполнения этого свойства. В частности, показано, что для компакта X ,
удовлетворяющего первой аксиоме счетности, алгебраическая замкнутость C(X)
эквивалентна возможности извлечения квадратного корня в этой алгебре.

В работах [2, 3, 56] В.Л. Хансен начал исследование тесной связи, существу-
ющей между многочленами Вейерштрасса и накрывающими отображениями, так
как с каждым простым многочленом Вейерштрасса с непрерывными комплексно-
значными коэффициентами, определенными на связном топологическом простран-
стве, ассоциируется конечнолистное полиномиальное накрывающее отображение.

Перейдем к основным определениям и фактам о многочленах с непрерывными
коэффициентами и о полиномиальных накрытиях (см. [3, 57]).

Всюду далее в этом разделе G будет обозначать произвольную компактную
связную абелеву группу.

Многочленом Вейерштрасса степени n ∈ N над банаховой алгеброй C(G) или
над группой G называется полиномиальная функция

R : G× C→ C, (6)

значения которой задаются формулой

R(g, z) = zn + f1(g)zn−1 + f2(g)zn−2 + · · ·+ fn(g), (7)

в которой коэффициенты f1, . . . , fn : G → C являются непрерывными комплекс-
нозначными функциями на G , g ∈ G и z ∈ C .

Таким образом, на многочлен Вейерштрасса можно смотреть как на парамет-
рическое семейство унитарных многочленов одной и той же степени над полем C ,
коэффициенты которых изменяются непрерывно в зависимости от изменения па-
раметра g ∈ G .
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Теперь напомним определение простых многочленов Вейерштрасса и задавае-
мых ими полиномиальных накрывающих отображений.

Многочлен Вейерштрасса (6) называется простым (или сепарабельным), если
для каждого элемента g ∈ G многочлен

R(g, x) = xn + f1(g)xn−1 + f2(g)xn−2 + · · ·+ fn(g)

от переменной x с комплексными коэффициентами не имеет кратных корней в поле
комплексных чисел C .

Пусть задан произвольный простой многочлен Вейерштрасса R степени n
над G . Рассмотрим множество его нулей

E(R) = {(g, z) ∈ G× C | R(g, z) = 0}
как подпространство декартова произведения G × C , а вместе с ним и проекцию
на первую координату

pr : E(R) → G : (g, z) 7→ g,

которая является n-листным накрывающим отображением [3, предложение 3.2].
Следствием этого является следующее понятие.

Проекция pr : E(R) → G называется n-листным полиномиальным накрыва-
ющим отображением, а пространство E(R) – n-листным полиномиальным на-
крывающим пространством над G , определяемым простым многочленом Вейер-
штрасса R над G .

Пример 3. Пусть n > 2 . Рассмотрим простой многочлен Вейерштрасса

R(g, z) = (z − 1) · (z − 2) · . . . · (z − n).

Полиномиальное накрывающее отображение, определяемое этим многочленом, яв-
ляется проекцией на первую координату

G× {1, 2, . . . , n} → G : (g, l) 7→ g, l = 1, 2, . . . , n.

Заметим, что всякое конечнолистное накрытие окружности S1 эквивалентно
полиномиальному накрытию [3, теорема 8.3], [58, теорема 2.1]. В статье В.Г. Барда-
кова и А.Ю. Веснина [59] исследованы многочлены Вейерштрасса с непрерывными
коэффициентами на S1 и построен алгоритм, позволяющий описать все конечно-
листные накрытия S1 с точностью до эквивалентности.

Отметим, что большую роль в работах [44, 57–59] играют группы кос Артина.
Полиномиальным накрывающим отображениям и их классификации посвя-

щена статья Дж.М. Моллера [60], содержащая ответы на некоторые вопросы,
сформулированные в [2, 3].

Сам В.Л. Хансен продолжил свое исследование в [61–63], результаты которого
вошли в его монографию [57], изданную Лондонским математическим обществом
в 1989 г. В работе [64] строится теория Галуа для расширений функциональных ал-
гебр, связанных с многочленами Вейерштрасса и полиномиальными накрытиями.

В.Л. Хансен указал критерий [3, теорема 5.1], при котором конечнолистное на-
крывающее отображение p : E → X , базой которого является связное топологиче-
ское пространство X , эквивалентно полиномиальному накрывающему отображе-
нию. Для его формулировки нам понадобится следующее определение.

Будем говорить, что конечнолистное накрывающее отображение p : E → X
из топологического пространства E на связное топологическое пространство X
вкладывается в тривиальное комплексное линейное расслоение над X , если суще-
ствует такое непрерывное отображение h : E → X × C, называемое вложением,



20 Р.Н. ГУМЕРОВ

которое отображает E гомеоморфно на его образ h(E) в декартовом произведении
X × C и делает диаграмму

E
h //

p
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pr

||yyyyy
yyyyy
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X

коммутативной, то есть pr ◦ h = p , где pr – проекция на первую координату:

X × C→ X : (x, z) 7→ x, x ∈ X, z ∈ C.

Имеет место следующий критерий [3, теорема 5.1].
Конечнолистное накрывающее отображение p : E → X из топологического

пространства E на связное топологическое пространство X эквивалентно по-
линомиальному накрывающему отображению тогда и только тогда, когда оно
вкладывается в тривиальное комплексное линейное расслоение над X .

Теорема 3 о накрывающей группе позволяет применить этот критерий для ко-
нечнолистных накрытий компактных связных абелевых групп и установить следу-
ющий результат [21, теорема 5].

Теорема 10. Всякое конечнолистное накрывающее отображение p : X → G
из топологического пространства X на связную компактную абелеву группу G
эквивалентно полиномиальному накрывающему отображению.

Отметим, что накрывающее пространство X в теореме 10 может быть как связ-
ным, так и несвязным.

Доказательство этой теоремы в работе [21] проводится в два этапа.
На первом этапе рассматривается связное k-листное накрывающее отображение

p : X → G , k > 2 . К этому накрытию применяется теорема 3, то есть пространство
X снабжается структурой компактной связной абелевой группы, превращающей
отображение p : X → G в непрерывный гомоморфизм групп.

Далее строится вложение k-листного накрывающего гомоморфизма p : X → G
в тривиальное комплексное линейное расслоение над G . Ключевую роль в этом по-
строении играет возможность использования фактов теории двойственности ком-
пактных абелевых групп, а именно: рассматривается ядро гомоморфизма p : X →
G , которое является конечной подгруппой в группе X порядка k , и берутся все
его характеры χ1, χ2, . . . , χk−1 за исключением тождественного характера. Затем
каждый из этих характеров χj продолжается до характера χ̃j всей группы X . Сде-
лать это позволяет лемма 24.4 из [10]. Следующим шагом определяется функция
f : X → C как линейная комбинация характеров

f :=
k−1∑

j=1

λjχ̃j , (8)

где комплексные коэффициенты выбираются так, чтобы f была инъекцией.
Компактность пространства X гарантирует, что накрывающее отображение

p : X → G вкладывается в тривиальное комплексное линейное расслоение над G
c помощью отображения

h : X → G× C : x 7→ (p(x), f(x)), x ∈ X.
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Заметим, что при доказательстве теоремы 10 в [21] простой многочлен Вей-
ерштрасса (7), порождающий полиномиальное накрытие, которое эквивалентно
исходному k-листному накрывающему отображению p : X → G , выписывается
явно. При этом непрерывные функциональные коэффициенты fn : G → C этого
многочлена Вейерштрасса задаются формулой, в записи которой участвуют эле-
ментарные симметрические многочлены и построенная функция (8). А именно, для
каждого n = 1, 2, . . . , k

fn(g) := (−1)nSn(f(x1(g)), f(x2(g)), . . . , f(xk(g))),

где g ∈ G , Sn – элементарный n-й симметрический многочлен от k переменных,
а набор точек x1(g), x2(g), . . . , xk(g) является полным прообразом p−1(g) .

На втором этапе доказательства теоремы 10 рассматривается k-листное накры-
вающее отображение p : X → G , k > 2 , с несвязным накрывающим простран-
ством X .

Для построения полиномиального накрывающего отображения, которому бу-
дет эквивалентно накрытие p , пространство X разбивается на свои компоненты
связности Xj и отождествляется с их топологической суммой

X =
n⊕

j=1

Xj .

Рассматривая ограничения накрытия p : X → G на компоненты связности, мы
имеем связные kj-листные накрывающие отображения p|Xj : Xj → G такие, что
натуральные числа kj удовлетворяют неравенствам kj < k , а для их суммы вы-
полняется равенство

n∑

j=1

kj = k.

К каждому конечнолистному накрывающему отображению p|Xj : Xj → G при-
меняется первый этап доказательства теоремы 10. В результате делается заклю-
чение, что накрытие p|Xj : Xj → G эквивалентно некоторому полиномиальному
накрывающему отображению p̃j : Yj → G , определяемому простым многочленом
Вейерштрасса степени kj над банаховой алгеброй C(G) , который имеет вид

Rj(g, z) = zkj + f1j(g)zkj−1 + f2j(g)zkj−2 + · · ·+ fkjj(g),

где flj ∈ C(G) , l = 1, 2, . . . , kj и g ∈ G . При этом пространство Yj задается
равенством

Yj := {(g, z) ∈ G× C : zkj + f1j(g)zkj−1 + · · ·+ fkjj(g) = 0},

и существует гомеоморфизм φj : Xj → Yj такой, что диаграмма

Xj
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коммутативна, то есть имеет место равенство p|Xj = p̃j ◦ φj .



22 Р.Н. ГУМЕРОВ

Далее, для произвольного числа z0 ∈ C множество нулей простого многочлена
Вейерштрасса Rj(g, z + z0) , где g ∈ G , z ∈ C , будет обозначаться через

Yj(z0) := {(g, z) ∈ G× C : (z + z0)kj + f1j(g)(z + z0)kj−1 + · · ·+ fkjj(g) = 0}.

Ясно, что топологические пространства Yj и Yj(z0) гомеоморфны.
Поскольку для произвольной точки (g, z) , лежащей в пространстве Yj , спра-

ведлива оценка
|z| 6 1 + max{‖flj‖ : l = 1, 2, . . . , kj},

где ‖·‖ – равномерная норма на банаховой алгебре C(G) , то можно выбрать числа
α1, α2, . . . , αn ∈ R , для которых при j 6= l справедливо соотношение

Yj(αj)
⋂

Yl(αl) = ∅.

Обозначим через q̃j проекцию пространства Yj(αj) на первую координату, а че-
рез ψj – гомеоморфизм пространства Yj на пространство Yj(αj) такой, что имеет
место равенство

p̃j = q̃j ◦ ψj .

Тогда отображение θj : Xj → Yj(αj) , задаваемое как композиция гомеоморфиз-
мов

θj := ψj ◦ φj ,

является гомеоморфизмом, удовлетворяющим равенству

p|Xj = q̃j ◦ θj .

Доказательство второго этапа и всей теоремы 10 завершается рассмотрением
коммутативной диаграммы

⊕n
j=1 Xj

θ1⊕···⊕ θn //

p

!!CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC

n⊕
j=1

Yj(αj)

q̃1O···Oq̃n

}}{{
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G

,

в которой сумма гомеоморфизмов θ1 ⊕ · · · ⊕ θn сама является гомеоморфизмом,
а комбинация отображений q̃1O · · ·Oq̃n является k-листным накрывающим отоб-
ражением, определяемым простым многочленом Вейерштрасса

R(g, z) =
n∏

j=1

Rj(g, z + αj)

степени k над банаховой алгеброй C(G) .
В завершение этого пункта отметим, что теорема 10 перестает быть верной для

неабелевых компактных связных групп. Требуемое накрытие нам позволяет по-
строить теорема 3.7 из [57, гл. III]. Из нее следует, что хорошо известное (см.,
например, [16, с. 181]) двухлистное накрывающее отображение из специальной
унитарной группы SU(2) в группу SO(3) вращений трехмерного пространства
неэквивалентно полиномиальному накрытию.
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3.2. Многообразия Вейерштрасса и связные накрытия абелевых
групп. Исследованию связи между конечнолистными накрывающими отображе-
ниями на компактные связные абелевы группы и непрерывными многообразиями
Вейерштрасса посвящена наша статья [65].

Пусть дано конечное семейство многочленов Вейерштрасса P1, . . . , Pm над ал-
геброй C(G) . Подпространство E(P1, . . . , Pm) декартова произведения G × Cm ,
задаваемое формулой

E(P1, . . . , Pm) = {(g, z1, . . . , zm) | g ∈ G, zj ∈ C, Pj(g, zj) = 0, j = 1, . . . , m} ,

называется непрерывным многообразием Вейерштрасса, порождаемым многочле-
нами P1, . . . , Pm .

Имеет место следующая теорема [65, теорема 1].

Теорема 11. Пусть p : X → G – k-листное накрывающее отображение из
связного пространства X на компактную связную абелеву группу G , k ∈ N . То-
гда существуют конечный набор характеров χ1, . . . , χm группы G и натуральные
числа k1, . . . , km такие, что накрытие p : X → G эквивалентно отображению
проектирования на первую координату многообразия Вейерштрасса, порождае-
мого многочленами

R1(g, z) = zk1 − χ1(g), . . . , Rm(g, z) = zkm − χm(g), (9)

где g ∈ G , z ∈ C . При этом степени многочленов Вейерштрасса R1, . . . , Rm

связаны с кратностью k накрывающего отображения p : X → G соотношением

k = k1 · . . . · km.

Многочлены Вейерштрасса, указанные в теореме 11, начинают строиться, как
и при доказательстве теоремы 10, с применения теоремы 3 о накрывающей груп-
пе для конечнолистных связных накрытий компактных групп. А именно, в силу
теоремы 3, на накрывающем пространстве X заданного связного k-листного на-
крытия p : X → G вводят структуру компактной связной абелевой группы, кото-
рая превращает отображение p в непрерывный гомоморфизм абелевых групп. То-
гда ядро этого гомоморфизма Ker(p) является дискретной подгруппой порядка k
в группе X .

Далее в предположении, что k > 1 , рассматривается разложение ядра Ker (p)
в прямое произведение своих подгрупп

Ker (p) = 〈x1〉 × 〈x2〉 × · · · × 〈xm〉, (10)

где 〈xj〉 – циклическая подгруппа порядка kj > 2 с образующим элементом xj ∈
∈ Ker (p) , j = 1, . . . , m .

Пусть для каждого индекса j = 1, . . . , m символ ψ0j : Ker (p) → S1 обозначает
характер группы Ker (p) , задаваемый равенством

ψ0j(xn1
1 xn2

2 · · ·xnm
m ) = exp

(
i
2πnj

kj

)
,

где 0 6 nj 6 kj − 1 , nj ∈ N , i – мнимая единица. Тогда всякий характер конечной
группы Ker(p) имеет вид [10, (23.27)(d)]

ψn1
01 ψn2

02 · · ·ψnm
0m : Ker (p) → S1,

где 0 6 nj 6 kj − 1 , nj ∈ N .
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Лемма 24.4 из [10] позволяет продолжить каждый характер ψ0j до характера
ψj всей группы X .

Легко видеть, что в группе X̂ характер ψ
kj

j лежит в аннуляторе группы Ker(p) .
Таким образом, выполняется равенство

ψ
kj

j (Ker(p)) = {1}.

Следовательно [10, теорема 24.40], существует характер χj ∈ Ĝ такой, что спра-
ведливо равенство

ψ
kj

j = p̂(χj).

С использованием аппарата теории двойственности Понтрягина – ван Кампена
показывается, что построенные характеры χj и указанные числа kj – порядки
циклических подгрупп в разложении (10) – определяют требуемые многочлены (9).

Из доказательства теоремы 11 следует

Теорема 12. Пусть p : X → G – k-листное накрывающее отображение из
связного пространства X на компактную связную абелеву группу G , где k –
простое число. Тогда у группы G существует такой характер χ , что накры-
тие p : X → G эквивалентно полиномиальному накрывающему отображению,
определяемому простым многочленом Вейерштрасса

R(g, z) = zk − χ(g),

где g ∈ G , z ∈ C .
Заметим, что накрытие простой группы SO(3) , которое указано в п. 3.1, пока-

зывает, что теорема 12 неверна для неабелевых компактных связных групп

3.3. Накрывающие отображения на P-адические соленоиды. Пусть
P = (p1, p2, p3, . . .) – произвольная последовательность простых чисел. P-адиче-
ским соленоидом ΣP называется обратный предел обратной последовательности

S1 S1
f2
1oo S1

f3
2oo . . . ,f4

3oo (11)

состоящей из копий компактной группы S1 и связующих гомоморфизмов fn+1
n ,

являющихся накрывающими отображениями возведения в степень: fn+1
n (z) = zpn ,

где z ∈ S1 , n ∈ N . При P = ( 2, 2, 2, . . .) соленоид Σ(2,2,2,...) называется диадиче-
ским. Таким образом, используя стандартное обозначение для обратного предела,
мы можем написать

ΣP = lim←−
{
S1, fn+1

n ,N
}

=
{
(z1, z2, z3, . . .) : zn ∈ S1, zpn

n+1 = zn, n ∈ N}
.

Диадический соленоид построил в 1927 г. Л. Вьеторис [5] при изучении алгеб-
раических характеристик топологических пространств. Определение произволь-
ного P-адического соленоида дано в статье Д. ван Данцига [8] в 1936 г. Он рас-
сматривал соленоиды с точки зрения пространств, наделенных свойством однород-
ности, и, в частности, дал их топологическую классификацию.

В 1965 г. М. Маккорд [66] исследовал пределы обратных последовательностей
топологических пространств, связующими отображениями которых являются на-
крывающие отображения. Он завершил классификацию P-адических соленоидов,
подтвердив гипотезу, выдвинутую Р. Бингом [67], которая утверждала, что класс
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топологической эквивалентности, определяемый P-адическим соленоидом ΣP , ха-
рактеризуется набором простых чисел и количеством их вхождений в последова-
тельность P . Заметим, что простое доказательство классификационной теоремы
для соленоидов содержится в [68].

Относительно покоординатных групповых операций P-адический соленоид ΣP

является метризуемой компактной связной абелевой группой с единицей (1, 1, . . .)
[10, гл. 2, § 10], при этом пространство ΣP не является локально связным ни в одной
точке [66].

Группа характеров Σ̂M соленоида ΣP изоморфна (см., например, [10, (25.3)],
[69, лемма 1]) дискретной аддитивной группе рациональных чисел QP :

Σ̂P ' QP :=
{

m

p1p2 · · · pn

∣∣∣ m ∈ Z, n ∈ N
}

. (12)

Используя этот изоморфизм и теорему 2, мы заключаем, что группа ΣP явля-
ется соленоидальной.

Таким образом, в силу теоремы 2, для всякого связного конечнолистного на-
крытия P-адического соленоида p : X → ΣP найдется структура топологической
группы на X такая, что после ее введения, отображение p становится накрываю-
щим гомоморфизмом между компактными абелевыми группами.

Различные свойства конечнолистных накрывающих отображений P-адических
соленоидов исследовали Ч.Юйчэн [70], Я. Квапиш [71], П. Коваррубиас, Я. Харато-
ник [72], Я. Аартс, Р. Фоккинк [73], В. Матиевич [36], автор настоящего обзора [74,
75], С. Ван, Б. Цзян, Х. Чжэн [76] и др. В качестве примеров приложения теории
оверлеев накрытия соленоидов рассмотрены в работах Р. Фокса [33, 34].

Ч. Юйчэн [70], П. Коваррубиас и Я. Харатоник [72] исследовали различные
свойства эндоморфизмов возведения в степень элементов диадического солено-
ида Σ(2,2,2,...) . Такой эндоморфизм рассматривался ими в качестве предельного
отображения, индуцируемого морфизмом между двумя копиями одной и той же
обратной последовательности (11), пределом которой служит диадический солено-
ид Σ(2,2,2,...) . Было, в частности, показано, что эндоморфизмы возведения в степень
являются конечнолистными накрытиями и изучена их кратность.

В следующих трех теоремах дается описание конечнолистных связных накры-
тий произвольного P-адического соленоида.

Теорема 13. Если у числа k ∈ N имеется простой делитель, который
равен бесконечному числу членов последовательности простых чисел P , то у
P-адического соленоида не существует k-листного связного накрывающего про-
странства.

Теорема 14. Если у числа k ∈ N нет простого делителя, который равен бес-
конечному числу членов последовательности простых чисел P , то эндоморфизм

hk
P : ΣP → ΣP : g 7→ gk, g ∈ ΣP ,

возведения в степень k элементов группы ΣP является k-листным накрываю-
щим отображением.

Теорема 15. Пусть p : X → ΣP – k-листное связное накрывающее отобра-
жение на P-адический соленоид ΣP , где k ∈ N . Тогда накрытие p эквивалентно
эндоморфизму возведения в степень k элементов группы ΣP .

Утверждения этих теорем независимо доказали В. Матиевич в [36](см. тео-
рему 8 и ее доказательство) и автор настоящего обзора в [74, 75] (см. в них тео-
рему 2 и замечание 2). Для их доказательства в [36] применяется развиваемая
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в этой работе теория конечнолистных накрытий паракомпактных пространств с
использованием фактов теории оверлеев из [29]. В [74, 75] используются методы
работ [70, 72] и, для доказательства теоремы 15, применяется аппроксимирующее
семейство

{pλ : Xλ → Gλ = S1 | λ ∈ Λ′}
конечнолистных накрывающих отображений из предложения 1.

Отметим также статью С.А. Богатого и О.Д. Фролкиной [77, см. предложение 5,
следствие 5], в которой используется аппроксимация конечнолистного накрытия
континуума (ср. с леммами 11, 23 из [29] и предложением 1) и содержатся ссылки
на работы, в которых применяются подобные конструкции.

Кроме того, заметим, что С. Ван, Б. Цзян и Х. Чжэн [76] получили независимое
доказательство того, что каждое связное конечнолистное накрывающее простран-
ство P-адического соленоида ΣP гомеоморфно пространству ΣP .

С.А. Богатый и О.Д. Фролкина в § 5 [69] по обобщенным соленоидам изучи-
ли вопрос о существовании накрытий обобщенных соленоидов. Они использовали
теорему 3 о накрывающей группе для доказательства результата [69, теорема 15],
являющегося обобщением теоремы 13. Для формулировки следующего утвержде-
ния, являющегося частным случаем теоремы 15 из [69], введем обозначение. Пусть
G – компактная связная группа Ли. Для произвольной последовательности про-
стых чисел P мы обозначим через GP пространство, являющееся обратным пре-
делом обратной последовательности, получающейся из последовательности (11),
определяющей P-адический соленоид, после замены в ней всех копий S1 на G .
Пространство GP называется обобщенным соленоидом.

Теорема 16. Если G – компактная связная группа Ли и некоторый про-
стой делитель числа k ∈ N равен бесконечному числу членов последовательно-
сти простых чисел P , то у обобщенного соленоида GP не существует связного
k-листного накрытия.

Я.П. Боронски и Ф. Штурм [78], используя теорию оверлеев Р. Фокса, полу-
чили характеризацию конечнолистных накрывающих пространств псевдосоленои-
дов, которая аналогична приведенной выше характеризации конечнолистных связ-
ных накрытий P-адических соленоидов.

Следует заметить, что результаты о конечнолистных накрывающих отображе-
ниях P-адических соленоидов из статьи [75] нашли приложения в теории C∗-ал-
гебр. В статье Н. Браунлоу и И. Рэйбёрна [79] эти результаты применяются для
изучения скрещенных произведений C∗-алгебр. Они используются также для изу-
чения автоморфизмов C∗-алгебр, являющихся пределами индуктивных (прямых)
последовательностей редуцированных полугрупповых C∗-алгебр [80–82]. Кроме
того, эти результаты послужили одной из отправных точек для начала исследова-
ния индуктивных систем C∗-алгебр над частично упорядоченными множествами
и их индуктивных пределов в работах [83–88]. Отметим также, что в статье [81,
теорема 5] содержится подробное доказательство теоремы 15.

В 2013 г. В. Матиевич и К. Эда [32, теорема 3.1, следствие 3.2], используя
технику теории шейпов и факты теории оверлеев, получили следующий результат,
содержащий отрицательный ответ на вопрос о подъеме групповой структуры на
накрывающее пространство P-адического соленоида.

Теорема 17. Для каждого P-адического соленоида ΣP существует бесконеч-
нолистное связное накрывающее отображение f : X → ΣP такое, что накрыва-
ющее пространство X не допускает введения на нем структуры топологической
группы, превращающей отображение f в накрывающий гомоморфизм.
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Более того, авторы [32] не только установили факт существования накрытия,
указанного в формулировке теоремы 17: для каждого P-адического соленоида ΣP

они построили связное пространство X и такое бесконечнолистное накрывающее
отображение f : X → ΣP , что вопрос о подъеме групповой структуры на X от-
носительно f имеет отрицательный ответ. Тем самым, как было отмечено выше,
в формулировке теоремы 3 нельзя отказаться от предположения, что накрытие
компактной связной группы является конечнолистным.

3.4. Накрытия, обобщенные средние и функциональные уравнения.
По определению, для компактной связной абелевой группы G аддитивная группа
характеров Ĝ является k-делимой, где k ∈ N , если сюръективен гомоморфизм

τk : Ĝ → Ĝ : χ 7→ kχ.

В этом случае τk является автоморфизмом, поскольку Ĝ является абелевой груп-
пой без кручения [10, теорема 24.25].

Пример 4. Пусть P – произвольная последовательность простых чисел и
пусть натуральное число n > 2 . Нетрудно показать, что группа рациональных
чисел QP (см. (12)) является n-делимой тогда и только тогда, когда каждое про-
стое число, являющееся делителем числа n , равняется бесконечному числу членов
последовательности P .

Возможность деления в группе характеров Ĝ имеет непосредственное отноше-
ние к вопросу о существовании средних на группе G . Ответ на подобный вопрос
является одной из основных задач теории средних [89].

Напомним определение обобщенного среднего на произвольном топологическом
пространстве. Пусть X – топологическое пространство и пусть натуральное число
k > 2 . Непрерывное отображение

µ : X ×X × · · · ×X → X

из декартово произведения k экземпляров X называется k-средним на топологи-
ческом пространстве X , если оно обладает следующими двумя свойствами:

1) µ(x, x, . . . , x) = x ;

2) µ(x1, x2, . . . , xk) = µ(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k))

для любых точек x, x1, x2, . . . , xk ∈ X и любой перестановки σ множества нату-
ральных чисел {1, 2, . . . , k} .

Г. Ауманн [90] изучал свойства средних на произвольных топологических про-
странствах и, в частности, показал, что на единичной окружности вообще не суще-
ствует никаких средних. Б. Экманн, Е. Ганея и П. Хилтон [91, 92] рассматривали
различные свойства обобщенных средних на группах. В статье Дж. Кислинга [93]
содержатся различные необходимые и достаточные условия для возможности де-
ления на k в группе характеров Ĝ . В частности, имеет место критерий [93, см.
теорему 1.1, пункты (1), (5)]: Пусть задана компактная связная абелева группа G

и пусть натуральное число k > 2 . Тогда группа характеров Ĝ является k-дели-
мой в том и только том случае, когда на G существует k-среднее.

Об исследованиях в теории средних и о любопытном применении обобщенных
средних в топологических моделях социологии в качестве функций выбора можно
посмотреть в [89, 94].
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Пример 5. Рассмотрим отображение на декартовом квадрате диадического
соленоида Σ(2,2,...) :

µ : Σ(2,2,...) × Σ(2,2,...) → Σ(2,2,...),

где для произвольных элементов

x = (x1, x2, . . .) и y = (y1, y2, . . .) ∈ Σ(2,2,...)

значение µ на паре (x, y) задается формулой

µ(x, y) = (x2y2, x3y3, . . .).

Легко видеть, что отображение µ является 2-средним, или просто средним, для
диадического соленоида Σ(2,2,...) .

Пример 6. Используя среднее µ из предыдущего примера, рассмотрим отоб-
ражение

ν : Σ(2,2,...) × Σ(2,2,...) × Σ(2,2,...) × Σ(2,2,...) → Σ(2,2,...),

где для произвольных четырех элементов x, y, z, w ∈ Σ(2,2,...) значение ν задается
формулой

ν(x, y, z, w) = µ(µ(x, y), µ(z, w)).

Очевидно, отображение ν является 4-средним для диадического соленоида.

Следствием теоремы 3 о накрывающей группе и результатов теории двойствен-
ности Понтрягина – ван Кампена, в частности теорем 23.25 и 24.25 из [10], является
следующее утверждение [21, теорема 2].

Теорема 18. Пусть p : X → G – конечнолистное накрывающее отображение
из связного топологического пространства X на компактную связную абелеву
группу G . Группа характеров Ĝ допускает деление на кратность накрытия p
в том и только том случае, когда кратность накрытия p равняется единице,
то есть отображение p является гомеоморфизмом.

Из теоремы 18 и сформулированного выше критерия Кислинга [93, теорема 1.1]
вытекают два следующих следствия.

Следствие 1. Пусть натуральное число k > 2 . Если группа характеров Ĝ
является k-делимой, то не существует k-листного накрывающего отображе-
ния из связного топологического пространства на компактную связную абелеву
группу G .

Следствие 2. Пусть натуральное число k > 2 . Если существует k-листное
накрывающее отображение из связного топологического пространства на ком-
пактную связную абелеву группу G , то на G не существует k-среднее.

Таким образом, если у компактной связной абелевой группы есть k-среднее,
то у нее нет k-листного связного накрытия, и наоборот. При этом нетрудно по-
строить примеры компактных связных абелевых групп, на которых не сущест-
вует k-среднее, что равносильно тому, что их группы характеров не являются k-
делимыми, и при этом также нет k-листных накрывающих отображений из связных
топологических пространств на эти группы. Такие примеры есть среди P-адиче-
ских соленоидов (см. [33, пример 2], [35, предложение 2.2], [72, 75, 95, 96]). Итак,
утверждения следствий 1 и 2 не являются обратимыми.
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Пример 7. Для диадического соленоида Σ(2,2,...) справедливы следующие
утверждения.

На Σ(2,2,...) есть 2-среднее (см. пример 5), а значит, нет двухлистного связного
накрытия над диадическим соленоидом.

Эндоморфизм возведения в третью степень элементов диадического соленоида

h3
(2,2,...) : Σ(2,2,...) → Σ(2,2,...) : g 7→ g3, g ∈ Σ(2,2,...),

является трехлистным связным накрытием, следовательно, на Σ(2,2,...) не суще-
ствует 3-среднее.

На диадическом соленоиде отсутствует 6-среднее, и у него нет шестилистного
связного накрытия.

В работе [44], в частности, доказано, что для связной компактной, не обязатель-
но абелевой, группы G полная разрешимость алгебраических уравнений степени k
над банаховой алгеброй C(G) следует из возможности деления на k! в одномерной
группе целочисленных спектральных когомологий H1(G,Z) [44, следствия 1.10–
1.12]. Хорошо известно [44, с.580], что справедлива и обратная импликация. Таким
образом, получается критерий полной разрешимости. Напомним (см., например,
[26, теорема 8.57(ii)]), что для абелевой компактной связной группы G группа ко-
гомологий H1(G,Z) изоморфна группе характеров Ĝ . Как следствие, в [44, с. 591]
было получено обобщение теоремы Вальтера –Бора –Фландерса на связные ком-
пактные группы.

Нетрудно показать, что полная разрешимость простого многочлена Вейер-
штрасса над алгеброй C(G) эквивалентна тривиальности полиномиального на-
крытия группы G , определяемого им. Поэтому критерий полной разрешимости
из работы [44] немедленно доставляет критерий тривиальности k-листных полино-
миальных накрытий группы G . Используя его и теорему 10, получаем следующий
критерий тривиальности всех k-листных накрывающих отображений на группу
G [21, теорема 3].

Теорема 19. Пусть k ∈ N. Все k-листные накрывающие отображения на
компактную связную абелеву группу G являются тривиальными тогда и только
тогда, когда группа характеров Ĝ допускает деление на k! .

В работе [21, теорема 3] для доказательства достаточности возможности деле-
ния на k! в группе характеров Ĝ для тривиальности всех k-листных накрытий
группы G используется теорема 18.

Заметим, что независимое доказательство необходимости условия из теоремы 19
содержится в статье [97, теорема 3]. В этой работе изучаются свойства решений
алгебраических уравнений с функциональными коэффициентами. С этой целью
привлекается теорема ван Кампена [98] о факторизации обратимых элементов
банаховой алгебры C(G) . Доказательство необходимости условия из теоремы 19
опирается на следующее утверждение [97, теорема 2] о корнях алгебраического
уравнения.

Теорема 20. Пусть G – компактная связная абелева группа, χ0 – характер
группы G и n ∈ N . Пусть уравнение xn − χ0 = 0 имеет решение в банаховой
алгебре C(G) всех непрерывных комплекснозначных функций на G . Тогда это
уравнение имеет решение и в группе характеров Ĝ .

Из теоремы 19 и критерия Кислинга для существования обобщенного среднего
(см. с. 27) непосредственно вытекает
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Теорема 21. Пусть k ∈ N . Все k-листные накрывающие отображения на
компактную связную абелеву группу G являются тривиальными тогда и только
тогда, когда на группе G существует k!-среднее.

Заметим, что условия тривиальности полиномиальных накрытий, формулиру-
емые в алгебраических и топологических терминах, содержатся в работах [2, тео-
рема 4.1], [3, теорема 4.3].

В связи с теоремой 19 и изоморфизмом групп Ĝ и H1(G,Z) встает следующий
вопрос, сформулированный в статье [21, с. 3610]:

Пусть k ∈ N . Верно ли, что все k-листные накрывающие отображения на
компактное связное топологическое пространство X являются тривиальными
при условии, что группа когомологий H1(X,Z) допускает деление на k!?

Следует заметить, что для компактного пространства X группа когомологий
H1(X,Z) является n-делимой тогда и только тогда, когда для каждой непрерыв-
ной функции f : X → S1 функциональное уравнение xn = f имеет решение в ба-
наховой алгебре C(X) . Доказательство этого факта и обсуждение близких к нему
результатов содержится в [99, результат 5], [44, введение], [57, лемма 1.6, с. 126]
и [52, лемма 3.1].

Заключение

Результаты работ, рассмотренных в обзоре, показывают, что теоремы о накры-
вающих группах и методы, развитые при их доказательстве, имеют как самосто-
ятельный интерес, так и целый ряд приложений. Эти результаты формулируются
в различных терминах и демонстрируют неразрывное единство алгебры, анализа
и топологии.

Отметим, что теоремы о накрывающих группах позволяют продолжить ис-
следование тесной связи, существующей между конечнолистными накрывающими
отображениями и многочленами Вейерштрасса над банаховыми алгебрами непре-
рывных функций, которое было начато в ранее опубликованных работах.

Представленные в обзоре результаты также являются источником новых инте-
ресных задач и указывают перспективные направления исследований.

Одним из направлений дальнейшего изучения вопроса о подъеме групповой
структуры является развитие теории оверлеев над топологическими группами.

В свете теоремы 10 большой интерес представляет направление, связанное
с изучением многочленов Вейерштрасса, задающих полиномиальные накрываю-
щие отображения на компактные связные абелевы группы. В частности, естествен-
но поставить задачу нахождения явного вида многочленов Вейерштрасса, опреде-
ляющих конечнолистные накрытия конкретных групп, в том числе P-адических
соленоидов. К этой тематике относится работа [59]. На наш взгляд, особая роль
при этом должна отводиться теории двойственности Понтрягина – ван Кампена
и теории групп кос.
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78. Boroński J.P., Sturm F. Finite-sheeted covering spaces and a near local homeomorphism
property for pseudosolenoids // Topol. Its Appl. – 2014. – V. 161, No 1. – P. 235–242. –
doi: 10.1016/j.topol.2013.10.024.

79. Brownlowe N., Raeburn I. Two families of Exel–Larsen crossed products // J. Math. Anal.
Appl. – 2013. – V. 398, No 1. – P. 68–79. – doi: 10.1016/j.jmaa.2012.08.026.

80. Гумеров Р.Н. Предельные автоморфизмы C∗ -алгебр, порожденных изометриче-
скими представлениями полугрупп рациональных чисел // Сиб. матем. журн. –
2018. – Т. 59, № 1. – С. 95–109. – doi: 10.17377/smzh.2018.59.109.



НАКРЫВАЮЩИЕ ГРУППЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 35

81. Gumerov R.N. Coverings of solenoids and automorphisms of semigroup C∗ -algebras //
Учен. зап. Казан. ун-та. Сер. Физ.-матем. науки. – 2018. – Т. 160, кн. 2. – С. 275–286.

82. Gumerov R.N. Inductive sequences of Toeplitz algebras and limit automorphisms // Lo-
bachevskii J. Math. – 2020. – V. 41, No 4. – P. 637–643. – doi: 10.1134/S1995080220040125.

83. Гумеров Р.Н., Липачева Е.В., Григорян Т.А. Об индуктивных пределах систем C∗ -
алгебр // Изв. вузов. Матем. – 2018. – № 7. – С. 79–85.

84. Gumerov R.N. Inductive limits for systems of Toeplitz algebras // Lobachevskii J. Math. –
2019. – V. 40, No 4. – P. 469–478. – doi: 10.1134/S1995080219040097.

85. Lipacheva E.V. Embedding semigroup C∗ -algebras into inductive limits // Lobachevskii
J. Math. – 2019. – V. 40, No 5. – P. 667–675. – doi: 10.1134/S1995080219050135.

86. Gumerov R.N., Lipacheva E.V. Inductive systems of C∗ -algebras over posets:
A survey // Lobachevskii J. Math. – 2020. – V. 41, No 4. – P. 644–654. – doi:
10.1134/S1995080220040137.

87. Gumerov R.N., Lipacheva E.V., Grigoryan T.A. On a topology and limits for inductive
systems of C∗ -algebras over partially ordered sets // Int. J. Theor. Phys. – 2021. – V. 60,
No 9. – P. 499–511. – doi: 10.1007/s10773-019-04048-0.

88. Григорян С.А., Гумеров Р.Н., Липачева Е.В. Пределы индуктивных последователь-
ностей алгебр Теплица –Кунца // ТрудыМатем. ин-та им Стеклова. – 2021. – Т. 313. –
С. 67–77. – doi: 10.4213/tm4170.

89. Charatonik J.J. Means on arc-like continua // Problems from Topology Proceedings /
Ed. by E. Pearl. – Toronto: Topol. Atlas, 2003. – P. 197–200.
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Abstract

This article is a survey of covering group theorems and their applications. For a given
covering mapping from the topological space onto a topological group, it is natural to pose
the following question on the lifting of the group structure from the base of the covering map-
ping to its covering space: do there exist group operations on the covering space that turn this
space into a topological group and the original covering mapping into a morphism of topo-
logical groups? Each statement giving the positive answer to this question for any class of
covering mappings is called a covering group theorem. Here the main stages in the proof of
the covering group theorem for finite-sheeted covering mappings from connected topological
spaces onto arbitrary compact connected groups are explored. This theorem and the method
of its proof have a number of interesting applications in analysis, topology, and topological
algebra. The results on the coverings of topological groups obtained by applying this theo-
rem or by using an approximation construction which is built in its proof are discussed. The
theorems under study are those establishing a close relationship between the finite-sheeted
coverings of compact connected Abelian groups and the polynomials over Banach algebras
of continuous functions, i.e., Weierstrass polynomials. Informally speaking, all finite-sheeted
coverings of compact connected Abelian groups are defined by zero sets of simple Weierstrass
polynomials. Connected coverings of P-adic solenoids are considered. A complete description
of such finite-sheeted coverings is provided by using the above-mentioned approximation con-
struction. Applications of the covering group theorems are specified, as well as their corollaries
to the study of the structure of coverings and to the problem with the existence of generali-
zed means on topological groups. Particular attention is paid to the applications related to
the properties of the solutions of algebraic equations with continuous coefficients.

Keywords: algebraic equation with continuous coefficients, Weierstrass variety, Weier-
strass polynomial, covering group, covering mapping onto topological group, covering homo-
morphism, overlay mapping, P-adic solenoid, polynomial covering, covering group theorem
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