
Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà https://kpfu.ru/science/nauchnye-izdaniya/ivrm
2019, �10, c. 62�74 e-mail: izvuz.matem@kpfu.ru

Ê.Ñ.ËÀÏÈÍ

ÒÎÒÀËÜÍÀß ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÑÒÜ ÏÎ ÏÓÀÑÑÎÍÓ ÐÅØÅÍÈÉ
P-ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÛÕ ÑËÎÆÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû è, â ÷àñòíîñòè, P-âîçìóùåííîé ñëîæ-
íîé ñèñòåìû. Íà îñíîâå ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîòàëüíîé
îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé ëèíåé-
íîé ñèñòåìå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íà îñíîâå ìåòîäà âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà
è óêàçàííîãî âûøå ïðèçíàêà ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè òîòàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî
Ïóàññîíó ðåøåíèé P-âîçìóùåííîé ñëîæíîé ñèñòåìû è ðåøåíèé P-âîçìóùåííîé ñëîæíîé ñè-
ñòåìû ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè.
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Â [1] ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà áûë ïðèìåíåí ê èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ âèäîâ îãðà-
íè÷åííîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Â [2] èçó÷åíèå îñíîâíûõ âèäîâ óñòîé÷èâîñòè, à
òàêæå îãðàíè÷åííîñòè, ðåøåíèé áûëî ïðîâåäåíî íà îñíîâå ìåòîäà âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïó-
íîâà. Ýòîò ìåòîä ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíîâà èìååò çíà÷èòåëüíî
áîëüøèå âîçìîæíîñòè. Íàïðèìåð, â [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èñ-
ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ ñèñòåì, ò. å. ñèñòåì, ñîñòàâëåííûõ èç âçàèìîñâÿçàííûõ
ïîäñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [4]�[8] ìåòîäû
ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà áûëè ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷-
íûõ âèäîâ îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïîíÿòèå îãðàíè÷åí-
íîñòè ðåøåíèé ïî Ïóàññîíó õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ðåøåíèå ìîæåò íå ñîäåðæàòüñÿ ïîë-
íîñòüþ â íåêîòîðîì øàðå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íî îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîãî ÷èñëà
ðàç âîçâðàùàåìîñòè â ýòîò øàð.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìåòîäà âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ê èññëåäî-

âàíèþ òîòàëüíîé, ò. å. ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ, îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàñ-
ñîíó ðåøåíèé P-âîçìóùåííûõ ñèñòåì è P-âîçìóùåííûõ ñëîæíûõ ñèñòåì. Ïîä P-âîçìóùåí-
íîé ñèñòåìîé ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé ñèñòåìå ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé
ðàâíà ïðàâîé ÷àñòè çàäàííîé ñèñòåìû, óìíîæåííîé íà ôóíêöèþ 1/(g(t) + α(t)), ãäå g(t) �
ëþáàÿ çàäàííàÿ íà {t ∈ R | t > 0} íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ñ ïåðèîäîì T , äëÿ êîòîðîé min[0;T ] g(t) = 0 è max[0;T ] g(t) > 0, è α(t) � ëþáàÿ çàäàííàÿ

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 08.10.2018, ïîñëå äîðàáîòêè 13.12.2018. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 19.12.2018.
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íà {t ∈ R | t > 0} óáûâàþùàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
α(t)→ 0 ïðè t→ +∞. Ïîòðåáíîñòü â èññëåäîâàíèè P-âîçìóùåííûõ ñèñòåì ïî îòíîøåíèþ
ê çàäàííûì ñèñòåìàì âîçíèêàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë ìîäóëü
âåêòîðà ôàçîâîé ñêîðîñòè çàäàííîé ñèñòåìû íà÷èíàåò ñîâåðøàòü âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ,
àìïëèòóäà êîòîðûõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íåîãðàíè÷åíî âîçðàñòàåò.
Ðàáîòà íà÷èíàåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèé è óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ

âåêòîð-ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà è òîòàëüíîé, ò.å. ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ âîçìóùåíèÿõ,
îãðàíè÷åííîñòüþ ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé. Äàëåå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû
ïî îòíîøåíèþ ê çàäàííîé ñèñòåìå. Ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîòàëüíîé îãðàíè÷åí-
íîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (òåîðåìà 2). Çàòåì íàïîìèíàåòñÿ ïîíÿòèå ñëîæíîé
ñèñòåìû è ðàññìàòðèâàþòñÿ P-âîçìóùåííûå ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæíûì ñèñòåìàì.
Ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîòàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé P-âîçìó-
ùåííîé ñëîæíîé ñèñòåìû (òåîðåìà 3). Äàëåå íàïîìèíàåòñÿ ïîíÿòèå ñëîæíîé ñèñòåìû ñ ïåò-
ëåé îáðàòíîé ñâÿçè è ðàññìàòðèâàþòñÿ P-âîçìóùåííûå ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæíûì
ñèñòåìàì ñ ïåòëÿìè îáðàòíûõ ñâÿçåé. Ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîòàëüíîé îãðàíè-
÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé P-âîçìóùåííîé ñëîæíîé ñèñòåìû ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè
(òåîðåìà 4). Ïðèâåäåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ê êîíêðåòíîé
ñëîæíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå ðåãóëèðîâàíèÿ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì è
ôîðìóëèðîâêàì.
Ïóñòü çàäàíû ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò n > 1 ïåðåìåí-

íûõ
dx

dt
= F (t, x), F (t, x) = (F1(t, x), . . . , Fn(t, x))T , (1)

dx

dt
= F (t, x) +H(t, x), H(t, x) = (H1(t, x), . . . ,Hn(t, x))T , (2)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ F (t, x) è âåêòîð-ôóíêöèÿ H(t, x), íàçûâàåìàÿ âîçìóùåíèåì ñèñòåìû
(1), îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â R+ × Rn. Çäåñü ÷åðåç R+ îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî {t ∈
R | t > 0}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì (1) è (2) ïðîäîëæèìû íà âñþ ïîëóîñü
R+. Åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì (1) è (2) íå òðåáóåòñÿ.
Íàïîìíèì ñíà÷àëà [2] îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ äëÿ

ñèñòåìû (1). Ïóñòü íà R+ × Rn çàäàíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
V (t, x) = (V1(t, x), . . . , Vl(t, x))T , l > 1, è íà R+ × Rl çàäàíà íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
f(t, ξ) = (f1(t, ξ), . . . , fl(t, ξ))

T , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Âàæåâñêîãî (íàïðèìåð, [2]). Íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ V (t, x) è ñèñòåìà

dξ

dt
= f(t, ξ) (3)

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð-ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà è ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû
(1), åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)).
Ïîä ‖ · ‖ áóäåì ïîíèìàòü îáû÷íóþ åâêëèäîâó íîðìó äëÿ âåêòîðîâ è ìàòðèö. Ðåøåíèå

x = x(t) ñèñòåìû (1), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ∈ R+ × Rn, áóäåì çàïèñûâàòü êàê
x = x(t, t0, x0). Äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R+ áóäåì ÷åðåç R+(t0) îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî {t ∈ R | t >
t0}. Ëþáóþ íåîòðèöàòåëüíóþ âîçðàñòàþùóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τi}i>1,
lim
i→∞

τi = +∞, áóäåì íàçûâàòü P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Äëÿ êàæäîé P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

τ = {τi}i>1 áóäåì ÷åðåç M(τ) îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî
∞⋃
i=1

[τ2i−1; τ2i].
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Íàïîìíèì [7], ÷òî î ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1) ãîâîðÿò, ÷òî îíè òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî
Ïóàññîíó, åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) íàéäåòñÿ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τi}i>1 è äëÿ êàæäîãî
÷èñëà α > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà β > 0 è γ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x = x(t, t0, x0),
t0 ∈ M(τ), ‖x0‖ 6 α, ñèñòåìû (2), óäîâëåòâîðÿþùåé ïðè t > 0 è α 6 ‖x‖ 6 β íåðàâåíñòâó
‖H(t, x)‖ 6 γ, âûïîëíåíî óñëîâèå ‖x(t, t0, x0)‖ < β äëÿ âñåõ t ∈ R+(t0)

⋂
M(τ). Â ñëó÷àå,

êîãäà òðåáóåòñÿ òî÷íî óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τi}i>1, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè â îïðåäåëåíèè òîòàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé ñè-

ñòåìû (1) çàáûòü τ = {τi}i>1 è çàìåíèòü R+(t0)
⋂
M(τ) íà R+(t0), òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå

òîòàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (1), ââåäåííîå â [1]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû, òî îíè òîòàëüíî îãðàíè÷åíû è ïî Ïóàññîíó.
Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a(r) è b(r) ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ãäå r > 0 è t > 0,

êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) a(r) > 0 � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,
2) b(r) > 0 � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ è b(r)→∞ ïðè r →∞.
Â ðàáîòå [7] íà îñíîâå ìåòîäà âåêòîð-ôóíêöèé Ëÿïóíîâà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äî-

ñòàòî÷íûå ïðèçíàêè òîòàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó ðåøåíèé ñèñòåìû (1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò òàêèå P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τi}i>1,
âåêòîð-ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, x) è óêàçàííûå âûøå ôóíêöèè a(r) è b(r), ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) V1(t, x) > 0, . . . , Vl(t, x) > 0,

2) b(‖x‖) 6
l∑

i=1
Vi(t, x) 6 a(‖x‖) äëÿ âñåõ (t, x) ∈M(τ)× Rn,

3) ‖(∂Vi/∂x)(t, x)‖ 6 Li, 1 6 i 6 l, äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ ×K, ãäå K � ëþáîå êîìïàêòíîå

ïîäìíîæåñòâî â Rn è L = (L1, . . . , Ll)
T > 0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð, çàâèñÿùèé îò K.

Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (3) äëÿ ñèñòåìû (1) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû
ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1. Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)
òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóþò òàêèå P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ = {τi}i>1,
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V (t, x) > 0, îïðåäåëåííàÿ íà R+ × Rn, íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(t, ξ), çàäàííàÿ íà R+ × R, è óêàçàííûå âûøå ôóíêöèè a(r) è b(r), ÷òî
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) b(‖x‖) 6 V (t, x) 6 a(‖x‖) äëÿ âñåõ (t, x) ∈M(τ)× Rn,

2) V̇ (t, x) 6 f(t, V (t, x)) äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+ × Rn,
3) ‖(∂V/∂x)(t, x)‖ 6 L äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R+×K, ãäå K � ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî

â Rn è ÷èñëî L > 0 çàâèñèò îò K.
Êðîìå òîãî, ïóñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ ξ̇ = f(t, ξ) äëÿ ñèñòåìû (1) òîòàëüíî
îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1. Òîãäà ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå (1). Ïóñòü g(t)
� ëþáàÿ çàäàííàÿ íà R+ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì min

R+
g(t) = 0 è max

R+
g(t) > 0. ßñíî, ÷òî min

R+
g(t) è max

R+
g(t) ñóùå-

ñòâóþò, ïîñêîëüêó èç ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè g(t) ñëåäóþò ðàâåíñòâà min
R+

g(t) = min
[0;T ]

g(t)

è max
R+

g(t) = max
[0;T ]

g(t), ãäå T � ïåðèîä ôóíêöèè g(t). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g′(t) ÿâëÿåòñÿ
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íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ max
R+

g′(t) > 0 è

min
R+

g′(t) < 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïåðåãðóæàòü îáîçíà÷åíèÿ, âìåñòî min
R+

è max
R+

áóäåì âåçäå

ñîîòâåòñòâåííî ïèñàòü ïðîñòî min è max. Êðîìå òîãî, ïóñòü α(t) > 0 � ëþáàÿ äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà R+, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå α(t)→ 0
ïðè t→ +∞. Ïðîñòûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ g(t) = 1 + sin t è α(t) = e−t.
Äàëåå äëÿ ñèñòåìû (1) è óêàçàííûõ âûøå ôóíêöèé g(t) è α(t) ëþáóþ ñèñòåìó, èìåþùóþ

âèä
dx

dt
=

1

g(t) + α(t)
F (t, x),

áóäåì íàçûâàòü P-âîçìóùåííîé ñèñòåìîé ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå (1), èëè, åñëè èñêëþ÷åíû
íåäîðàçóìåíèÿ, P-âîçìóùåííîé ñèñòåìîé.
Ðàññìîòðèì P-âîçìóùåííóþ ñèñòåìó ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìå

ẋ = Ax, ò. å. ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx

dt
=

1

g(t) + α(t)
Ax, (4)

ãäå A � ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ n× n-ìàòðèöà.
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òîòàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî Ïóàññîíó

ðåøåíèé P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû (4).

Òåîðåìà 2. Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λn ìàòðèöû A â ïðàâîé ÷àñòè P-âîçìóùåí-
íîé ñèñòåìû (4) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Reλi < −max g′(t) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n, òî ðåøå-
íèÿ ýòîé P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (t, x). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìå-
íó ïåðåìåííûõ x = Sy, ãäå y = (y1, . . . , yn)T ∈ Cn è S � êîìïëåêñíàÿ n × n-ìàòðèöà, äëÿ
êîòîðîé S−1AS = B � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
êîòîðîé ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λn ìàòðèöû A. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ âûøå
çàìåíà ïåðåìåííûõ x = Sy ýêâèâàëåíòíà çàìåíå ïåðåìåííûõ x = Sy, ãäå y � êîìïëåêñíîå
÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê y, è S = (sij) � ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ê ìàòðèöå S = (sij). ßñíî,

÷òî äëÿ óêàçàííîé âûøå çàìåíû ïåðåìåííûõ x = Sy ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (S)−1AS = B,
ãäå B = (bij) � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ñîïðÿæåííàÿ ê ìàòðèöå B = (bij). Õîðî-
øî èçâåñòíî (íàïðèìåð, [9]), ÷òî çàìåíó ïåðåìåííûõ x = Sy âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü òàê,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà b > 0 áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |bij | < b
ïðè âñåõ 1 6 i < j 6 n, ãäå |bij | � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà bij . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
V : R+ × Rn → R, ïîëàãàÿ

V (t, x) = (g(t) + α(t)) · (S−1x, (S)−1x) = (g(t) + α(t)) · (y, y) =

= (g(t) + α(t))

n∑
i=1

yiyi = (g(t) + α(t))‖y‖2 = (g(t) + α(t))

n∑
i=1

|yi|2 > 0,

ãäå ( , ) � ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â Cn. Ðàññìîòðèì äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 0 < γ <
max g(t) âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϑ1 < ϑ2 < · · · < ϑi < · · · âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ
g(t) +α(t) = γ. Ïóñòü ϑk � ïåðâûé èç êîðíåé, äëÿ êîòîðîãî íà îòðåçêå [ϑk;ϑk+1] âûïîëíåíî
óñëîâèå g(t) + α(t) > γ. Îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ1 < τ2 < · · · < τi <
· · · , ïîëàãàÿ τi = ϑi+k−1, i > 1. ßñíî, ÷òî lim

i→∞
τi = +∞, ñëåäîâàòåëüíî, τ = {τi}i>1 ÿâëÿåòñÿ

P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ R+(τ1) è x ∈ Rn ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî V (t, x) 6 a(‖x‖), ãäå a(r) = (max g(t) + maxα(t))(‖S−1‖r)2. Òàê êàê íà êàæäîì
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çàìêíóòîì èíòåðâàëå [τ2i−1; τ2i], i > 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî γ 6 g(t) +α(t), òî äëÿ âñåõ
(t, x) ∈ M(τ) × Rn ïîëó÷àåì b(‖x‖) 6 V (t, x), ãäå b(r) = γ · (r/‖S‖)2. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
äâîéíîå íåðàâåíñòâî b(‖x‖) 6 V (t, x) 6 a(‖x‖) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M(τ) × Rn.

Äëÿ ïðîèçâîäíîé V̇ (t, x) ôóíêöèè V (t, x) â ñèëó ñèñòåìû (3) èìååì ðàâåíñòâà

V̇ (t, x) = (g′(t) + α′(t))‖y‖2 + (S−1Ax, (S)−1x) + (S−1x, (S)−1Ax) =

= (g′(t) + α′(t))‖y‖2 + (S−1ASy, (S)−1Sy) + (S−1Sy, (S)−1ASy) =

= (g′(t) + α′(t))‖y‖2 + (By, y) + (y,B y) = (g′(t) + α′(t))‖y‖2+

+

(
n∑

i=1

λiyiyi +
∑

16i<j6n

bijyjyi

)
+

(
n∑

i=1

λiyiyi +
∑

16i<j6n

bijyjyi

)
=

= (g′(t) + α′(t))‖y‖2 +
n∑

i=1

(λi + λi)yiyi +
∑

16i<j6n

(bijyjyi + bijyjyi).

Òàê êàê α′(t) < 0 ïðè âñåõ t ∈ R+ è max g′(t) > 0, òî èìååì g′(t) + α′(t) < max g′(t) äëÿ
âñåõ t ∈ R+. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû Reλi < −max g′(t) äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n. Ïîýòîìó èìååì
λi + λi = 2Reλi < −2 max g′(t). Òàê êàê bijyjyi = bijyjyi, òî ïîëó÷àåì∑

16i<j6n

(bijyjyi + bijyjyi) =
∑

16i<j6n

2Re(bijyjyi) 6
∑

16i<j6n

2|bijyjyi| =

=
∑

16i<j6n

2|bij | |yj | |yi| 6
∑

16i<j6n

|bij |(|yj |2 + |yi|2) 6
∑

16i<j6n

|bij | ‖y‖2 6

6
∑

16i<j6n

µ‖y‖2 =
1

2
n(n− 1)µ‖y‖2,

ãäå µ > 0 � íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî |bij | < µ. Èç óêàçàííûõ âûøå íåðàâåíñòâ

ïîëó÷àåì V̇ (t, x) 6 (−max g′(t) + (1/2)n(n−1)µ)‖y‖2. Åñëè âûáðàòü ÷èñëî µ > 0 òàê, ÷òîáû

µ < (2 max g′(t))/(n(n−1)), òî ïîëó÷èì V̇ (t, x) 6 −ψ‖y‖2, ψ = max g′(t)−(1/2)n(n−1)µ > 0.

Èç íåðàâåíñòâà V̇ (t, x) 6 −ψ‖y‖2 ñëåäóåò

V̇ (t, x) 6 − ψ

g(t) + α(t)
V (t, x).

Òàê êàê −ψ/(g(t) + α(t)) 6 −ψ/max(g(t) + α(t)), òî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

V̇ (t, x) 6 −c V (t, x),

ãäå c = ψ/max(g(t) + α(t)) > 0. Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèåì ñðàâíåíèÿ äëÿ

ñèñòåìû (4) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ξ̇ = −cξ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ìåòîäîì ôóíêöèé Ëÿïóíî-

âà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ξ̇ = −cξ òîòàëüíî îãðàíè÷åíû. Íàïðèìåð, â
êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ ξ̇ = −cξ ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ W (ξ) = ξ2. Òàê

êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ξ̇ = −cξ òîòàëüíî îãðàíè÷åíû, òî îíè òîòàëüíî îãðàíè÷åíû è ïî
Ïóàññîíó îòíîñèòåëüíî ðàññìîòðåííîé âûøå P-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ = {τi}i>1. Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû (4) âñå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ âûïîëíåíû è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèÿ ýòîé P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó. �

Íàïîìíèì òåïåðü [10] (òàêæå [3] è [11]) ïîíÿòèå ñëîæíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé.
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Ïîä ñëîæíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîíèìàþò ëþáóþ ñèñòåìó âèäà

ẋi = fi(t, x
i) +

∑
16j6m

DiBij(t)Hjx
j , 1 6 i 6 m, (5)

ãäå xi = (xi1, . . . , x
i
ni

) ∈ Rni , 1 6 i 6 m, êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç íàáîðà òàê íàçûâàåìûõ
ïåðåäàòî÷íûõ ïîäñèñòåì

ẋi = fi(t, x
i) +Diu

i, yi = Hix
i, 1 6 i 6 m, (6)

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè

ui =
∑

16j6m

Bij(t)y
j , 1 6 i 6 m, (7)

ãäå âåêòîð ui = (ui1, . . . , u
i
pi)

T ∈ Rpi íàçûâàåòñÿ âõîäîì â ïåðåäàòî÷íóþ ïîäñèñòåìó (6), âåê-

òîð yi = (yi1, . . . , y
i
qi)

T ∈ Rqi íàçûâàåòñÿ âûõîäîì èç ïåðåäàòî÷íîé ïîäñèñòåìû (6), fi(t, x
i)

� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà R+ × Rni , Di � ïîñòîÿííàÿ ni × pi-ìàòðèöà, Hi �
ïîñòîÿííàÿ qi×ni-ìàòðèöà è Bij(t) � pi×qj-ìàòðèöà, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé t ∈ R+.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ ñëîæíóþ ñèñòåìó âèäà

ẋi = fi(t, x
i) +

∑
16j6m

DiBijHjx
j , 1 6 i 6 m, (8)

ãäåBij � ïîñòîÿííàÿ (pi×qi)-ìàòðèöà, è ðàññìîòðèì P-âîçìóùåííóþ ñèñòåìó ïî îòíîøåíèþ
ê ñèñòåìå (8), ò. å. ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋi =
fi(t, x

i)

g(t) + α(t)
+
∑

16j6m

Di
Bij

g(t) + α(t)
Hjx

j , 1 6 i 6 m. (9)

Âèäíî, ÷òî ñèñòåìà (9) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ñèñòåìîé, êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà èç íàáîðà ïåðåäà-
òî÷íûõ ïîäñèñòåì

ẋi =
fi(t, x

i)

g(t) + α(t)
+Diu

i, yi = Hix
i, 1 6 i 6 m,

ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè

ui =
∑

16j6m

Bij

g(t) + α(t)
yj , 1 6 i 6 m.

Ïîñòàâèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàêèå òðåáîâàíèÿ íóæíî íàëîæèòü íà ñëîæíóþ ñèñòåìó
(8), ÷òîáû ðåøåíèÿ ñëîæíîé P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû (9) áûëè òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî
Ïóàññîíó. Îäíèì èç îòâåòîâ íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñëîæíîé ñèñòåìû (8) âûïîëíåíî óñëîâèå Bii = 0 è ïóñòü ñóùå-

ñòâóþò òàêèå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè Vi : R+ × Rni → R è ïîñòîÿííûå c1i > 0,
c2i > 0, c3i > 0, c4i > 0, 1 6 i 6 m, ÷òî äëÿ óêàçàííûõ âûøå ôóíêöèé g(t) è α(t) è âñåõ

t ∈ R+, xi ∈ Rni , 1 6 i 6 m, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) c1i‖xi‖2 6 Vi(t, xi) 6 c2i‖xi‖2,

2) (g(t) + α(t))
∂Vi(t, x

i)

∂t
+

(
∂Vi(t, x

i)

∂xi
, fi(t, x

i)

)
6 −c3i‖xi‖2,

3)

∥∥∥∥∂Vi(t, xi)∂xi

∥∥∥∥ 6 c4i‖xi‖.
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Êðîìå òîãî, ïóñòü äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λm ïîñòîÿííîé äåéñòâèòåëüíîé

m×m-ìàòðèöû A = (aij), çàäàâàåìîé ðàâåíñòâàìè

aii = max g′(t)− c3i
2c2i

, aij =
c24i

2c3ic1j

∑
16k6m

‖DiBikHk‖2, i 6= j, (10)

âûïîëíåíî óñëîâèå Reλi < −max g′(t) äëÿ âñåõ 1 6 i 6 m. Òîãäà ðåøåíèÿ ñëîæíîé P-
âîçìóùåííîé ñèñòåìû (9) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ

W (t, x) = (W1(t, x), . . . ,Wm(t, x))T ,

ãäå x = (x1, . . . , xn)T = (x11, . . . , x
1
n1
, . . . , xm1 , . . . , x

m
nm

)T è n = n1 + . . .+ nm, ïîëàãàÿ

Wi(t, x) = (g(t) + α(t))Vi(t, x
i) > 0, 1 6 i 6 m.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 0 < γ < max g(t) ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ϑ1 < ϑ2 < · · · < ϑi < . . . âñåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ g(t) + α(t) = γ. Ïóñòü ϑk � ïåð-
âûé èç óêàçàííûõ êîðíåé, äëÿ êîòîðîãî íà îòðåçêå [ϑk;ϑk+1] âûïîëíåíî óñëîâèå g(t) +
α(t) > γ. Îïðåäåëèì âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ1 < τ2 < · · · < τi < . . . , ïîëàãàÿ
τi = ϑi+k−1, i > 1. Î÷åâèäíî, lim

i→∞
τi = +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, τ = {τi}i>1 ÿâëÿåòñÿ P-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Èç óñëîâèÿ 1) òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ R+(τ1) è x ∈ Rn

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî W1(t, x)+ · · ·+Wm(t, x) 6 a(‖x‖), ãäå a(r) = max(g(t)+α(t))(c21 +
· · · + c2m)r2. Òàê êàê íà êàæäîì çàìêíóòîì èíòåðâàëå [τ2i−1; τ2i], i > 1, èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî γ 6 g(t) + α(t), òî èç óñëîâèÿ 1) òåîðåìû ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M(τ) × Rn

íåðàâåíñòâî b(‖x‖) 6 W1(t, x) + · · · + Wm(t, x), ãäå b(r) = γmin{c11, . . . , c1m}r2. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

b(‖x‖) 6W1(t, x) + · · ·+Wm(t, x) 6 a(‖x‖)

ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ (t, x) ∈M(τ)×Rn. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ 1) è 2) òåîðåìû 1 âûïîë-
íåíû. Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 3) òåîðåìû 1 ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè íîðìû è óñëîâèÿ 3)

äîêàçûâàåìîé òåîðåìû. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîäíóþ Ẇ (t, x) âåêòîð-ôóíêöèè W (t, x) â
ñèëó ñèñòåìû (9). Ïîëüçóÿñü ïðè i 6= j ðàâåíñòâîì ∂Wi(t, x)/∂xj = 0, èìååì

Ẇi(t, x) =
∂Wi(t, x)

∂t
+

∂Wi(t, x)

∂xi
,

fi(t, x
i)

g(t) + α(t)
+
∑

16j6m

Di
Bij

g(t) + α(t)
Hjx

j

 =

= (g′(t) + α′(t))Vi(t, x
i) + (g(t) + α(t))

∂Vi(t, x
i)

∂t
+

(
∂Vi(t, x

i)

∂xi
, fi(t, x

i)

)
+

+

∂Vi(t, xi)
∂xi

,
∑

16j6m

DiBijHjx
j

 .

Ïðè ïîìîùè óñëîâèé 2) è 3) òåîðåìû, à òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî α′(t) < 0 è Bii = 0, ïîëó÷àåì

Ẇi(t, x) 6 (max g′(t))Vi(t, x
i)− c3i‖xi‖2 + c4i‖xi‖

∑
16j6m
i 6=j

‖DiBijHj‖ · ‖xj‖.
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Èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà√c3i‖xi‖ − c4i√
c3i

∑
16j6m
i 6=j

‖DiBijHj‖ · ‖xj‖


2

> 0

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

c3i
2
‖xi‖2 +

c24i
2c3i

 ∑
16j6m
i 6=j

‖DiBijHj‖ · ‖xj‖


2

> c4i‖xi‖
∑

16j6m
i 6=j

‖DiBijHj‖ · ‖xj‖,

ïðè ïîìîùè êîòîðîãî èìååì

Ẇi(t, x) 6 (max g′(t))Vi(t, x
i)− c3i

2
‖xi‖2 +

c24i
2c3i

 ∑
16j6m
i 6=j

‖DiBijHj‖ · ‖xj‖


2

.

Ðàññìàòðèâàÿ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòî-
ðîâ è ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íîðì ýòèõ âåêòîðîâ,
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ∑

16j6m
i 6=j

‖DiBijHj‖ · ‖xj‖


2

6
∑

16k6m

‖DiBikHk‖2
∑

16j6m
i 6=j

‖xj‖2

è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

Ẇi(t, x) 6 (max g′(t))Vi(t, x
i)− c3i

2
‖xi‖2 +

c24i
2c3i

∑
16k6m

‖DiBikHk‖2
∑

16j6m
i 6=j

‖xj‖2.

Ïîëüçóÿñü òåïåðü íåðàâåíñòâàìè èç óñëîâèÿ 1) òåîðåìû, ïîëó÷àåì

Ẇi(t, x) 6

(
max g′(t)− c3i

2c2i

)
Vi(t, x

i) +
c24i

2c3ic1j

∑
16k6m

‖DiBikHk‖2
∑

16j6m
i 6=j

Vj(t, x
j) =

=
1

g(t) + α(t)

∑
16j6m

aijWj(t, x).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü âåêòîðíîãî íåðàâåíñòâà

Ẇ (t, x) 6
1

g(t) + α(t)
A ·W (t, x),

ãäå m × m-ìàòðèöà A = (aij) îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëàì (10). Ýòî âåêòîðíîå íåðàâåíñòâî
îçíà÷àåò, ÷òî W (t, x) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû (9) è ñèñòåìà

ξ̇ =
1

g(t) + α(t)
Aξ, ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm, (11)

ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (9). Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λ1, . . . , λm ìàòðèöû A äëÿ âñåõ 1 6 i 6 m âûïîëíåíî óñëîâèå Reλi < −max g′(t), òî
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ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñðàâíåíèÿ (11) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû
ïî Ïóàññîíó. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíåíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ
ñëîæíîé P-âîçìóùåííîé ñèñòåìû (9) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëîæíûõ ñèñòåì � ñëîæíûå ñèñòåìû ñ ïåò-
ëÿìè îáðàòíûõ ñâÿçåé. Íàïîìíèì, ñëåäóÿ [10], ÷òî ñëîæíîé ñèñòåìîé ñ ïåòëåé îáðàòíîé
ñâÿçè íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà (5), ïåðåäàòî÷íûå ïîäñèñòåìû êîòîðîé ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè

ui = ζ(t)yi−1, 2 6 i 6 m, u1 = ζ(t)ym, (12)

ãäå ζ(t) � ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ζ(t) âõîä i-é
ïîäñèñòåìû, ãäå 2 6 i 6 m, ñîâïàäàåò ñ âûõîäîì (i− 1)-é ïîäñèñòåìû, à âõîä m-é ñèñòåìû
ñîâïàäàåò ñ âûõîäîì 1-é ïîäñèñòåìû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå pi = qi−1, ïîñêîëüêó
ui ∈ Rpi è yi−1 ∈ Rqi−1 . Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöû
Bij(t) â ñîîòíîøåíèÿõ (7) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Bij(t) = ζ(t)


Ep1 , i = 1, j = m;

Epi , 2 6 i 6 m, j = i− 1;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå Epi � åäèíè÷íàÿ pi × pi-ìàòðèöà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà ñ ïåòëåé
îáðàòíîé ñâÿçè èìååò âèä

ẋ1 = f1(t, x
1) +D1ζ(t)Hmx

m, ẋi = fi(t, x
i) +Diζ(t)Hi−1x

i−1, 2 6 i 6 m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëþáóþ ñëîæíóþ ñèñòåìó ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè âèäà

ẋ1 = f1(t, x
1) +D1Hmx

m, ẋi = fi(t, x
i) +DiHi−1x

i−1, 2 6 i 6 m, (13)

ãäå ζ(t) = 1, è ðàññìîòðèì P-âîçìóùåííóþ ñèñòåìó ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæíîé ñèñòåìå ñ
ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè (13), ò. å. ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ñèñòåìó

ẋ1 =
f1(t, x

1)

g(t) + α(t)
+

D1Hm

g(t) + α(t)
xm,

ẋi =
fi(t, x

i)

g(t) + α(t)
+

DiHi−1
g(t) + α(t)

xi−1, 2 6 i 6 m.
(14)

Âèäíî, ÷òî ñëîæíàÿ ñèñòåìà (14) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ñèñòåìîé ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè, ãäå
ζ(t) = 1/(g(t) + α(t)).
Òàê êàê ñèñòåìà (14) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (9), òî èññëåäîâàíèå ðåøå-

íèé ñèñòåìû (14) íà ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü â ïðåäåëå ïî Ïóàññîíó ìîæíî, êîíå÷íî,
ïðîâîäèòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû 3. Îäíàêî äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêîãî èññëåäîâàíèÿ èìååòñÿ
ñëåäóþùèé, áîëåå óäîáíûé, äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî íå òðåáóåò îöåíêè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ñëîæíîé ñèñòåìû ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè (13) ñóùåñòâóþò

äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè Vi : R+ × Rni → R è ïîñòîÿííûå c1i > 0, c2i > 0, c3i > 0,
c4i > 0, 1 6 i 6 m, óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ óêàçàííûõ âûøå ôóíêöèé g(t) è α(t) è âñåõ

t ∈ R+ è xi ∈ Rni , 1 6 i 6 m, óñëîâèÿì 1) � 3) òåîðåìû 3. Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíåíû

óñëîâèÿ

c3i > 4c2i max g′(t),

m∏
i=1

η2i < 1, (15)
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ãäå

ηi =
c4i
√
c2i√

c1,i−1c3i(c3i − 4c2i max g′(t))
‖DiHi−1‖, 1 6 i 6 m

(çäåñü c1,0 è H0 ñîîòâåòñòâåííî ñ÷èòàþòñÿ äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè c1m è Hm). Òîãäà
ðåøåíèÿ P-âîçìóùåííîé ñëîæíîé ñèñòåìû ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè (14) òîòàëüíî îãðà-
íè÷åíû ïî Ïóàññîíó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñèñòåìà (14) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (9) è âûïîëíåíû
óñëîâèÿ 1) � 3) òåîðåìû 3, òî ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (14) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà (11),
ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû A = (aij) îïðåäåëÿþòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïî ôîðìóëàì

aii = max g′(t)− c3i
2c2i

, 1 6 i 6 m,

a1m =
c241

2c31c1m
‖D1Hm‖2, ai,i−1 =

c24i
2c3ic1,i−1

‖DiHi−1‖2, 2 6 i 6 m,

è aij = 0 â äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Çàïèøåì ñèñòåìó ñðàâíåíèÿ (11) äëÿ ñèñòåìû (14) â âèäå

ξ̇1 =
1

g(t) + α(t)
((max g′(t)− a1)ξ1 + b1ξm),

ξ̇i =
1

g(t) + α(t)
((max g′(t)− ai)ξm + biξi−1), 2 6 i 6 m,

(16)

ãäå ai = c3i/(2c2i), 1 6 i 6 m, b1 = a1m è bi = ai,i−1, 2 6 i 6 m. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ
ñèñòåìû (16) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

ai > 2 max g′(t), 1 6 i 6 m,
m∏
i=1

ai − 2 max g′(t)

bi
> 1, (17)

òî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó. Äëÿ ýòîãî ïî òåîðåìå 2 äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λm ìàòðèöû A = (aij) èç ñèñòåìû (16)
óäîâëåòâîðÿþò äëÿ âñåõ 1 6 i 6 m óñëîâèþ Reλi < −max g′(t). Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâ-
íîãî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 j 6 m âûïîëíåíî óñëîâèå Reλj > −max g′(t). Ðàññìîòðèì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(A− λEm) = 0 ìàòðèöû A = (aij) èç ñèñòåìû (16). Ïðÿ-
ìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

m∏
i=1

(λ+ ai −max g′(t))−
m∏
i=1

bi = 0.

Èç ýòîãî, ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè ai > 2 max g′(t), 1 6 i 6 m, è ïðåäïîëîæåíèåì Reλj >
−max g′(t), ïîëó÷àåì

m∏
i=1

bi =

∣∣∣∣∣
m∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∏
i=1

(λj + ai −max g′(t))

∣∣∣∣∣ =

m∏
i=1

∣∣λj + ai −max g′(t)
∣∣ >

>
m∏
i=1

(Reλj + ai −max g′(t)) >
m∏
i=1

(ai − 2 max g′(t)),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó óñëîâèþ èç (17). Òàêèì îáðàçîì, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1, . . . , λm ìàòðèöû A = (aij) èç ñèñòåìû (16) óäîâëåòâîðÿþò äëÿ âñåõ 1 6 i 6 m íåðà-
âåíñòâó Reλi < −max g′(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2 ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû òîòàëüíî
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îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî âòîðîå óñëîâèå èç (15) âëå÷åò âòîðîå óñëîâèå
èç (17). Â ñàìîì äåëå, ïîëüçóÿñü âòîðûì óñëîâèåì èç (15), ïîëó÷àåì

m∏
i=1

ai − 2 max g′(t)

bi
=

m∏
i=1

c1,i−1c3i(c3i − 4c2i max g′(t))

c24ic2i‖DiHi−1‖2
>

m∏
i=1

1

η2i
> 1.

Èç ýòîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (16) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû
ïî Ïóàññîíó. Òàê êàê ñèñòåìà (16) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (14), òî ðåøå-
íèÿ P-âîçìóùåííîé ñëîæíîé ñèñòåìû ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè (14) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû
ïî Ïóàññîíó. �

Ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ xi ∈ R, 1 6 i 6 5,

ẋ1 = −%1x1 + x5,
ẋ2 = −%2x2 + x5,
ẋ3 = −%3x3 + x5,
ẋ4 = −%4x4 + x5,
ẋ5 = −γx5 − f(x5) + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4,

(18)

ãäå %s, βs, γ ∈ R, 1 6 s 6 4, 0 < %1 6 %2 6 %3 6 %4 è f(x5) � ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ x5f(x5) > 0. Òàêîãî âèäà ñèñòåìû èñïîëüçóþòñÿ êàê ñèñòåìû
ðåãóëèðîâàíèÿ ñ óïðàâëåíèåì σ = x5 ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ ñàìîëåòà [12] (òàêæå [13]).
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (18) êàê ñëîæíóþ ñèñòåìó

ẋ1 = f1(t, x
1) +D1H2x

2, ẋ2 = f2(t, x
2) +D2H1x

1, (19)

ïîëàãàÿ
x1 = (x1, x2, x3, x4)

T ∈ R4, x2 = (x5) ∈ R1,

f1(t, x
1) = (−%1x1,−%2x2,−%3x3,−%4x4)T , f2(t, x

2) = −γx5 − f(x5),

B12 = E1, B21 = E4, B11 = 0, B22 = 0,

H1 = E4, H2 = E1, D1 =

(
1
1
1
1

)
, D2 = (β1, β2, β3, β4),

è ðàññìîòðèì P-âîçìóùåííóþ ñëîæíóþ ñèñòåìó ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæíîé ñèñòåìå (19)

ẋ1 =
f1(t, x

1)

g(t) + α(t)
+

D1H2

g(t) + α(t)
x2, ẋ2 =

f2(t, x
2)

g(t) + α(t)
+

D2H1

g(t) + α(t)
x1. (20)

Èññëåäóåì ïðè ïîìîùè òåîðåìû 3 ðåøåíèÿ ñëîæíîé ñèñòåìû (20) íà òîòàëüíóþ îãðàíè÷åí-
íîñòü ïî Ïóàññîíó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèè

V1(x
1) = x21 + x22 + x23 + x24, V2(x

2) = x25.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòèõ ôóíêöèé è ïîñòîÿííûõ c11 = c12 = c21 = c22 = 1, c31 = 2%1,
c32 = 2γ, c41 = c42 = 2 âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 3. Âû÷èñëèì ïî ôîðìóëàì (10)
ýëåìåíòû 2× 2-ìàòðèöû A = (aij). Èìååì

a11 = max g′(t)− c31
2c21

= max g′(t)− %1, a22 = max g′(t)− c32
2c22

= max g′(t)− γ.

Òàê êàê ‖D1B12H2‖ = ‖D1‖ = 2 è ‖D2B21H1‖ = ‖D2‖ =
√
β21 + β22 + β23 + β24 , òî ïîëó÷àåì

a12 =
c241

2c31c12
‖D1B12H2‖2 =

4

%1
, a21 =

c242
2c32c11

‖D2B21H1‖2 =
β21 + β22 + β23 + β24

γ
.

Îöåíèì äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 2× 2-ìàòðèöû A. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà îáùèé ñëó÷àé 2 × 2-ìàòðèö. Ïóñòü çàäàíû ëþáàÿ 2 × 2-ìàòðèöà U = (uij) è
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ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî m > 0. Ýëåìåíòàðíûìè âû÷èñëåíèÿìè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 ìàòðèöû U = (uij) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì Reλ1 < −m è Reλ2 < −m
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ

u11 + u22 < −2m, u11u22 − u12u21 > −m(u11 + u22 +m). (21)

Ïðè ïîìîùè (21) ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 è λ2 ðàññìîòðåííîé âûøå (2× 2)-
ìàòðèöû A = (aij) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì Reλ1 < −max g′(t) è Reλ1 < −max g′(t),
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

4 max g′(t) < %1 + γ,

4 max g′(t)2 − 2(%1 + γ) max g′(t) + %1γ >
4(β21 + β22 + β23 + β24)

%1γ
.

(22)

Èç ýòîãî è òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (22) ðåøåíèÿ P-âîçìóùåííîé
ñëîæíîé ñèñòåìû (20) òîòàëüíî îãðàíè÷åíû ïî Ïóàññîíó.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ñèñòåìà (19) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ñèñòåìîé ñ ïåòëåé îáðàòíîé ñâÿçè.

Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (20) íà òîòàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïî Ïóàññîíó
ìîæíî ïðîâåñòè ïðè ïîìîùè òåîðåìû 4. Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèìè âû÷èñëåíèÿìè, ïîëó÷àåì,
÷òî óñëîâèÿ (15) â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä

2 max g′(t) < %1, 2 max g′(t) < γ,

4(max g′(t))2 − 2(%1 + γ) max g′(t) + %1γ >
4(β21 + β22 + β23 + β24)

%1γ
.

(23)

Âèäíî, ÷òî óñëîâèÿ (22) äàþò áîëüøå ñòåïåíåé ñâîáîäû ïàðàìåòðàì %1 è γ, ÷åì óñëîâèÿ
(23).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê èñ-
ñëåäîâàíèþ ðåøåíèé íà òîòàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïî Ïóàññîíó P-âîçìóùåííûõ ñëîæíûõ
ñèñòåì ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæíûì ñèñòåìàì, îïèñûâàþùèì (íàïðèìåð, [11] è [10]) ìíîãî-
ñâÿçíûå ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, äèíàìèêó ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ ñèñòåì,
óïðàâëåíèå äâèæåíèåì âíåàòìîñôåðíûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáñåðâàòîðèé, äèíàìèêó ðàçâè-
òèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì è äð.
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Total Poisson boundedness of solutions of P-perturbed complex systems of di�erential

equations

Abstract. We introduce the concept of a P-perturbed system and, in particular, P-perturbed
complex system. Based on the method Lyapunov functions we obtain the sufficient condition of
total Poisson boundedness of solutions of P-perturbed systems with respect to any linear system
with constant coefficients. Based on the method of vector Lyapunov functions and the above
condition we obtain sufficient conditions of total Poisson boundedness of solutions of P-perturbed
complex system and solutions of P-perturbed complex systems with feedback loop.
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