
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 3 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 530.12��ÓÏÏÛ ÈÇÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉÑÂÅ�ÕÒÅÊÓ×ÅÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÀ.À. Ëèòâèíîâ, Â.À. ÏîïîâÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîìýíåðãèè-èìïóëüñà ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè. Èññëåäîâàíû ãðóïïû äâèæåíèé ïðè óñëîâèè,÷òî äâèæåíèå ñâåðõòåêó÷åé è íîðìàëüíîé êîìïîíåíò æèäêîñòè íàïðàâëåíû âäîëü ðàç-ëè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà. Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîðû, ïîðîæäàåìûå âåêòîðàìèÊèëëèíãà, îòâå÷àþùèìè íîðìàëüíîìó è ñâåðõòåêó÷åìó äâèæåíèþ, îáðàçóþò öåíòð àë-ãåáðû Ëè. Âûäåëåíû è èññëåäîâàíû âñå âîçìîæíûå ãðóïïû äâèæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèåäàííîìó óñëîâèþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëå òÿãîòåíèÿ, äîïóñêàþùååãðóïïó èçîìåòðèé ñ ïîðÿäêîì r ≥ 4 .Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåëÿòèâèñòñêàÿ äèíàìèêà ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè, ãðóïïû äâè-æåíèé, òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà.Ââåäåíèå�àâíîâåñèå ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè òðåáîâàíèÿ-ìè ê ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [1, 2℄. Äëÿ ñèñòåìû áåçìàññîâûõ ÷àñòèöòàêèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå êîí�îðìíîé ñèììåòðèè, à äëÿ ìàññèâíûõ �ñóùåñòâîâàíèå âðåìåíåïîäîáíîãî âåêòîðà Êèëëèíãà, âäîëü êîòîðîãî íàïðàâëåíîìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå ñèñòåìû. Â ýòîé ñâÿçè ãðóïïà èçîìåòðèé èññëåäîâà-ëàñü ïðèìåíèòåëüíî êî ìíîãèì �èçè÷åñêèì ñèñòåìàì, â òîì ÷èñëå äëÿ óðàâíå-íèé Ýéíøòåéíà �Ìàêñâåëëà [3, 4℄, èäåàëüíîãî ãàçà [5℄ è çàðÿæåííîé èäåàëüíîéæèäêîñòè [6℄. Äëÿ ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè ðàññìàòðèâàåìîå íèæå èçîìåòðè÷åñêîåäâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì âèäîì ñèììåòðèè, ïðè êîòîðîì ìîæåò ðåà-ëèçîâàòüñÿ ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå [7℄.Â ðåëÿòèâèñòñêîé �èçèêå ÿâëåíèå ñâåðõòåêó÷åñòè ñâÿçàíî ïðåæäå âñåãî ñ íåé-òðîííûìè çâåçäàìè, äëÿ êîòîðûõ óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ñâåðõòåêó÷åé �àçû.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåéòðîííûå çâåçäû îáëàäàþò ñèëüíûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì èäîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ïîìèìî ýòîãî,ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñâåðõòåêó÷èìè ñâîéñòâàìè ìîæåò îáëàäàòü ñêàëÿðíîå ïîëå,êîòîðîå èãðàåò ðîëü òåìíîé ýíåðãèè è òåìíîé ìàòåðèè â ðÿäå êîñìîëîãè÷åñêèõìîäåëåé [8, 9℄.Êëàññè÷åñêàÿ äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà Ëàíäàó îïèñûâàåò äâèæåíèåñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè â òåðìèíàõ äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêî-ðîñòè æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â îñíîâíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè (ñâåðõòåêó÷àÿ êîì-ïîíåíòà), è ñêîðîñòè ãàçà âîçáóæäåíèé (íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà). Â ðàáîòàõ [10,11℄ áûëî ïîñòðîåíî êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå äàííîé ìîäåëè, ñîãëàñíî êîòîðîìóòåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

T i
j = niµj + siθj − pδi

j ,



80 À.À. ËÈÒÂÈÍÎÂ, Â.À. ÏÎÏÎÂãäå p � äàâëåíèå, ni è si � ïîòîêè ÷èñëà ÷àñòèö è ýíòðîïèè, µj è θj � äèíàìè÷åñêèñîïðÿæåííûå èì èìïóëüñû, òàê ÷òî âàðèàöèÿ äàâëåíèÿ åñòü
δp = siδθi + niδµi. (1)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè äàâëåíèÿ åãî çàâèñèìîñòü îò µj è θjâûðàæàåòñÿ â âèäå �óíêöèè p = p(µ2, θ2, x2) îò ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí µ2 = µiµ

i, θ2 =
= θiθ

i, x2 = µiθ
i . Òîãäà

δp =
∂p

∂µ2
δµ2 +

∂p

∂θ2
δθ2 +

∂p

∂x2
δx2. (2)Ñðàâíèâàÿ (1) è (2), íàõîäèì, ÷òî ïîòîêè ÷èñëà ÷àñòèö è ýíòðîïèè ÿâëÿþòñÿ ëè-íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè èìïóëüñîâ µj è θj :

ni = Bµi + Aθi, si = Aµi + Cθi.Äâèæåíèå ãàçà âîçáóæäåíèé ïðîèñõîäèò âäîëü âåêòîðà si , à ñâåðõòåêó÷åå äâè-æåíèå � âäîëü âåêòîðà µj , êîòîðûé èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ãðàäèåíò �àçû âîëíîâîé�óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, òàê ÷òî
∇[kµi] = 0. (3)Çäåñü ∇k îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, à âåëè÷èíà µ , îïðåäåëåííàÿ âûøå,ÿâëÿåòñÿ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì æèäêîñòè. Âûáðàâ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïî-òîêîâ si è µj , ìîæíî ïåðåïèñàòü òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â òåðìèíàõ íîðìàëüíîéè ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò [12℄:

Tij = wnUiUj + wsViVj − pgij , (4)ãäå Ui è Vi � íîðìèðîâàííûå âåêòîðû ñêîðîñòåé íîðìàëüíîãî è ñâåðõòåêó÷åãî äâè-æåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîòîêàìè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
U i =

si

√
sisi

, V i =
µi

µ
.1. Ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëè, îïðåäåëÿåìàÿâèäîì òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñàÂ äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ V4 ñ ñèãíàòóðîé (+ − −−) ,ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ýéíøòåéíà

Gij = κTij , (5)ãäå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò âèä (4), ïðè÷åì wn, ws > 0 . Ïóñòü ýòî ïðîñòðàí-ñòâî äîïóñêàåò ãðóïïó èçîìåòðè÷åñêèõ äâèæåíèé Gr ñ r ëèíåéíî íåçàâèñèìûìèâåêòîðàìè Êèëëèíãà Xα = ξi
α∂i, α = 1, 2, . . . , r (2 ≤ r ≤ 10)1. Êîììóòàòîðû

[Xα,Xβ ] = cγ
αβXγ (6)çàäàþò ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè gr ãðóïïû Gr .Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü âåêòîðîâ Êèëëèíãà îò òåíçîðà Ýéí-øòåéíà Gij ðàâíà íóëþ, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

LXα

Tij = 0. (7)
1Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ìàðêèðóþòñÿ ëàòèíñêèìè èíäåêñàìè, à ýëåìåíòû ãðóïïû � ãðå÷åñêèìè.Äëÿ îáîèõ òèïîâ èíäåêñîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà.



��ÓÏÏÛ ÈÇÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ ÑÂÅ�ÕÒÅÊÓ×ÅÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ 81Âûïîëíÿÿ ðàçëè÷íûå ñâåðòêè (7) ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, âåêòîðàìè U i è
V i , à òàêæå ñ åäèíè÷íûì ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì âåêòîðîì, îðòîãîíàëüíûì êâåêòîðàì U i è V i , ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

LXα

p = 0, (8)
LXα

(ws + wn) = 0, (9)
LXα

{(γ2 − 1)wswn} = 0, (10)
LXα

Ui =
1

2γwn
(γUi − Vi) LXα

wn, (11)
LXα

Vi =
1

2γws
(γVi − Ui) LXα

ws, (12)ãäå γ = U iVi õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íîðìàëüíîé èñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò, ïðè÷åì γ 6= 1 . Êðîìå òîãî, äëÿ âåëè÷èí wn è ws ñïðà-âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî âåêòîðà Êèëëèíãà X âûïîëíåíû ñî-îòíîøåíèÿ LXws = αws è LXwn = βwn , ãäå α, β = const , òî LXws = LXwn = 0 .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (9) èìååì αws + βwn = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ws

wn
= −β

α
= λ,ãäå λ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà (9) ïåðåïèøåì â âèäå (1 + λ)LXwn = 0 ,îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ ïðîèçâîäíûõ Ëè.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû ñêîðîñòåé íîðìàëüíîé Ui è ñâåðõòåêó÷åé

Vi êîìïîíåíò íàïðàâëåíû âäîëü ðàçëè÷íûõ âðåìåíåïîäîáíûõ âåêòîðîâ Êèëëèíãàãðóïïû äâèæåíèé Gr :
V i =

ζi

ζ
, ζ =

√

ζiζi, U i =
ηi

η
, η =

√

ηiηi,ãäå âåêòîðû Ys = ζi∂i è Yn = ηi∂i ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâXα : Ys = aαXα, Yn = bαXα.Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Êèëëèíãà
∇jξαi + ∇iξαj = 0è ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ (6), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî

ξi
α∇iξ

j
β − ξi

β∇iξ
j
α = cγ

αβξj
γ ,ïðèâåäåì ðàâåíñòâà (11) è (12) ê âèäó:

aβcγ
αβξγi = (Aαaγ + Bαbγ)ξγi,

bβcγ
αβξγi = (Cαaγ + Dαbγ)ξγi,

(13)



82 À.À. ËÈÒÂÈÍÎÂ, Â.À. ÏÎÏÎÂãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Aα = aβcσ

αβ

Viξ
i
σ

ζ
− 1

2ws
LXα

ws, Bα =
ζ

2γηws
LXα

ws,

Dα = bβcσ
αβ

Uiξ
i
σ

η
− 1

2wn
LXα

wn, Cα =
η

2γζwn
LXα

wn.

(14)Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:Ïðåäëîæåíèå 2. Âåëè÷èíû Aα, Bα, Cα, Dα , âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ (13) ÿâ-ëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå (13) êîâàðèàíòíî ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî xjè ñèììåòðèçóåì ïî èíäåêñàì j è k . Â ñèëó óðàâíåíèé Êèëëèíãà ïîëó÷èì
∇(jAαζk) + ∇(jBαηk) = 0. (15)Âûïîëíèì âñå âîçìîæíûå ïîïàðíûå ñâåðòêè âûðàæåíèÿ (15) ñ âåêòîðàìè ζj è ηj ,à òàêæå ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gjk . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ζi∇iAα + ηi∇iBα = 0,

ζζi∇iAα + ηγζi∇iBα = 0,

ζηγζi∇iAα + ζ2ηi∇iAα + η2ζi∇iBα + ζηγηi∇iBα = 0,

ηγηi∇iAα + ηηi∇iBα = 0

(16)îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíûõ âåëè÷èí ζi∇iAα, ηi∇iAα è ò. ä. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû(16) íå ðàâåí íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
ζi∇iAα = ηi∇iAα = ζi∇iBα = ηi∇iBα = 0. (17)Âûïîëíèì òåïåðü îäíîêðàòíûå ñâåðòêè âûðàæåíèÿ (15) ñ ζi è ηi . Ñ ó÷åòîì ñîîò-íîøåíèÿ (17) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

ζ∇kAα + ηγ∇kBα = 0,

ζγ∇kAα + η∇kBα = 0.
(18)�àçðåøàÿ èõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ ∇kAα è ∇kBα òàêæå ïîëó÷èì òîëüêîòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ∇kAα = ∇kBα = 0 èëè Aα, Bα = const. Àíàëîãè÷íî äîêà-çûâàåòñÿ, ÷òî Cα, Dα = const.Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ξi

γ èç (13) ñëåäóåò,÷òî
aβcγ

αβ = Aαaγ + Bαbγ ,

bβcγ
αβ = Cαaγ + Dαbγ .

(19)Ñâîðà÷èâàÿ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû (6) ïîñëåäîâàòåëüíî ñ aα è bα èó÷èòûâàÿ (19), ïîëó÷èì
[Xσ,Yn] = AσYs + BσYn,

[Xσ,Ys] = CσYs + DσYn.Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðû Ys è Yn îáðàçóþò èäåàë àëãåáðû gr .



��ÓÏÏÛ ÈÇÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ ÑÂÅ�ÕÒÅÊÓ×ÅÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ 832. Ñëåäñòâèÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿÅùå îäíèì ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (5) ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûé çàêîíñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà
∇iT

ij = 0, (20)êîòîðûé âìåñòå ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö ∇in
i = 0 è óñëîâèåì ïîòåí-öèàëüíîñòè äâèæåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû (3) ñîñòàâëÿåò ïîëíóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè. Ñâåðòêè óðàâíåíèÿ (3) ñ V i è ïðî-åêòîðîì ∆i

j = δi
j − V iVj äàþò óðàâíåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû

µV i∇iVj = ∆i
j∇iµ (21)è óðàâíåíèå áåçâèõðåâîãî äâèæåíèÿ â òðàäèöèîííîé �îðìå [13℄

∆i
j∇iVk − ∆i

k∇iVj = 0. (22)�àññìîòðèì óñëîâèÿ, êîòîðûå íàêëàäûâàþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ñòðóêòóðóãðóïïû äâèæåíèÿ Gr . Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó LYs

V i = LYn

U i = 0 , òî ñ ó÷åòîìñîîòíîøåíèé (9)�(12) ñêàëÿðû ws, wn, γ íå ìåíÿþòñÿ âäîëü âåêòîðíûõ ïîëåé Ys èYn :
LYs

ws = LYn

ws = LYs

wn = LYn

wn = LYs

γ = LYn

γ = 0. (23)Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (11) è (12)
LYn

V i = LYs

U i = 0. (24)Ïðåäñòàâèâ ïðîèçâîäíûå Ëè (24) ÷åðåç êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå, ëåãêî íàéòè,÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
V i LYn

ζ = −U i LYs

η.Â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîðà V i è U i íåêîëëèíåàðíû, òî LYn

ζ = LYs

η = 0 , ÷òî âåäåò êðàâåíñòâó
V k∇kU i = Uk∇kV i. (25)Ïîñëå íåñëîæíûõ ðóòèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, â êîòîðûõ èñïîëü-çóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (23) è (25), çàêîí ñîõðàíåíèÿ (20) ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê âèäó

wsV
i∇iV

j + wnU i∇iU
j −∇jp = 0. (26)�àññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû (21). Ñâåð-íóâ åãî ñ âåêòîðîì ξk

α , ïîëó÷èì
µξk

αV i∇iVk =

(

δβ
α − Viξ

i
α

ξ
aβ

)

LXβ

µ.Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2), óðàâíåíèå (8) áóäåò óäîâëåòâîðÿòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà áóäóò ðàâíû íóëþ ïðîèçâîäíûå Ëè îò âñåõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ â (2).Ñëåäîâàòåëüíî,
ξk
αV i∇iVk = 0. (27)Ñâåðòêà (26) ñ âåêòîðîì Êèëëèíãà ξi

σ , ñ ó÷åòîì óñëîâèé (8) è (27) äàåò
ξj
σU i∇iUj = 0. (28)
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ξj
αV i∇iVj = −1

ζ
LXσ

ζ = −aαcγ
σα

ξi
γVi

ζ
= 0,

ξj
σU i∇iUj = −1

η
LXσ

η = −bαcγ
σα

ξi
γUi

η
= 0.

(29)Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (29) äâå èç ÷åòûðåõ êîíñòàíò, îïðåäåëÿåìûõ âûðàæåíèÿìè(14), áóäóò ðàâíû
Aα = − 1

2ws
LXα

ws, Dα = − 1

2wn
LXα

wn.Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âñå êîíñòàíòû
Aα = Bα = Cα = Dα = 0.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ�îðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.Òåîðåìà 1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ V4 ñî ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòüþ äîïóñ-êàåò ãðóïïó äâèæåíèé Gr è ìàêðîñêîïè÷åñêîå äâèæåíèå íîðìàëüíîé è ñâåðõòå-êó÷åé êîìïîíåíò ïðîèñõîäèò âäîëü ðàçëè÷íûõ âðåìåíåïîäîáíûõ âåêòîðîâ Êèë-ëèíãà, òî ýòè âåêòîðû ëåæàò â öåíòðå àëãåáðû Ëè gr ãðóïïû Gr .3. Îòáîð ãðóïï äâèæåíèÿÈñïîëüçóÿ êëàññè�èêàöèþ Ïåòðîâà [14℄ ïîëåé òÿãîòåíèÿ ïî ãðóïïàì äâèæåíèé,ñ ó÷åòîì òåîðåìû 1 ìîæíî èññëåäîâàòü âñå âîçìîæíûå ãðóïïû äâèæåíèé Gr .Äëÿ ãðóïï ñ r ≥ 4 ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòðèêè âûðàæàþòñÿ ÿâíî ÷åðåç ýëåìåí-òàðíûå �óíêöèè [14℄, ïîýòîìó ìîæíî ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå ýòèõ ãðóïïñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà.Ñðåäè ãðóïï ðàçìåðíîñòè 4 òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 1 óäîâëåòâîðÿþò ïðîñòî-òðàíçèòèâíûå ãðóïïû G4VI1 è G4VI3 .Àëãåáðà Ëè ãðóïïû G4VI3 èìååò åäèíñòâåííóþ îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñòðóêòóðíóþêîíñòàíòó c2

14 = 1 . Öåíòð àëãåáðû îáðàçóþò ýëåìåíòû X2 è X3 . Ìåòðè÷åñêèåêîý��èöèåíòû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, äîïóñêàþùåãî ýòó ãðóïïó äâèæåíèÿ, ðàâíû
g11 = K11, g12 = K12−K13x

4, g13 = K13, g22 = K22−K23x
4+K33(x

4)2,

g23 = K23 − K33x
4, g33 = K33, g44 = K44, gi4 = 0.Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ aα óñëîâèå(22) íå ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ãðóïïà èñêëþ÷àåòñÿ èç÷èñëà äîïóñòèìûõ.Àëãåáðà Ëè ãðóïïû G4VI1 èìååò åäèíñòâåííóþ îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñòðóêòóð-íóþ êîíñòàíòó c2

24 = 1 . Öåíòð àëãåáðû îáðàçóþò âåêòîðû X1 è X2 . Ìåòðè÷åñêèåêîý��èöèåíòû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, äîïóñêàþùåãî ýòó ãðóïïó äâèæåíèÿ, ðàâíû
g11 = K11, g12 = K12, g13 = K13e

−x4

, g22 = K22,

g23 = K23e
−x4

, g33 = K33e
−2x4

, g44 = K44, gi4 = 0.Òàêàÿ ìåòðèêà ãåíåðèðóåòñÿ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà âèäà (4) ñ ïîñòîÿí-íûìè ws, wn è p , íî ïðè ýòîì p < 0 . Äåéñòâèòåëüíî, èç âðåìåíåïîäîáíîñòè



��ÓÏÏÛ ÈÇÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ ÑÂÅ�ÕÒÅÊÓ×ÅÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ 85âåêòîðà ζi è óñëîâèÿ (22) ñëåäóåò, ÷òî aα ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå a1 = K23,
a2 = −K13 . Òîãäà äàâëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå p = ζ2 exp (−2x4)/4κg . Ýòàâåëè÷èíà îòðèöàòåëüíà, ïîñêîëüêó g = det(gij) < 0 .Âåëè÷èíû ws è wn ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç äàâëåíèå ïîñðåäñòâîì ñîîòíî-øåíèé:

ws = 2p +
1

K44
, wn = 4p +

1

K44
.Ïîëîæèòåëüíîñòü ýòèõ âåëè÷èí îáåñïå÷èâàåòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè 0 < −4p <

< 1/K44 .Ñðåäè ãðóïï ðàçìåðíîñòè r ≥ 5 íåò ãðóïï, äîïóñêàþùèõ èçîìåòðè÷åñêîå äâè-æåíèå ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî äëÿ âñåõãðóïï äâèæåíèÿ ñ àëãåáðîé gr , öåíòð êîòîðîé ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ,ñòðóêòóðà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà íå ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé òåíçîðà Ýéíøòåé-íà. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ãðóïïû G5 , àëãåáðà Ëè êîòîðîé èìååò ñëå-äóþùèå ýëåìåíòû:X1 = ∂1 − x2∂2, X2 = ∂2, X3 = ∂3,X4 = ∂4, X5 = −x2∂1 + x1∂2 +

(

x2
)2 −

(

x1
)2

2
∂3,à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòðèêà èìååò âèä:

ds2 = −
(

dx1
)2 −

(

dx2
)2

+ ε
[(

dx3 + x1 dx2
)2 − d

(

x4
)2 ]

, ε = ±1 (30)Öåíòð ýòîé àëãåáðû ñîñòîèò èç âåêòîðîâ X3 è X4 , ñëåäîâàòåëüíî, ïîìèìî äèàãî-íàëüíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, íåíóëåâîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî êîìïî-íåíòà T 34 , òîãäà êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà Ýéíøòåéíà, âû÷èñëåí-íàÿ ïî ìåòðèêå (30), G34 ≡ 0 , à êîìïîíåíòà G23 6= 0 .Îñòàëüíûå ãðóïïû Gr 
 r ≥ 5 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òåîðåìû 1, èññëåäó-þòñÿ àíàëîãè÷íî.Ñðåäè ãðóïï G2 è G3 âîçìîæíû òîëüêî àáåëåâû ãðóïïû. ßâíûé âèä ìåòðèê,ñîîòâåòñòâóþùèé ýòèì ãðóïïàì, ìîæåò áûòü íàéäåí òîëüêî ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèé Ýéíøòåéíà. Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû ãðóïïû äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ãäå èñ-òî÷íèêîì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âûñòóïàåò ñâåðõòåêó÷àÿ æèäêîñòü, êîòîðàÿ îïè-ñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîãî äâóõæèäêîñòíîãî �îðìàëèçìà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ñêîðîñòè ñâåðõòåêó÷åé è íîðìàëüíîé êîìïîíåíò æèäêîñòè íàïðàâëåíû âäîëüâåêòîðîâ Êèëëèíãà, ãåíåðèðóþùèõ àëãåáðó Ëè gr ãðóïïû èçîìåòðèé.Îêàçàëîñü, ÷òî â ðàìêàõ ýòèõ òðåáîâàíèé ãðóïïû èçîìåòðèé Gr 
 r ≥ 5 íåäîïóñêàþòñÿ ñòðóêòóðîé òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà.Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, äëÿ êîòîðîãîïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äîïóñêàåò ïðîñòî-òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó äâèæåíèÿ ÷åòâåðòî-ãî ïîðÿäêà. Â äàííîì ðåøåíèè äàâëåíèå æèäêîñòè ïîñòîÿííî è îòðèöàòåëüíî, ÷òîïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ñ êîñ-ìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. �åøåíèÿ òàêîãî âèäà ñåé÷àñ àêòèâíî îáñóæäàþòñÿ âëèòåðàòóðå â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé òåìíîé ýíåðãèè [15, 16℄.Äëÿ ãðóïï âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìîæåòáûòü ïðåäúÿâëåíà òîëüêî â ðåçóëüòàòå íåïîñðåäñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéí-øòåéíà. Ýòó çàäà÷ó ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíèòü â äàëüíåéøåì.



86 À.À. ËÈÒÂÈÍÎÂ, Â.À. ÏÎÏÎÂÀâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü �.À. Äàèøåâó è Å.Â. Ïàòðèíó çà ïîëåçíîåîáñóæäåíèå è öåííûå ñîâåòû. SummaryA.A. Litvinov, V.A. Popov. Isometry Group of Super�uids.A spa
e-time with geometry determined by super�uid energy-momentum tensor is
onsidered. Groups of isometry are investigated under the assumption that movements ofsuper�uid and normal 
omponents are dire
ted along di�erent Killing ve
tor �elds. It is shownthat operators generated by the Killing ve
tors asso
iated with the super�uid and normal �ow
onstitute the 
enter of Lie algebra. All possible groups of isometry satisfying this 
onditionare spe
i�ed and investigated. A unique gravitational �eld is shown to exist, admitting theisometry group of order r ≥ 4 .Key words: relativisti
 super�uid dynami
s, groups of motions, exa
t solutions ofEinstein's equations. Ëèòåðàòóðà1. ×åðíèêîâ Í.À. �åëÿòèâèñòñêèé ãàç â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. � Ïðåïðèíò � 1027. �Äóáíà: ÎÈßÈ, 1962. � 32 ñ.2. ×åðíèêîâ Í.À. �àâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà. � Ïðåïðèíò� 1159. � Äóáíà: ÎÈßÈ, 1962. � 28 ñ.3. Ozsvath I. Homogenous solutions of Einstein-Maxwell equations // J. Math. Phys. �1965. � V. 6. � P. 1255�1264.4. Hiromoto R.E., Ozsvath I. On homogenous solutions of Einstein's �eld equations //Gen. Relat. and Gravit. � 1979. � V. 9. � P. 299�306.5. Èâàíîâ �.�., Äàèøåâ �.À.Ìàêðîñêîïè÷åñêèå äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà è ñèììåòðèèïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè // �ðàâèòàöèÿ è òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. � Êàçàíü: Èçä-âîÊàçàí. óí-òà, 1978. � Âûï. 14. � C. 74�79.6. Äàèøåâ �.À. Èçîìåòðè÷åñêèå äâèæåíèÿ èäåàëüíîé çàðÿæåííîé æèäêîñòè // Èçâ. âó-çîâ. Ôèçèêà. � 1987. � � 10. � C. 25�30.7. Popov V. Relativisti
 Kineti
 Theory of Phonon Gas in Super�uids // Gen. Relat. andGravit. � 2006. � V. 38. � P. 917�935.8. Silverman M.P., Mallett R.L. Coherent degenerate dark matter: a gala
ti
 super�uid? //Class. and Quantum Grav. � 2001. � V. 18. � P. L103�L108.9. Ferrer F., Grifols J.A. Bose-Einstein Condensation, Dark Matter and A
ousti
 Peaks //J. Cosmology and Astroparti
le Phys. � 2004. � V. 0412. � P. 012�024.10. Ëåáåäåâ Â.Â., Õàëàòíèêîâ È.Ì. �åëÿòèâèñòñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà ñâåðõòåêó÷åé æèä-êîñòè // ÆÝÒÔ. � 1982. � Ò. 83. � Ñ. 1601�1614.11. Carter B., Khalatnikov I.M. Equivalen
e of 
onve
tive and potential variationalderivations of 
ovariant super�uid dynami
s // Phys. Rev. D. � 1992. � V. 45. �P. 4536�4544.12. Carter B., Langlois D. Equation of state for 
ool relativisti
 two-
onstituent super�uiddynami
s // Phys. Rev. D. � 1995. � V. 51. �P. 5855-5864.13. Ñèíã Äæ. Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. � Ì.: ÈË, 1963. � 432 ñ.14. Ïåòðîâ À.Ç. Íîâûå ìåòîäû â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. � Ì.: Íàóêà, 1966. �496 ñ.



��ÓÏÏÛ ÈÇÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÂÈÆÅÍÈÉ ÑÂÅ�ÕÒÅÊÓ×ÅÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ 8715. Tajmar M. A note on the lo
al 
osmologi
al 
onstant and the dark energy 
oin
iden
eproblem // Class. and Quantum Grav. � 2006. � V. 23. � P. 5079�5083.16. Dutta S., Maor I. Voids of dark energy // Phys. Rev. D � 2007. � V. 75. � P. 063507.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ15.04.08Ëèòâèíîâ Àëåêñàíäð Àëåêñååâè÷ � ñòóäåíò �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Êàçàíñêîãîãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: batnauka�yandex.ruÏîïîâ Âëàäèìèð Àëåêñàíäðîâè÷ � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äî-öåíò êà�åäðû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è ãðàâèòàöèè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-âåðñèòåòà.E-mail: vladimir.popov�ksu.ru


