
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 147, êí. 3 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2005
ÓÄÊ 532+681.3 ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÂ ÊÀÍÀËÅ Ñ ÍÀ��ÅÒÛÌ ÖÈËÈÍÄ�ÎÌÀ.Á. ÌàçîÀííîòàöèÿÏðåäëîæåí íîâûé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðàñ÷åòà åñòåñòâåííîé êîí-âåêöèè â êàíàëå ñ íàãðåâàòåëåì. Ìåòîä îñíîâàí íà îðèãèíàëüíîé �îðìóëèðîâêå ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé äëÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è Íàâüå �Ñòîêñà â ïåðåìåííûõ ¾�óíêöèÿ òîêà �âèõðü � òåìïåðàòóðà¿. ÂâåäåíèåÒå÷åíèÿ ñî ñâîáîäíîé è ñìåøàííîé êîíâåêöèåé øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ïðè-ðîäå è òåõ îáëàñòÿõ òåõíèêè, ãäå òåìïåðàòóðíûå ãðàäèåíòû íàñòîëüêî çíà÷èòåëü-íû, ÷òî àðõèìåäîâà ñèëà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â óñêîðåíèè èëè çàìåäëåíèèïîòîêà æèäêîñòè. Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ïðîöåñ-ñîâ åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè ïîëó÷åíû ïðè èññëåäîâàíèè òåïëîâîãî è äèíàìè÷åñêî-ãî ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ îêîëî âåðòèêàëüíîé íàãðåòîé ñòåíêè è îñíîâàíû íà àâòî-ìîäåëüíûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé âÿçêîãî òå÷åíèÿ è òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñ ðàçâèòè-åì âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿáîëåå ñëîæíûõ ïðîöåññîâ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà íà îñíîâå ñîâìåñòíîãî ðå-øåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà è òåïëîïåðåíîñà [1�3℄. Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â äàííîé îáëàñòè îòíîñèòñÿ ê ñìåøàííîé êîíâåêöèèâ âåðòèêàëüíûõ êàíàëàõ ëèáî ê åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè â ïîäîãðåâàåìûõ ñíèçóðåçåðâóàðàõ. Âìåñòå ñ òåì, íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêè âàæíûå ïðîöåññû ñâîáîäíîéêîíâåêöèè â æèäêîñòè îêîëî ãîðèçîíòàëüíûõ íàãðåòûõ òðóá èçó÷åíû íå äîñòà-òî÷íî; ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè, òàê æå êàêè êîíñòðóèðîâàíèå ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé [4�6℄.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè íåñæè-ìàåìîãî ãàçà (æèäêîñòè) â îòêðûòîì âåðòèêàëüíîì êàíàëå ñ ïîìåùåííûì â íåãîãîðÿ÷èì öèëèíäðîì ðàäèóñà R (ñì. ðèñ. 1). Òåìïåðàòóðà íàãðåâàòåëÿ ïîñòîÿííà èðàâíà T1 , à ãàç âíå êàíàëà è â êàíàëå â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èìååò òåìïåðàòóðó
T0 < T1 . Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ x , ñì. ðèñ. 1, ñèñòåìàóðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà è êîíâåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóñ-ñèíåñêà, êîãäà èçìåíåíèå ïëîòíîñòè æèäêîñòè æèäêîñòè ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ÷åðåçïëîòíîñòü ìàññîâîé ñèëû, èìååò âèä [1, 2℄

Du

Dt
= −

1

ρ

∂p

∂x
+ ν△u+ gβ(T − T0); (1)
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�èñ. 1. Ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è
Dv

Dt
= −

1

ρ

∂p

∂y
+ ν△v, (2)

DT

Dt
= a△T, T (x, y, 0) = T0; (3)

div V = 0;
D

Dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ u

∂

∂y
. (4)Çäåñü u , v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè V , p � äàâëåíèå; g � óñêîðåíèå ñèëûòÿæåñòè; β � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ, äëÿ îäíîàòîìíûõ ãàçîâ

β = 1/T ; T0 � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà è òåìïåðàòóðà çà ïðåäåëàìè êàíàëà; a � òåì-ïåðàòóðîïðîâîäíîñòü, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè. Íà ñòåíêàõ êàíàëà
Γtop,Γbot è íà ïîâåðõíîñòè íàãðåâàòåëÿ γ ñòàâèòñÿ óñëîâèå V = 0 (ïðèëèïàíèå),à âõîä Γin è âûõîä Γout ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî äàëåêî îò íàãðåâàòåëÿ, ÷òîáûïîëîæèòü òàì v = 0 . �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû ñëåäóþùèå:

Γin : T = T0;

γ : T = T1; (5)
Γout, Γtop, Γbot :

∂T

∂n
= 0.Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â ïðåîáðàçîâàííûõ ïåðåìåííûõÒàê æå, êàê è â çàäà÷àõ áåç åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè [7℄, îò óðàâíåíèé â åñòå-ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ u, v, p (1)� (4) ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèÿì â ïðåîáðàçîâàí-íûõ ïåðåìåííûõ çàâèõðåííîñòü ω � �óíêöèÿ òîêà ψ :

−△ψ = ω; ω =
∂v

∂x
−
∂u

∂y
, u =

∂ψ

∂y
, v = −

∂ψ

∂x
; (6)

Dω

Dt
= ν△ω + gβ

∂T

∂y
. (7)Åñëè ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ïî �îðìóëàì

x̄, ȳ =
x, y

R
; t̄ =

tu0

R
; ū, v̄ =

u, v

u0

; u0 =
√

gβR(T1 − T0); (8)
T̄ =

T − T0

T1 − T0

; ω̄ =
ωR

u0

; ψ̄ =
ψ

Ru0

,



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ 143òî çàäà÷à áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ äâóìÿ êðèòåðèÿìè ïîäîáèÿ: ÷èñëàìè �åéíîëüäñà Reè Ïåêëå Pe , à ÷èñëî �è÷àðäñîíà Ri â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâîáîäíîé êîíâåê-öèè áóäåò ðàâíî åäèíèöå:
Re =

u0R

ν
, Pe =

u0R

a
, Ri =

gβR(T1 − T0)

u2
0

= 1. (9)Ïðîâåäåì ýëåìåíòàðíûå îöåíêè äëÿ âîäû, êîãäà T0 ∼ 20◦C , T1 ∼ 100◦C , β =
= 2 ·10−4K−1 [1℄, êîòîðàÿ îêðóæàåò òðóáó ðàäèóñà R = 10−2 ì. Ïî �îðìóëàì (8),(9) ïðè ν = 10−6 ì2 /ñ, a = 4 · 10−7 ì2 /ñ ïîëó÷àåì u0 = 4 · 10−2 ì/ñ, Re ≈ 4 · 102 ,
Pe ≈ 2 · 103 . Äàííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî èçó÷àåìûé êëàññ òå÷åíèé âïîëíåìîæåò áûòü îïèñàí â ðàìêàõ ìîäåëåé ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ è òåïëîîáìåíà.Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ïðèíèìàåò âèä (÷åðòà íàä áåçðàçìåðíûìèïåðåìåííûìè îïóùåíà)

−△ψ = ω; ω =
∂v

∂x
−
∂u

∂y
, u =

∂ψ

∂y
, v = −

∂ψ

∂x
; (10)

∂ω

∂t
+ u

∂ω

∂x
+ v

∂ω

∂y
=

1

Re
∆ω +

∂T

∂y
; (11)

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
=

1

Pe
∆T. (12)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5) äëÿ òåìïåðàòóðû, à òàêæå äëÿ âèõðÿ è �óíêöèè òîêàòåïåðü ìîæíî çàïèñàòü òàê:

t = 0 : T = 0; ψ = 0; ω = 0;

Γin : T = 0; ∂ψ/∂n = vτ = 0; ∂ω/∂n = 0;

Γout : ∂T/∂n = 0; ∂ψ/∂n = vτ = 0; ∂ω/∂n = 0; (13)
Γbot : ∂T/∂n = 0; ψ = 0; ∂ψ/∂n = vτ = 0;

Γtop : ∂T/∂n = 0; ψ = Q; ∂ψ/∂n = vτ = 0;

γ : T = 1; ψ = ψγ ; ∂ψ/∂n = vτ = 0.Çäåñü è äàëåå èíäåêñû n è τ óêàçûâàþò íà íîðìàëü è êàñàòåëüíóþ ê ãðàíèöå.Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ïðè t = 0 ãàç â êàíàëå � õîëîäíûé èíåïîäâèæíûé. ¾Ìÿãêèå¿ óñëîâèÿ íà âõîäå è âûõîäå ìîäåëèðóþò óñòàíîâèâøååñÿòå÷åíèå, ïàðàëëåëüíîå îñè êàíàëà; îäíàêî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òå÷åíèå âñåãäà íà-ïðàâëåíî îò Γin ê Γout , è âî âõîäíîå ñå÷åíèå ïîñòóïàåò õîëîäíûé ãàç (T = 0),òîãäà êàê íà âûõîäå èç êàíàëà òåìïåðàòóðà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Ñòåíêè òåï-ëîèçîëèðîâàíû è òàê æå, êàê ïîâåðõíîñòü íàãðåâàòåëÿ γ , ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè òîêà.Íàèáîëåå ñóùåñòâåííàÿ îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òîðàñõîä Q òàê æå, êàê è çíà÷åíèå �óíêöèè òîêà ψγ , íåèçâåñòíû è, âîîáùå ãîâîðÿ,çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíè ðàâíû íóëþ, à ïî ìåðå íàãðåâà âîçíè-êàåò è ðàçâèâàåòñÿ ñâîáîäíàÿ êîíâåêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèîáðåòàåò ëèáî ñòàöèîíàðíûé,ëèáî àâòîêîëåáàòåëüíûé ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò Q ,
ψγ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäõîä [8℄, ñîãëàñíî êîòîðîìóäëÿ ïðîèçâîëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè η ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

Γ

η
∂ψ

∂n
dΓ −

∫

Γ

ψ
∂η

∂n
dΓ + Ω(η, ω) = 0, Ω(η, ω) ≡

∫

D

ωη dD. (14)
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�èñ. 2. Âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ η2 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèéÇäåñü Γ � îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíèö, D � îáëàñòü ðàñ÷åòà. Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëî-âèé (13) ïåðâûé èíòåãðàë â (14) ðàâåí íóëþ, à âòîðîé èíòåãðàë ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå
∫

Γin+Γout ψ ∂η∂n dΓ +Q

∫

Γtop ∂η

∂n
dΓ + ψγ

∫

γ

∂η

∂n
dΓ. (15)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ Q âûáåðåì â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè η �óíêöèþ

η1 , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å
∆η1 = 0; Γtop :

∂η1
∂n

= 1; Γin, Γout, γ :
∂η1
∂n

= 0; Γbot : η1 = 0. (16)Òîãäà èç (14)�(16) ïîëó÷àåì
Q = Ω(η1, ω)/|Γtop|, (17)ãäå |Γ| � äëèíà êðèâîé Γ . Åñëè æå, íàðÿäó ñ (16), ðåøèòü çàäà÷ó

∆η2 = 0; γ :
∂η2
∂n

= 1; Γin, Γout, Γtop :
∂η2
∂n

= 0; Γbot : η2 = 0, (18)òî ïî àíàëîãèè ïîëó÷àåì èñêîìóþ �îðìóëó äëÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè òîêà íà ãðàíèöåöèëèíäðà
ψγ = Ω(η2, ω)/ |γ| . (19)Âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ η2(x, y) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.Áîëåå íàãëÿäíàÿ �îðìóëà äëÿ ψγ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ñëó÷àå, êîãäà îá-òåêàåìîå òåëî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè êàíàëà. Òîãäà âìåñòî (18) ìîæíîðàññìîòðåòü ñèììåòðè÷íóþ çàäà÷ó

∆η3 = 0; γ :
∂η3
∂n

= 1; Γin, Γout :
∂η3
∂n

= 0; Γbot, Γtop : η3 = 0,
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∫

Γ

∂η3
∂n

dΓ =

∫

Γbot ∂η3∂n
dΓ +

∫

Γtop ∂η3
∂n

dΓ +

∫

γ

∂η3
∂n

dΓ = 2

∫

Γtop ∂η3
∂n

dΓ +

∫

γ

∂η3
∂n

dΓ = 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
∫

Γtop ∂η3
∂n

dΓ = −
1

2
|γ| .Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (14), (15), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé êîíñòàíòû

ψγ =
Q

2
+

Ω(η3, ω)

|γ|
. (20)Ïðè ñòàöèîíàðíîì èëè ñèììåòðè÷íîì òå÷åíèè çàâèõðåííîñòü àíòèñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî îñè êàíàëà (ò. å. ω(x, y) = −ω(x,−y)), ïîýòîìó èíòåãðàë â (20) áóäåòðàâåí íóëþ; îòêëîíåíèå ¾öåíòðàëüíîé¿ ëèíèè òîêà ψγ îò Q/2 ìîæíî îæèäàòüëèøü ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ðåæèìå îáòåêàíèÿ (âèõðåâàÿ äîðîæêà Êàðìàíà).Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿÄëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà çàâèõðåííîñòè (11)è êîíâåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè (12) ïðèìåíÿëàñü äâóõñëîéíàÿ ñõåìà ìåòîäà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïðèìåíÿëèñü ëèíåéíûå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû), è íà êàæäîìâðåìåííîì ñëîå ðåøåíèå ñòðîèëîñü ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåëàêñàöè-îííîãî òèïà. Íà êàæäîé èòåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàëèñü çàäà÷è

• (10) äëÿ �óíêöèè òîêà ψ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (13), ïî êîòîðîé äè��å-ðåíöèðîâàíèåì îïðåäåëÿëèñü ñêîðîñòè u, v , à òàêæå âû÷èñëÿëîñü ðàñïðåäåëåíèåçàâèõðåííîñòè íà ñòåíêàõ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ âèäà ω = −△ψ [8℄;
• (12) äëÿ òåìïåðàòóðû T , ïî êîòîðîé âû÷èñëÿëñÿ ¾èñòî÷íèê¿ ∂T/∂y â óðàâ-íåíèè äëÿ ω ;
• (11) äëÿ çàâèõðåííîñòè ω ;
• ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (17) è (20) óòî÷íÿëèñü çíà÷åíèÿ ïîëíîãî ðàñõîäà Qè �óíêöèè òîêà íà öèëèíäðå ψγ .Ïðè çàïèñè êîíå÷íîýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé êîíâåêòèâíûå ñëàãàåìûå áðà-ëèñü êàê ïîëóñóììà çíà÷åíèé íà íèæíåì âðåìåííîì ñëîå è íà ïðåäûäóùåé èòåðà-öèè, äëÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèÿõ èñïîëüçîâàëàñü íåÿâíàÿ ñõåìà. �åøå-íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàõîäèëîñü ïðÿìûì ìåòî-äîì, ïðè÷åì ðàçëîæåíèÿ Õîëåöêîãî ñòðîèëèñü îäèí ðàç, ïîñêîëüêó ìàòðèöû ñèñòåìóðàâíåíèé íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Òàêæå îäèí ðàç, äî âðåìåííîãî öèêëà, ðåøàëèñüçàäà÷è (16), (18) äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé η1 , η2 .Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðèâåäåìíåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ åñòåñòâåííîé êîíâåêöèè â êàíàëå ñ ðàçìå-ðàìè −20 < x < 60 , −10 < y < 10 ïðè Re = 100 , Pe = 100 . Êàê ïîêàçûâàþòðàñ÷åòû, ãàç, íàãðåâàÿñü ó ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ â âèäå òîí-êîé ñòðóè íåïîñðåäñòâåííî íàä íèì. Ýòà ñòðóÿ âûçûâàåò âòîðè÷íîå òå÷åíèå ãàçàâ êàíàëå, êîòîðîå èìååò âèä ïàðû êðóïíûõ âèõðåé ñ çàìêíóòûìè ëèíèÿìè òîêà,êîòîðûå ìåäëåííî ïåðåìåùàþòñÿ ââåðõ (ðèñ. 3). Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûì èñòî÷-íèêîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ∂T/∂y â óðàâíåíèè(11), òå÷åíèå ëîêàëèçîâàíî â îêðåñòíîñòè âîñõîäÿùåé ñòðóè, à â âåðõíåé è îñîáåí-íî â íèæíåé ÷àñòÿõ êàíàëà ñðåäà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé äî òåõ ïîð, ïîêà òóäà íåðàñïðîñòðàíèòñÿ òåïëîâîå âîçìóùåíèå.
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X�èñ. 3. Ëèíèè òîêà ïðè ñâîáîäíîé êîíâåêöèè
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�èñ. 4. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå íàä öèëèíäðè÷åñêèì íàãðåâàòåëåìÒåìïåðàòóðíîå ïîëå èìååò õàðàêòåðíûé âèä ¾ãðèáà¿, ïîäíèìàþùåãîñÿ íàä íà-ãðåâàòåëåì, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. Ïîëó÷åííàÿ êàðòèíà ñâîáîäíîé êîíâåêöèèâïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè [4℄, ïîëó÷åííûìè ïðè ìîäåëèðîâà-íèè àíàëîãè÷íûõ ïðîöåññîâ îêîëî ãîðèçîíòàëüíîé òðóáû ýëëèïòè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ.
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