
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 519.17 ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ ÑÎ ØÒ�ÀÔÀÌÈÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î �ÀÇÂÎÇÊÅÈ.Ô. Áîðõàíîâ, Â.�. ÔàçûëîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàçâîçêå, èçâåñòíàÿ êàê Capaitated Vehile RoutingProblem (ÑVRP). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà Ëèòòëàäëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, â êîòîðîé ìàòðèöà ñòîèìîñòåé èçìåíÿåòñÿ ïî õîäó ðåøåíèÿçàäà÷è â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè CVRP.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à êîììèâîÿæåðà, çàäà÷à î ðàçâîçêå, ìåòîä Ëèòòëà.Çàäà÷à î ðàçâîçêå, âïåðâûå ñ�îðìóëèðîâàííàÿ Äàíöèãîì è �àìñåðîì [1℄ â1959 ã., çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äàíû n ïóíêòîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî n , ïóíêòñ íîìåðîì 1 ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì. Êàæäûé íåáàçîâûé ïóíêò i (i = 2, . . . , n) õà-ðàêòåðèçóåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì îáúåìîì çàÿâêè di , à â áàçîâîì ïóíêòå èìåþòñÿîäèíàêîâûå òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà âìåñòèìîñòüþ D êàæäîå. Äëÿ ëþáîé ïàðûïóíêòîâ (i, j) èçâåñòíà ñòîèìîñòü ïåðååçäà wij . Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íàáîð ìàðø-ðóòîâ íàèìåíüøåé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè, òàêîé, ÷òîáû êàæäûé ìàðøðóò íà÷èíàë-ñÿ è çàêàí÷èâàëñÿ â áàçîâîì ïóíêòå, êàæäûé ïóíêò áûë ïîñåùåí òîëüêî îäèí ðàçè ñóììàðíàÿ çàÿâêà ïî ëþáîìó ìàðøðóòó íå ïðåâûøàëà D .Èçâåñòåí âàðèàíò çàäà÷è î ðàçâîçêå, â êîòîðîì ïðåæäå âñåãî òðåáóåòñÿ ìèíè-ìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ (çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâàìàðøðóòîâ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà îäèíàêî-âûõ êîíòåéíåðîâ, äîñòàòî÷íîãî äëÿ óïàêîâêè çàäàííîãî íàáîðà ãðóçîâ), à çàòåìíàéòè íàáîð ìàðøðóòîâ ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ïðè èçâåñòíîì êîëè-÷åñòâå ìàðøðóòîâ. Çàäà÷ó î ðàçâîçêå ñ èçâåñòíûì êîëè÷åñòâîì ìàðøðóòîâ ìîæíîñâåñòè ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà ââåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî êîëè÷åñòâà äóáëåé áà-çîâîãî ïóíêòà.Íî äëÿ íàøåé çàäà÷è òàêîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïåðñïåêòèâíûì, òàê êàêäëÿ íåå çàðàíåå íåèçâåñòíî êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè çàäà÷è,à çíà÷èò, è íåèçâåñòíî, ñêîëüêî íóæíî ââåñòè äóáëåé áàçîâîãî ïóíêòà. Íàìè ïðåä-ëàãàåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ çàäà÷è î ðàçâîçêå ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà áåç ââåäåíèÿäóáëåé áàçîâîãî ïóíêòà è ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçâîçêå, îñíîâàííîì íà õîðîøîèçâåñòíîì ìåòîäå Ëèòòëà [2℄.1. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäàÌåòîä Ëèòòëà äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà áàçèðóåòñÿ íà äâóõ ïðîöåäóðàõ: ïðè-âåäåíèå ìàòðèöû ñòîèìîñòåé è âûáîð äóãè äëÿ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ìàðøðóòîâíà ïîäìíîæåñòâà (âûáîð äóãè äëÿ âåòâëåíèÿ).



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ ÑÎ ØÒ�ÀÔÀÌÈ ÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î �ÀÇÂÎÇÊÅ 891.1. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ñòîèìîñòåé. Ñóòü ýòîé ïðîöåäóðû ïðèâåäåíèÿìàòðèöû ñòîèìîñòåé çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èòàíèè íåêîòîðûõ êîíñòàíò èç ñòðîê èñòîëáöîâ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ïðèâåäåííîé ìàòðèöû � íåîò-ðèöàòåëüíîé ìàòðèöû, â êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöå êîòîðîé èìååòñÿ, ïî êðàéíåéìåðå, îäèí íóëåâîé ýëåìåíò. Â [2℄ ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ñòîèìîñòåé ïðåäëàãàåò-ñÿ îñóùåñòâëÿòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ïðèâåäåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ,îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ ñòðîêè (ñòîëáöà) çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èòàíèè ìèíèìàëüíîãîýëåìåíòà ñòðîêè (ñòîëáöà) èç âñåõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà).Â ìåòîäå Ëèòòëà ñóììà êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íèæíåéîöåíêè ñòîèìîñòåé ìàðøðóòîâ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ äàííîé ìàòðèöåé ñòîèìî-ñòåé ïåðååçäîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [3℄ ïðåäëîæåí äðóãîé ñïîñîáïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé, íàçâàííûé îïòèìàëüíûì ïðèâåäåíèåì, êîòîðûéäàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ñóììó êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ äëÿ äàííîé ìàòðèöû èõîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîììèâîÿæåðà [4℄.1.2. Âûáîð äóãè äëÿ âåòâëåíèÿ. Îäíà èç èäåé ìåòîäà Ëèòòëà çàêëþ÷àåòñÿâ èåðàðõè÷åñêîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ìàðøðóòîâ íà ïîäìíîæåñòâà, âïëîòü äîïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ìàðøðóòà. Ýòî ðàçáèåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå äåðåâà ïåðåáîðà ìàðøðóòîâ, êàæäûé óçåë êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìóïîäìíîæåñòâó ìàðøðóòîâ.Äåðåâî ïåðåáîðà ðåøåíèé îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõìàðøðóòîâ, íî óçåë äåðåâà â ìåòîäå Ëèòòëà ìîæåò áûòü ïðèçíàí áåñïåðñïåê-òèâíûì íà îñíîâàíèè âû÷èñëÿåìîé ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöûíèæíåé îöåíêè ñòîèìîñòè âñåõ ìàðøðóòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó óçëó, è èìåþ-ùåãîñÿ íà ìîìåíò ïðîñìîòðà óçëà ëó÷øåãî èç ðåøåíèé (ðåêîðäà).Ìíîæåñòâî ìàðøðóòîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå óçëó, íå ïðèçíàííîìó áåñïåðñïåêòèâ-íûì, ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà ìàðøðóòîâ: ñîäåðæàùèõ íåêîòîðóþ äóãó
(i, j) è íå ñîäåðæàùèõ ýòîé äóãè. Òàê êàê âàðèàíòîâ âûáîðà äóãè ìîæåò ìíîãî,òî íà êàæäîì ýòàïå ìåòîäà Ëèòòëà íóæíî ïðîâîäèòü âûáîð â êàêîì-òî ñìûñëå¾õîðîøåé¿ äóãè.Â ìåòîäå Ëèòòëà âûáîð äóãè ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîéäóãè, èìåþùåé íóëåâóþ ñòîèìîñòü (â ïðèâåäåííîé ìàòðèöå), âû÷èñëÿåòñÿ îöåíêàäóãè (íèæíÿÿ îöåíêà ïðèðîñòà ñòîèìîñòåé ìàðøðóòîâ ïîäìíîæåñòâà ìàðøðóòîâ,íå âêëþ÷àþùèõ äàííóþ äóãó) è âûáèðàåòñÿ äóãà ñ íàèáîëüøåé îöåíêîé. Îöåíêàäóãè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ñóììà êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû, ïîëó÷åííîéèç òåêóùåé ìàòðèöû çàìåíîé ñîîòâåòñòâóþùåãî íóëÿ íà áåñêîíå÷íîñòü. Òàê êàê âìåòîäå Ëèòòëà ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèâåäåíè-åì ñòðîê è ñòîëáöîâ, òî îöåíêà íóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî äóãå (i, j) , âû÷èñëÿåòñÿêàê ñóììà ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñòðîêè i è ñòîëáöà j ïðè óñëîâèè âðåìåííîéçàìåíû îöåíèâàåìîãî íóëÿ íà áåñêîíå÷íîñòü.Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî â ðàáîòå ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçâîçêå ïó-òåì ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòèïðÿìîãî ïåðååçäà i → j íà òðàíçèòíûé ïåðååçä ÷åðåç áàçîâûé ïóíêò i → 1 → j ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ýëåìåíòà wij â ìàòðèöå ñòîèìîñòåé íà wi1 + w1j . Î÷å-âèäíî, ÷òî òðàíçèòíûé ïåðååçä îçíà÷àåò çàâåðøåíèå îäíîãî ìàðøðóòà è íà÷àëîäðóãîãî, à íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ ñòîèìîñòè äóãè ïîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà�èêñàöèÿ ýòîé äóãè ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèÿ ïî âìåñòèìîñòè òðàíñ-ïîðòíîãî ñðåäñòâà.Çàìåòèì, ÷òî â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì Ëèòòëà èñõîäíàÿ ìàòðèöà ñòî-èìîñòåé â õîäå âû÷èñëåíèé ïîäâåðãàåòñÿ èçìåíåíèÿì, è ïîýòîìó äëÿ ïðîâåäåíèÿêîððåêòíîé çàìåíû ïðÿìîãî ïåðååçäà íà òðàíçèòíûé ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî ïî



90 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂèñõîäíîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé W âû÷èñëèòü øòðà�û ïî �îðìóëå:
pij = wi1 + w1j − wij , i = 2, . . . , n, j = 2, . . . , n, i 6= j, (1)è ïðè íåîáõîäèìîñòè äîáàâëÿòü ê òåêóùåé ñòîèìîñòè äóãè (i, j) åå øòðà� pij .Äóãó äî èçìåíåíèÿ åå ñòîèìîñòè áóäåì íàçûâàòü îáû÷íîé, à ïîñëå èçìåíåíèÿ ååñòîèìîñòè � îøòðà�îâàííîé. Îïèøåì ïðîöåäóðó èçìåíåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåéïîäðîáíåå.�àññìîòðèì íåêîòîðûé óçåë äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé. Ýòîìó óçëó ñîîòâåòñòâó-åò ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå, îïðåäåëåííîå íàáîðîì çà�èêñèðîâàííûõäóã. Ýòè äóãè ñîåäèíÿþò ïóíêòû â öåïî÷êè. Ïóíêòû, íå âõîäÿùèå íè â îäíó èçâûáðàííûõ äóã, áóäåì ñ÷èòàòü òðèâèàëüíûìè öåïî÷êàìè, ñîñòîÿùèìè èç îäíîãîïóíêòà.Ñîïîñòàâèì íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó ïóíêòó êàæäîé öåïî÷êè çàãðóçêó ïî ïðà-âèëàì:1) åñëè íà÷àëüíûé èëè êîíå÷íûé ïóíêò ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì, òî åãî çàãðóçêà ðàâíàíóëþ;2) çàãðóçêà ïóíêòà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ áàçîâûì è ñîîòâåòñòâóþùåãî òðèâèàëüíîéöåïî÷êå, ðàâíà åãî çàÿâêå;3) äëÿ íà÷àëüíîãî ïóíêòà íåòðèâèàëüíîé öåïî÷êè, íå ÿâëÿþùåãîñÿ áàçîâûì, çà-ãðóçêà âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñóììèðîâàíèåì çàÿâîê ïóíêòîâ ïî öåïî÷êåòî òåõ ïîð, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ áàçîâûé ïóíêò èëè ïåðååçä ïî îøòðà�îâàííîé äóãå;4) äëÿ êîíå÷íîãî ïóíêòà íåòðèâèàëüíîé öåïî÷êè çàãðóçêà âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëå-äîâàòåëüíûì ñóììèðîâàíèåì çàÿâîê ïóíêòîâ îáðàòíûì äâèæåíèåì ïî öåïî÷êå äîòåõ ïîð, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ áàçîâûé ïóíêò èëè ïåðååçä ïî îøòðà�îâàííîé äóãå.1.3. Ïðîöåäóðà øòðà�îâàíèÿ äóã. Ïðîöåäóðà øòðà�îâàíèÿ äóã çàêëþ-÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïåðåáèðàåì âñå íåçà�èêñèðîâàííûå îáû÷íûå äóãè. Âûáîðêàæäîé òàêîé äóãè (i, j) îçíà÷àåò ñîåäèíåíèå äâóõ öåïî÷åê ñ êîíöîì i è íà÷à-ëîì j ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñóììàðíàÿ çàãðóçêà ïóíêòîâ i è j ïðåâûøàåò âìå-ñòèìîñòü òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà D , òî ïðÿìîé ïåðååçä ïî äóãå (i, j) íåâîçìîæåíè äóãà îøòðà�îâûâàåòñÿ. Îøòðà�îâàííûå äóãè îñòàþòñÿ îøòðà�îâàííûìè äëÿâñåõ óçëîâ äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé, ïîðîæäåííûõ ðàññìàòðèâàåìûì óçëîì.2. Ìåòîä Ëèòòëà äëÿ çàäà÷è î ðàçâîçêåÎñíîâíîé ÷àñòüþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçâîçêå ÿâëÿåòñÿ ðå-êóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà ÓÇÅË(A, S, F ), êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ñåáå ðåêóðñèâíóþ ÷àñòüìåòîäà Ëèòòëà, äîïîëíåííóþ ñ ó÷åòîì ñïåöè�èêè çàäà÷è î ðàçâîçêå (øàã 5). Ïà-ðàìåòðû ïðîöåäóðû:

A � òåêóùàÿ ìàòðèöà ñòîèìîñòåé ïåðååçäîâ;
S � ñóììà êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåé çàäà÷è, íà êîòîðîå îòëè-÷àåòñÿ ñòîèìîñòü ðåøåíèé ïî ìàòðèöå öåí çàäà÷è îò ñòîèìîñòè òåõ æå ðåøåíèé ïîìàòðèöå òåêóùåé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé;
F � ìíîæåñòâî çà�èêñèðîâàííûõ äóã.2.1. Îïèñàíèå ìåòîäà.1. Ïîëó÷èì äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå ëþáûì ýâðèñòè÷åñêèì àë-ãîðèòìîì, ïðèìåì åãî çà ðåêîðä è ïîëîæèì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé R ðàâíûì ñòîè-ìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ ëèáî ðàâíûì ∞ .2. Ñîñòàâèì òðèâèàëüíûå öåïî÷êè, ñîñòîÿùèå èç îäèíî÷íûõ ïóíêòîâ 1, 2, . . . , n .Âû÷èñëèì çàãðóçêè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïóíêòîâ ýòèõ öåïî÷åê.



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ ÑÎ ØÒ�ÀÔÀÌÈ ÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î �ÀÇÂÎÇÊÅ 913. Âû÷èñëèì øòðà�û äóã ñîãëàñíî (1).4. Ïðèìåíèì ïðîöåäóðó øòðà�îâàíèÿ ê èñõîäíîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé W, ïðè-ìåì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó A â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé è âûçîâåìïðîöåäóðó ÓÇÅË(A , 0 , ∅).5. Îñòàíîâ: ïîñëåäíèé ðåêîðä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è.2.2. Ïðîöåäóðà ÓÇÅË.1. Åñëè |F | = n − 2 , òî îñòàâøèåñÿ äâå äóãè �èêñèðóþòñÿ îäíîçíà÷íî, èíà÷åïåðåéäåì ê øàãó 2 (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà F ÷åðåç |F | îáîçíà-÷àåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ýòîì ìíîæåñòâå). Åñëè �èêñàöèÿ ýòèõ äóã ïðèâîäèò êíàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèé ïî âìåñòèìîñòè òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà, òî øòðà�óåì äó-ãó, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøèé øòðà�. Ôîðìèðóåì ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå.Åñëè ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò ìåíüøóþ ñòîèìîñòü, ÷åì R , òî ïðèìåì ýòî ðåøå-íèå çà ðåêîðä è ïîëîæèì çíà÷åíèå R ðàâíûì ñòîèìîñòè íîâîãî ðåêîðäà. Âûõîäèìèç ïðîöåäóðû.2. Ïðîâîäèì ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ñòîèìîñòåé A . Ïðèâåäåííóþ ìàòðèöó îáî-çíà÷èì ÷åðåç B , à ñóììó êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ � ÷åðåç s . Åñëè S + s ≥ R , òîðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé íå ñîäåðæèò ðåøåíèÿ ëó÷øåãî, ÷åì ðåêîðä,è âûõîäèì èç ïðîöåäóðû.3. Âûáåðåì äóãó, ïðèìåíèâ ïðîöåäóðó âûáîðà äóãè äëÿ âåòâëåíèÿ. Îáîçíà÷èìåå ÷åðåç (i, j) , à åå îöåíêó � ÷åðåç v .4. Ñ�îðìèðóåì ïîäçàäà÷ó çàäà÷è ñ ìàòðèöåé B (íàçîâåì åå çàäà÷åé ñ ìàòðè-öåé B′ ), â êîòîðîé çà�èêñèðîâàíà äóãà (i, j) , çàïðåòèâ äóãè, âûáîð êîòîðûõ ñòàëíåâîçìîæíûì â ñâÿçè ñ �èêñàöèåé äóãè (i, j) . Ñêîððåêòèðóåì çàãðóçêè íà÷àëüíîãîè êîíå÷íîãî ïóíêòîâ öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé âûáðàííóþ äóãó (i, j) (ñì. ï. 1.2).5. Ê ìàòðèöå B′ ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó øòðà�îâàíèÿ äóã.6. Âûçîâåì ÓÇÅË(B′ , S + s , F ∪ {(i, j)}).7. Åñëè S + s + v ≥ R , òî ïîäçàäà÷à çàäà÷è ñ çàïðåùåííîé äóãîé (i, j) íåñîäåðæèò ðåøåíèÿ ëó÷øåãî, ÷åì ðåêîðä, è âûõîäèì èç ïðîöåäóðû.8. Ñ�îðìèðóåì ïîäçàäà÷ó çàäà÷è ñ ìàòðèöåé B (íàçîâåì åå çàäà÷åé ñ ìàòðèöåé
B′′ ), â êîòîðîé çàïðåùåíà äóãà (i, j) .9. Âûçîâåì ÓÇÅË(B′′, S + s, F ).Òåîðåìà 1. Åñëè ìàòðèöà ñòîèìîñòåé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

wij ≤ wi1 + w1j , i = 2, . . . , n, j = 2, . . . , n, i 6= j, (2)òî ìåòîä Ëèòòëà ñ îïèñàííîé ïðîöåäóðîé ìîäè�èêàöèè ñòîèìîñòåé äóã íàõî-äèò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî èç ëþáîãî äîïóñòèìîãî ðå-øåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ ìàòðèöåé W ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâîäîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è î ðàçâîçêå, îøòðà�îâàâ ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè, è íà-îáîðîò, ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåêî-òîðîå ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îøòðà�îâàííûìè äóãà-ìè. Òàê êàê øòðà�û ââîäÿòñÿ òîëüêî ïî òåì äóãàì, äîáàâëåíèå êîòîðûõ â òåêóùèé÷àñòè÷íûé ìàðøðóò íåâîçìîæíî áåç íàðóøåíèÿ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è î ðàçâîçêå, òîòåì ñàìûì âñå íåäîïóñòèìûå ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷è î ðàçâîçêå ïîïîëíåíèÿ òåêóùå-ãî ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ïîëó÷àåìûå �èêñàöèåé îäíîé äóãè,çàìåíÿþòñÿ íà äîïóñòèìûå.Â ñèëó óñëîâèÿ (2) âñå øòðà�û (ñì. (1)) áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè, ïîýòîìóøòðà�îâàíèå äóã íå óìåíüøàåò ýëåìåíòû ìàòðèöû ñòîèìîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî,



92 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂ Òàáë. 1Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èÇàäà÷à Îáû÷íîå ïðèâåäåíèå Îïòèìàëüíîå ïðèâåäåíèåÄóáëè Øòðà�û Óëó÷øåíèå Äóáëè Øòðà�û Óëó÷øåíèåeil13 308 9 34,22 1962 17 115.41E-n15-k3 12 3 4 152 4 38E-n18-k3 58 14 4.14 859 28 30.68E-n22-k4 3169 1401 2.26 21600 2266 9.53E-n23-k3 423 107 3.95 11351 78 145.53P-n19-k2 580 25 23.2 4922 27 182.3P-n20-k2 2528 44 57.45 8856 38 233.05P-n21-k2 1075 20 53.75 2570 12 214.17P-n22-k2 3915 63 62.14 13411 35 383.17íèæíÿÿ îöåíêà ñòîìîñòåé ðåøåíèé äëÿ ëþáîãî óçëà äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé áóäåòíèæíåé îöåíêîé è äëÿ ëþáîãî ïîðîæäåííîãî óçëà, ÷òî ãàðàíòèðóåò íåâîçìîæíîñòüëîæíîãî îòñå÷åíèÿ óçëà äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé, ñîäåðæàùåãî ðåøåíèÿ ëó÷øåãî,÷åì ðåêîðä.Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ëèòòëà ñî øòðà�àìè ïîòåíöèàëüíî îáåñïå÷èâàåò âîç-ìîæíîñòü ïðîñìîòðà âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è î ðàçâîçêå, îòñåêàÿ ëèøüçàâåäîìî áåñïåðñïåêòèâíûå ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, îí äàåò îïòè-ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè äîáàâèòü êî âñåì ýëåìåíòàì ïåð-âîé ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé W äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî M , òîìåòîä Ëèòòëà ñî øòðà�àìè äàñò ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå ñ ðàíæèðîâàííûìèìèíèìèçèðóåìûìè êðèòåðèÿìè:1) êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ;2) ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ çàäà÷è ñ ðàíæèðîâàííûìè êðèòåðèÿìè óñëîâèå (2)ñòàíîâèòñÿ íåñóùåñòâåííûì, òàê êàê åãî âûïîëíåíèå ìîæíî îáåñïå÷èòü, âûáðàâäîñòàòî÷íî áîëüøîå M .3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÄëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëè âçÿòû íåáîëüøèå çàäà÷è èç õî-ðîøî èçâåñòíîé áèáëèîòåêè òåñòîâûõ çàäà÷ OR-Library, ðàñïîëîæåííîé ïî àäðåñóhttp://people.brunel.a.uk/∼mastjjb/jeb/info.html.Â òàáë. 1, 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû äâóõ àëãîðèòìîâ: ìåòîä Ëèòòëà äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçâîçêå ïóòåì äîáàâëåíèÿ äóáëèêàòîâ áàçîâîãî ïóíêòà (êîëîíêà¾Äóáëè¿) è ìåòîä Ëèòòëà ñî øòðà�îâàíèåì äóã (êîëîíêà ¾Øòðà�û¿). Â êîëîíêå¾Óëó÷øåíèå¿ óêàçûâàåòñÿ, âî ñêîëüêî ðàç àëãîðèòì ñî øòðà�àìè óëó÷øèë ïîêà-çàòåëè àëãîðèòìà ñ äóáëÿìè. Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé ïðèâîäÿòñÿ âðåìÿ ðåøåíèÿçàäà÷è (òàáë. 1, åäèíèöà � ñåêóíäû) è êîëè÷åñòâî ïðîñìîòðåííûõ óçëîâ äåðåâà ðå-øåíèé (òàáë. 2, åäèíèöà � òûñÿ÷à ïðîñìîòðîâ). Äàííûå äàþòñÿ äëÿ ìåòîäà Ëèòòëàñ îáû÷íûì ïðèâåäåíèåì ìàòðèöû ñòîèìîñòåé (ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèâåäåíèåì ïîñòðîêàì è ñòîëáöàì) è îïòèìàëüíûì ïðèâåäåíèåì ìàòðèöû.Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ïîêàçàòåëåé, ìåòîä Ëèòòëà ñî øòðà�îâàíèåì äóãâ áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîêàçàë ñåáÿ ëó÷øå, ÷åì ìåòîä ñ äîáàâëåíèåì äóáëèêà-òîâ ïóíêòîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îáû÷íîãî è



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ ÑÎ ØÒ�ÀÔÀÌÈ ÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î �ÀÇÂÎÇÊÅ 93Òàáë. 2Êîëè÷åñòâî ïðîñìîòðåííûõ óçëîâ äåðåâà ïåðåáîð ðåøåíèéÇàäà÷à Îáû÷íîå ïðèâåäåíèå Îïòèìàëüíîå ïðèâåäåíèåÄóáëè Øòðà�û Óëó÷øåíèå Äóáëè Øòðà�û Óëó÷øåíèåeil13 22418 1190 18,84 79371 1891 41.97E-n15-k3 63 450 0.14 6258 443 14.13E-n18-k3 2418 1653 1.46 25239 2738 9.22E-n22-k4 97523 142469 0.68 600650 163049 3.68E-n23-k3 13313 12465 1.07 293035 7068 41.46P-n19-k2 25475 3099 8.22 134388 2492 53.93P-n20-k2 104028 5557 18.72 201245 3827 52.59P-n21-k2 41213 2441 16.88 55826 1061 52.62P-n22-k2 143261 7651 18.72 265489 3145 84.42îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèé, âèäèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ïðèâåäåíèå èíîãäà çàìåòíîïðîèãðûâàåò îáû÷íîìó.4. Óëó÷øàþùèå ïðèåìû äëÿ ìåòîäà Ëèòòëà ñî øòðà�àìè×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â ïðåäûäóùåì ðàç-äåëå, ïîêàçàëè, ÷òî âûøåîïèñàííûé ìåòîä Ëèòòëà ñî øòðà�àìè íåäîñòàòî÷íîý��åêòèâåí äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå çàäà÷è, ïîýòîìó â ýòîì ðàçäåëå ðàñ-ñìîòðèì ïóòè ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà.4.1. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî íèçêàÿ ý��åêòèâíîñòü îïèñàííîãî ìåòîäàîáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îäíî è òî æå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíîèç ðàçíûõ ìàðøðóòîâ êîììèâîÿæåðà. Íàïðèìåð, 6 ìàðøðóòîâ çàäà÷è êîììèâîÿ-æåðà:
1 → 2 → 3

p
−→ 4

p
−→ 5 → 1, 1 → 2 → 3

p
−→ 5

p
−→ 4 → 1,

1 → 4
p

−→ 2 → 3
p

−→ 5 → 1, 1 → 4
p

−→ 5
p

−→ 2 → 3 → 1,

1 → 5
p

−→ 2 → 3
p

−→ 4 → 1, 1 → 5
p

−→ 4
p

−→ 2 → 3 → 1,ãäå � p� íàä ñòðåëêîé îçíà÷àåò îøòðà�îâàííóþ äóãó, ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìóæå ðåøåíèþ çàäà÷è î ðàçâîçêå:
1 → 2 → 3 → 1, 1 → 4 → 1, 1 → 5 → 1.Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ðàçíûå ìàðøðóòû çàäà÷è êîììèâîÿæåðà,ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ðåøåíèþ çàäà÷è î ðàçâîçêå, îòëè÷àþòñÿ ëèøüïåðåñòàíîâêîé ìàðøðóòîâ â ðåøåíèè çàäà÷è î ðàçâîçêå.Ïîýòîìó äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîâòîðíîãî �îðìèðîâàíèÿ îäèíàêîâûõ ðåøåíèé çàäà-÷è î ðàçâîçêå ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå: â øàãå 8 ïðîöåäóðû ÓÇÅË â ñëó÷àå, êîãäàâûáðàííàÿ äëÿ âåòâëåíèÿ äóãà (i, j) ÿâëÿåòñÿ îøòðà�îâàííîé, äîïîëíèòåëüíî êçàïðåòó äóãè (i, j) (ïðàâàÿ âåòâü äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé) ñëåäóåò çàïðåòèòü âñåîøòðà�îâàííûå äóãè, èñõîäÿùèå èç ïóíêòà i èëè âõîäÿùèå â ïóíêò j , à òàêæåäóãè (i, 0) è (0, j) . Òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà ìîæåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî ïî-âòîðíûõ ïðîñìîòðîâ ðåøåíèé çàäà÷è î ðàçâîçêå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îáåñïå÷èòüçàïðåò îøòðà�îâàííûõ äóã, èñõîäÿùèõ èç ïóíêòà i èëè âõîäÿùèõ â ïóíêò j , è âîâñåõ óçëàõ äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé, ïîðîæäåííûõ òåêóùèì óçëîì, òî ïðîñìîòðîäèíàêîâûõ ðåøåíèé çàäà÷è î ðàçâîçêå, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ìàðøðóòàì êîì-ìèâîÿæåðà, áóäåò èñêëþ÷åí ïîëíîñòüþ.



94 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂ4.2. Äðóãèì ïóòåì ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà Ëèòòëà ñî øòðà�àìèÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ïðàâèëà âûáîðà äóãè äëÿ âåòâëåíèÿ. Ìû ïðåäëàãàåì îñóùåñòâ-ëÿòü âûáîð äóãè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:1) åñëè ñóùåñòâóþò îáû÷íûå äóãè ñ íóëåâîé ñòîèìîñòüþ, íå ñâÿçàííûå ñ áàçî-âûì ïóíêòîì, òî ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ äóãà ñ ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé;2) åñëè ñóùåñòâóþò äóãè ñ íóëåâîé ñòîèìîñòüþ, ñâÿçàííûå ñ áàçîâûì ïóíêòîì,òî ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ äóãà ñ ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé;3) ñðåäè îøòðà�îâàííûõ äóã ñ íóëåâîé ñòîèìîñòüþ âûáèðàåì äóãó ñ ìàêñè-ìàëüíîé îöåíêîé.Áëàãîäàðÿ òàêîìó ïîðÿäêó âûáîðà äóãè îøòðà�îâàííûå äóãè áóäóò âûáèðàòüñÿïðåèìóùåñòâåííî â êîíöå �îðìèðîâàíèÿ ìàðøðóòà êîììèâîÿæåðà.Òåîðåìà 2. Åñëè ìàòðèöà ñòîèìîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óçëó äåðåâà ïå-ðåáîðà ðåøåíèé, áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç îøòðà�îâàííûõ è çàïðåùåííûõ äóã,òî ñòîèìîñòü ëþáîé íåçàïðåùåííîé äóãè ïîñëå ïðèâåäåíèÿ áóäåò ðàâíà íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñòîèìîñòü îøòðà�îâàííîé äóãè (i, j) ïî èñ-õîäíîé ìàòðèöå ñòîèìîñòåé ðàâíà wij + pij . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî (1), ñïðàâåäëèâî
wij + pij = wij + wi1 + w1j − wij = wi1 + w1j .À òàê êàê äðóãèõ äóã, êðîìå îøòðà�îâàííûõ, íåò, òî ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû âñåíåçàïðåùåííûå äóãè áóäóò èìåòü íóëåâóþ ñòîèìîñòü, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â ñëó÷àÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ òåîðåìû, ëþáàÿ �èêñàöèÿ íåçàïðåùåííûõ äóã, äàþùàÿ ðåøåíèå çàäà÷èêîììèâîÿæåðà, áóäåò äàâàòü íóëåâîé ïðèðîñò ñòîèìîñòè ðåøåíèÿ, à çíà÷èò, ìîæíîäîñòðîèòü ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà ëþáûì äîïóñòèìûì íàáîðîì äóã, çà�èêñèðî-âàòü ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â êà÷åñòâå ðåêîðäà è âûéòè èç ïðîöåäóðû ÓÇÅË.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé èäåè, êðîìå èçìåíåíèÿ ïðàâèëà âûáîðà äóãè,íóæíî âíåñòè è ñîîòâåòñòâóþùåå äîáàâëåíèå â øàã 3 ïðîöåäóðû ÓÇÅË.4.3. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïî óëó÷øåíèþ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íà-÷àëå øàãà 2 ïðîöåäóðû ÓÇÅË ïåðåä ïðèâåäåíèåì ìàòðèöû ñòîèìîñòåé çàïðåùàåìâñå äóãè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

S + aij ≥ R,ãäå aij � òåêóùàÿ ñòîèìîñòü äóãè, òàê êàê âûáîð ýòîé äóãè íå ìîæåò ïðèâåñòèê ïîëó÷åíèþ ðåøåíèÿ, ëó÷øåãî, ÷åì ðåêîðä. Òàêàÿ äîáàâêà â øàã 2 óìåíüøàåòêîëè÷åñòâî âûçîâîâ ïðîöåäóðû ÓÇÅË.4.4. Â îñíîâå ñëåäóþùåé èäåè ëåæèò ñâîéñòâî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷èî ðàçâîçêå: îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçâîçêå ñîñòîèò èç ìàðøðóòîâ, êàæ-äûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öèêëîì ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç âñåïóíêòû ìàðøðóòà.Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ óëó÷øåíèÿ ìåòîäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:1) â øàãå 1 ïðîöåäóðû ÓÇÅË ïðè ïîëó÷åíèè î÷åðåäíîãî ðåêîðäà íóæíî ïðîâå-ñòè îïòèìèçàöèþ âñåõ ìàðøðóòîâ, ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è êîììèâîÿæåðàíåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè, è ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ðåêîðäà îïòèìèçèðîâàííîå ðåøåíèåçàäà÷è î ðàçâîçêå;



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ ÑÎ ØÒ�ÀÔÀÌÈ ÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î �ÀÇÂÎÇÊÅ 95Òàáë. 3Îòíîøåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðè îáû÷íîì ïðèâåäåíèèÇàäà÷à Ìîäè�. 1 Ìîäè�. 2 Ìîäè�. 3 Ìîäè�. 4 Ìîäè�. 5 Âñå ìîäè�.eil13 1.08+ 2.15+ 1.02+ 1.81� 6.74+ 2.46+E-n15-k3 1.02� 1.39+ 1.02+ 1.26� 1.35� 1.09�E-n18-k3 1.09� 1.38+ 1.01� 1.2� 1.59� 1.27+E-n22-k4 1.22+ 1.04+ 1.01� 1.18� 1.29� 1.85+E-n23-k3 1.08� 1.08� 1.01+ 3.37� 1.01� 1.92�P-n19-k2 1.69� 1.16� 1.06� 1.7� 4.07+ 5.6+P-n20-k2 1.04� 1.19+ 1.01+ 1.62� 9.76+ 12.17+P-n21-k2 1.03� 1.47+ 1.01+ 1.44� 9.81+ 15.09+P-n22-k2 1.03� 1.2+ 1.01+ 1.31� 17.38+ 27.09+2) ìåæäó øàãàìè 5 è 6 ïðîöåäóðû ÓÇÅË íóæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèé äîïîë-íèòåëüíûé øàã: âûÿâèì âñå íîâûå çàâåðøåííûå ìàðøðóòû çàäà÷è î ðàçâîçêå, îá-ðàçîâàâøèåñÿ ïîñëå �èêñàöèè äóãè (i, j) ; åñëè òàêèå ìàðøðóòû åñòü (à èõ ìîæåòáûòü íå áîëåå äâóõ), òî ïðîâåäåì èõ îïòèìèçàöèþ, ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷èêîììèâîÿæåðà, è â ñëó÷àå, åñëè õîòÿ áû îäèí ìàðøðóò áóäåò óëó÷øåí, ïåðåéòè êøàãó 7, ìèíóÿ øàã 6, òàê êàê ïîäìíîæåñòâî ðåøåíèé ñ �èêñèðîâàííîé äóãîé (i, j)çàâåäîìî íå ñîäåðæèò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.4.5. Íàêîíåö, ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ íèæíåéîöåíêè. Äëÿ çàäà÷è î ðàçâîçêå m � íèæíÿÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà ìàðøðóòîâ â îï-òèìàëüíîì ðåøåíèè � íå ìåíüøå, ÷åì ñóììàðíàÿ çàÿâêà ïóíêòîâ, ïîäåëåííàÿ íàâìåñòèìîñòü òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ m ìàðøðó-òîâ, ïîòðåáóåòñÿ çà�èêñèðîâàòü (m − 1) îøòðà�îâàííûõ äóã. Ïóñòü ïðè òåêóùåìâûçîâå ïðîöåäóðû ÓÇÅË âî ìíîæåñòâå çà�èêñèðîâàííûõ äóã F èìååòñÿ k îøòðà-�îâàííûõ äóã. Â êîíåö øàãà 2 ïðîöåäóðû ÓÇÅË äîáàâèì âû÷èñëåíèå ìèíèìàëüíîéñòîèìîñòè m−k−1 íàçíà÷åíèé ïî ìàòðèöå B̄ , îáðàçîâàííîé èç ìàòðèöû B øòðà-�îâàíèåì âñåõ îáû÷íûõ äóã, íå ñâÿçàííûõ ñ áàçîâûì ïóíêòîì, è çàïðåòîì âñåõäóã, ñâÿçàííûõ ñ áàçîâûì ïóíêòîì. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
min

n∑

i=2

n∑

j=2

b̄ijxij ,

n∑

j=2

xij ≤ 1, i = 2, . . . , n,

n∑

i=2

xij ≤ 1, j = 2, . . . , n,

n∑

i=2

n∑

j=2

xij = m − k − 1,

xij ∈ {0; 1}, i = 2, . . . , n, j = 2, . . . , n.Îáîçíà÷èì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ýòîé çàäà÷è ÷åðåç g è ïðî-âåðêó óñëîâèÿ S + s ≥ R â øàãå 2 ïðîöåäóðû ÓÇÅË çàìåíèì íà ïðîâåðêó óñëîâèÿ
S + s + g ≥ R . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàïðåòå ëþáîé äóãè â ìàòðèöå B îïòèìàëüíîåçíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ýòîé çàäà÷è áóäåò íå ìåíüøå g , ïîýòîìó ìîæíî òàêæåçàìåíèòü ïðîâåðêó óñëîâèÿ S + s + v ≥ R â øàãå 2 ïðîöåäóðû ÓÇÅË íà ïðîâåðêó



96 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂ Òàáë. 4Îòíîøåíèÿ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðè îïòèìàëüíîì ïðèâåäåíèèÇàäà÷à Ìîäè�. 1 Ìîäè�. 2 Ìîäè�. 3 Ìîäè�. 4 Ìîäè�. 5 Âñå ìîäè�.eil13 1.38+ 5.34+ 1.14+ 1.4� 5.49+ 3.98+E-n15-k3 1.09+ 1.35+ 1.02+ 1.31� 1.55� 1.24�E-n18-k3 1.14+ 1.36+ 1 1.24� 1.46� 1.16�E-n22-k4 1.13+ 1.88+ 1.03+ 1.1� 1.38� 1.04+E-n23-k3 1.13+ 1.15� 1.01+ 1.95� 1.55+ 1.44�P-n19-k2 1.08+ 1.58- 1.01� 1.54� 6.36+ 9.52+P-n20-k2 1.05+ 1.05+ 1 1.26� 12.92+ 26.1+P-n21-k2 1.01+ 1.01� 1.02+ 1.75� 15.74+ 23.33+P-n22-k2 1.05� 1.19� 1.03+ 1.42� 24.97+ 42.34+Òàáë. 5Îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâ ïðîñìîòðîâ óçëîâ ïðè îáû÷íîì ïðèâåäåíèèÇàäà÷à Ìîäè�. 1 Ìîäè�. 2 Ìîäè�. 3 Ìîäè�. 4 Ìîäè�. 5 Âñå ìîäè�.eil13 1.16+ 2.54+ 1.02� 1.07+ 63.96+ 27.98+E-n15-k3 1.01+ 1,64+ 1 1.02+ 5,37+ 7.37+E-n18-k3 1.03- 1,54+ 1 1.02+ 5+ 10.95+E-n22-k4 1.32+ 1,13+ 1 1.04+ 7.84+ 22.72+E-n23-k3 1.05� 1,02+ 1 1 7.99+ 5.12+P-n19-k2 1.61� 1,04� 1 1.01+ 20.58+ 31.13+P-n20-k2 1 1.3+ 1 1.08+ 48.45+ 71.05+P-n21-k2 1 1.62+ 1 1.2+ 54.59+ 93.75+P-n22-k2 1 1.27+ 1 1.36+ 106.71+ 177.92+Òàáë. 6Îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâ ïðîñìîòðîâ óçëîà ïðè îïòèìàëüíîì ïðèâåäåíèèÇàäà÷à Ìîäè�. 1 Ìîäè�. 2 Ìîäè�. 3 Ìîäè�. 4 Ìîäè�. 5 Âñå ìîäè�.eil13 1.45+ 9.12+ 1 1.09+ 36.38+ 36.24+E-n15-k3 1.13+ 1.77+ 1 1.02+ 3.99+ 5.62+E-n18-k3 1.26+ 1.83+ 1 1.07+ 4.02+ 5.7+E-n22-k4 1.34+ 2.6+ 1 1.1+ 4.44+ 8.76+E-n23-k3 1.21+ 1.09+ 1 1.08+ 9.9+ 4.5+P-n19-k2 1.15+ 1.36� 1 1.2+ 22.19+ 35.64+P-n20-k2 1.09+ 1.31+ 1.04� 1.33+ 55.78+ 138.19+P-n21-k2 1.05+ 1.16+ 1 1.16+ 82.34+ 126.08+P-n22-k2 1.01+ 1.06� 1 1.47+ 126.93+ 244.76+óñëîâèÿ S + s + v + g ≥ R . Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà m íàçíà÷åíèé ïî ìàòðèöåðàçìåðíîñòè n × n ïðè m < n îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ,è ðåøèòü åå ìîæíî ñâåäåíèåì ê çàäà÷å ïîèñêà çàäàííîãî ïîòîêà v ìèíèìàëüíîéñòîèìîñòè â ãðà�å.5. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäè�èöèðîâàííûìè àëãîðèòìàìèÂ òàáë. 3�6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìåòîäàì, èñ-ïîëüçóþùèì âñå ïðåäëîæåííûå ìîäè�èêàöèè ïî îòäåëüíîñòè, à òàêæå ïî ìåòîäó,âêëþ÷àþùåìó âñå ìîäè�èêàöèè, îòíîñèòåëüíî ðåçóëüòàòîâ èñõîäíîãî ìåòîäà ñîøòðà�àìè. Çíàê ïëþñ ïîñëå çíà÷åíèÿ îçíà÷àåò óëó÷øåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-êàçàòåëÿ, à çíàê ìèíóñ � óõóäøåíèå.



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ ÑÎ ØÒ�ÀÔÀÌÈ ÄËß �ÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î �ÀÇÂÎÇÊÅ 97�åçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííûå ïðèåìû â öåëîìïðèâîäÿò ê óìåíüøåíèþ âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïðèåì 4,èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî õîòÿ è ïðèâåëî ê óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà ïðîñìîòðåííûõóçëîâ, íî óâåëè÷èëî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ÷òî ìîæíî îáúÿñíèòü íåäîñòàòî÷íîáûñòðûì ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ êîììèâîÿæåðà. Íåòðóäíî òàêæå çà-ìåòèòü, ÷òî íàèáîëüøóþ àâòîíîìíóþ ý��åêòèâíîñòü ïðîäåìîíñòðèðîâàë ïðèåì 5.Ïî-âèäèìîìó, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îí ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò íèæíþþ îöåí-êó öåëåâîé �óíêöèè äëÿ ïîäìíîæåñòâ ðåøåíèé, è ýòî âûçûâàåò îòñå÷åíèå áåñïåð-ñïåêòèâíûõ ìíîæåñòâ íà áîëåå ðàííåé ñòàäèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 07-01-00674-à).SummaryI.F. Borhanov, V.R. Fazylov. Little's Method with Penalties for the Deision of CapaitatedVehile Routing Problem.The paper onsiders the problem known as Capaitated Vehile Routing Problem (ÑVRP).For solving this problem, it is o�ered to use updated Little's method for traveling salesmanproblem, in whih the ost matrix hanges during the solving of a problem aording to ÑVRPonditions.Key words: traveling salesman problem, apaitated vehile routing problem, Little'smethod. Ëèòåðàòóðà1. Dantzig G.B., Ramser J.H. The Truk Dispathing Problem // Manag. Si. � 1959. �V. 6, No 1. � P. 80�91.2. Ëèòòë Ä.Æ., Ìóðòè Ê., Ñóèíè Ä., Êýðåë Ê. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâî-ÿæåðà // Ýêîíîìèêà è ìàòåì. ìåòîäû. � 1965. � Ò. 1, Âûï. 1. � Ñ. 94�107.3. Áîðõàíîâ È.Ô., Ôàçûëîâ Â.�. Îá îïòèìàëüíîì ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ñòîèìîñòåé //Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì. íàóêè. � 2006. � Ò. 148, êí. 2. � Ñ. 18�22.4. Áîðõàíîâ È.Ô., Ôàçûëîâ Â.�. Ìåòîä Ëèòòëà ñ îïòèìàëüíûì ïðèâåäåíèåì ìàòðè-öû // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì. íàóêè. � 2006. � Ò. 148, êí. 4. �Ñ. 13�22. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ11.06.08Áîðõàíîâ Èëüíàð Ôèðñîðîâè÷ � àñïèðàíò êà�åäðû ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêèÊàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.Ôàçûëîâ Âàëåðèé �àó�îâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèéêà�åäðîé ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: Valery.Fazylov�ksu.ru


