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ИНВАРИАНТЫ И КОЛЬЦА ЧАСТНЫХ H-ПОЛУПЕРВИЧНЫХ
H-МОДУЛЬНЫХ АЛГЕБР, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ

ПОЛИНОМИАЛЬНОМУ ТОЖДЕСТВУ

Аннотация. Рассматривается действие конечномерной алгебры Хопфа на PI-алгебре. Доказа-
но, чтоH-полупервичнаяH-модульная алгебра A имеет фробениусово артиново классическое
кольцо частных Q, если алгебра A имеет конечное число H-первичных идеалов с нулевым
пересечением. Кольцо частных Q является H-полупростой H-модульной алгеброй и конечно
порожденным модулем над подалгеброй центральных инвариантов. Более того, если алгебра
A является проективным модулем постоянного ранга над своим центром, то алгебра A цела
над своей подалгеброй центральных инвариантов.
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Введение

В этой работе исследуются подалгебры инвариантных элементов H-модульных алгебр,
удовлетворяющих полиномиальному тождеству (PI-алгебр).

Все рассматриваемые алгебры и алгебры Хопфа, если не оговорено противное, опреде-
лены над полем k. Алгебры предполагаются ассоциативными с единицей. Через ∆ : H →
H ⊗ H будем обозначать коумножение, а через ε : H → k — коединицу алгебры Хопфа H.
Далее всюду H — алгебра Хопфа и A — ассоциативная k-алгебра. Все необходимые фак-
ты, касающиеся алгебр Хопфа, можно найти в [1]. Все тензорные произведения, если не
оговорено противное, берутся над k, а Hom — это Homk.

Напомним, что H-модульной алгеброй называется ассоциативная алгебра A, которая на-
делена структурой левого H-модуля и для любых h ∈ H, a, b ∈ A

h · (ab) =
∑

h

(h(1) · a)(h(2) · b), h · 1A = ε(h)1A.

Элемент a ∈ A называется инвариантом, если h · a = ε(h)a для всех h ∈ H. Непосред-
ственная проверка показывает, что множество инвариантов AH является подалгеброй в A.

Пусть R — некоторое кольцо, через Z(R) будем обозначать центр кольца R.
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Пусть A — H-модульная алгебра. Элементы из Z(A)∩AH будем называть центральными
инвариантами. Множество центральных инвариантов является подалгеброй в A, будем
обозначать ее через Z(A)H . Алгебра A называется H-первичной, если для любых ненулевых
H-инвариантных идеалов I, J идеал IJ также ненулевой.

Пусть R — коммутативное кольцо, P — простой идеал кольца R, а M — конечно по-
рожденный проективный R-модуль. Тогда по ([2], с. 158, теорема 1) модуль MP является
свободным модулем над локальным кольцом. Обозначим через rkP M его ранг. Если rkP M
не зависит от P , то модуль M называется проективным модулем постоянного ранга.

Хорошо известно, что понятие действия алгебры Хопфа обобщает действия групп авто-
морфизмами ([1], с. 139), а значит, имеет смысл рассмотреть задачу переноса ряда фактов
классической теории инвариантов на случай действия алгебр Хопфа. Классическим ре-
зультатом теории инвариантов, принадлежащим Э.Нётер, является факт о том, что алгеб-
ра A является целым расширением подалгебры инвариантов AG алгебры в случае действия
конечной группы G автоморфизмами на коммутативной алгебре A. Как обобщение этого
результата Монтгомери был поставлен вопрос о том, будет ли коммутативная H-модуль-
ная A целым расширением подалгебры инвариантов AH в случае, если H конечномерна
([3], с. 45). В [4] и [5] был получен положительный ответ на этот вопрос при дополнитель-
ных предположениях. Контрпримеры, построенные в [6] и [7], обусловлены наличием в A
ненулевых нильпотентных H-инвариантных идеалов. Аналогичный вопрос о том, будет ли
H-модульная PI-алгебра цела над своей подалгеброй центральных инвариантов, представ-
ляет интерес и для некоммутативной H-модульной алгебры. В работе [8] было показано, что
H-модульная алгебра A цела над подалгеброй центральных инвариантов, если существует
центральная подалгебра Z, не содержащая нильпотентных элементов с кольцом частных Q
такая, что Q⊗Z A является полупростой алгеброй с центром Q, и выполнено одно из усло-
вий:

1) алгебра A является конечно порожденным проективным Z-модулем,
2) алгебра A является конечно порожденным Z-модулем без кручения, алгебра Z це-

лозамкнута в алгебре Q.

В предшествующих работах автора [9] и [10] рассматривалась некоторая категория A
не обязательно коммутативных H-модульных алгебр. Более того, H-модульные алгебры
из этой категории удовлетворяют полиномиальному тождеству. Было установлено, что H-
модульные алгебры из этой категории целы над своей подалгеброй центральных инвари-
антов, если алгебра Хопфа H является полупростой. Также был построен контрпример,
который показывает, что это перестает быть верным, когда H неполупроста. Для произ-
вольной конечномерной алгебры Хопфа удалось показать, что H-модульные алгебры из
категории A вкладываются в некоторую H-модульную алгебру из категории A, которая
цела над своей подалгеброй центральных инвариантов и получена присоединением набора
инвариантных элементов. Таким образом, возникает вопрос об обобщении полученных ре-
зультатов на случай H-модульных алгебр, удовлетворяющих полиномиальному тождеству.

В статье будут использоваться идеи из [10], а так как все утверждения прошлой статьи
были сформулированы для алгебр из категории A, то доказательства некоторых утвер-
ждений данной работы будут частично повторять доказательства аналогичных утвержде-
ний из [10]. Важную роль будет играть H-эквивариантное кольцо частных Мартиндей-
ла QH(A), которое было введено М.Коэн [11] для изучения внутренних действий алгебр
Хопфа. Будет показано, что любая H-первичная H-модульная PI-алгебра A имеет фробени-
усово классическое двустороннее кольцо частных Q, причем алгебра Q является H-простой
H-модульной алгеброй, конечномерной над полем центральных инвариантов. Также будет
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установлено, что имеет место аналогичное утверждение для H-модульных PI-алгебр, кото-
рые имеют конечное число H-первичных идеалов Pi таких, что

⋂
Pi = 0. Установленные

факты о кольцах частных позволили показать, что H-модульная алгебра цела над подалгеб-
рой центральных инвариантов, если алгебра A является проективным модулем постоянного
ранга над центром, и имеет конечное число H-первичных идеалов Pi таких, что

⋂
Pi = 0.

1. Предварительные результаты

Пусть A — H-модульная алгебра и I — идеал в A. Обозначим через IH наибольший
H-инвариантный идеал, содержащийся в I. Заметим, что если IH = 0, то I не содержит
ненулевых H-подмодулей. Действительно, если V — H-подмодуль содержащийся в I, то
AV A — H-инвариантный идеал содержащийся в I, значит, AV A ⊆ IH = 0. Напомним,
что H-инвариантный идеал P алгебры A называется H-первичным, если A/P является
H-первичной H-модульной алгеброй.

Лемма 1.1. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-модульная
алгебра. Тогда существует первичный идеал P такой, что PH = 0.

Доказательство. Это утверждение немедленно следует из ([12], лемма 2.2 (2)), где утвер-
ждается, что для любого первичного идеала P алгебры A идеал PH является H-первичным,
причем соответствие P �→ PH является сюръекцией между первичными и H-первичными
идеалами алгебры A. �

В ([3], 6.4.2, с. 97) определено двустороннее кольцо частных Мартиндейла QF (R) по отно-
шению к произвольному фильтру идеалов F кольца R с условием, что l.ann(I)=r.ann(I)=0
для всех I ∈ F , и для любых I, J ∈ F существует K ∈ F такой, что K ⊆ IJ , где через
l.ann(I), r.ann(I) обозначены левый и правый аннуляторы идеала I. Это кольцо строится
как прямой предел

QF (R) = lim−−→
I∈F

{(f, g) | f ∈ HomR(RI,R), g ∈ HomR(IR, R)

такие, что (af)b = a(gb) для всех a, b ∈ I},
где af = f(a) и gb = g(b). Сумма и произведение двух его элементов qi = (fi, gi), где fi ∈
HomR(RIi, R), gi ∈ HomR(IiR, R), i ∈ 1, 2, задаются по формулам q1 + q2 = (f1 + f2, g1 + g2)
и q1q2 = (f2 ◦ f1, g1 ◦ g2), где правые и левые отображения определены на некотором K ∈ F
таком, что K ⊆ I1 ∩ I2 для суммы, и K ⊆ I2I1 для произведения.

Кольцо R вкладывается в QF (R) с помощью отображения a �→ (ra, la), где ra, la — правое
и левое умножения на a. Гомоморфизмы f и g в любой паре (f, g), задающей элемент q ∈
QF (R), сводятся к правому и левому умножению на q в кольце QF (R). Таким образом, Iq ⊆
R и qI ⊆ R, где I — идеал из F , на котором f и g определены. Заметим, что l.annQF(R)(J) = 0
и r.annQF(R)(J) = 0 для любого идеала J ∈ F . Также заметим, если R коммутативно, то
QF (R) также коммутативно, причем

QF (R) ∼= lim−−→
I∈F

HomR(I,R),

так как в этом случае f = g для любой пары (f, g) задающей элемент из QF (R). Известно,
что если R — коммутативная область целостности, F — множество всех ненулевых идеалов
в R, то QF (R) отождествляется с полем частных Q(R) кольца R.

Предположим, что R — некоторая H-модульная алгебра. Если H имеет биективный анти-
под и фильтр F состоит из H-инвариантных идеалов, то на Q(R) задается действие алгебры
Хопфа H ([3], 6.4.3, с. 98). Пусть q = (f, g), где f ∈ HomR(RI,R), g ∈ HomR(IR, R), I ∈ F .
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Тогда h · q = (h · f, h · g), где h · f ∈ HomR(RI,R), h · g ∈ HomR(IR, R) определяются по
правилам

a(h · f) =
∑
(h)

h(2) · [(S−1(h(1)) · a)f ], (h · g)a =
∑
(h)

h(1) · [g(S(h(2)) · a)].

Пусть H — алгебра Хопфа с биективным антиподом, а A — H-первичная H-модульная ал-
гебра. Рассмотрим двустороннее H-эквивариантное кольцо частных Мартиндейла QH(A),
построенное по фильтру всех ненулевых H-инвариантных идеалов в A. Если J — H-инва-
риантный идеал в A, то r.ann(J) и l.ann(J) также являются H-инвариантными идеалами
в A. Так как A является H-первичной H-модульной алгеброй, то l.ann(J) = r.ann(J) = 0,
когда J 	= 0. Отождествим алгебру A с подалгеброй в QH(A). Обозначим через C(A) центр
кольца частных Мартиндейла QH(A).

Предложение 1.1. Пусть H — алгебра Хопфа с биективным антиподом, а A — H-
первичная H-модульная алгебра, P — первичный идеал в A такой, что PH = 0. Обозначим
через Q кольцо частных Мартиндейла кольца A/P , построенное по фильтру всех ненуле-
вых идеалов в A/P . Тогда

1) любая H-модульная подалгебра T в QH(A) такая, что A ⊆ T , является H-первич-
ной H-модульной алгеброй,

2) существует гомоморфизм Φ : QH(A) → Q, причем ker(Φ) не содержит ненулевых
H-инвариантных идеалов и Φ |A является канонической проекцией алгебры A на
алгебру A/P ,

3) Φ(C(A)) ⊆ Z(Q).

Доказательство. Обозначим Q = QH(A), R = A/P , π : A → R — каноническая проекция.
1) Пусть J , I — ненулевые H-инвариантные идеалы в T такие, что J · I = 0. Тогда

(J ∩A)(I ∩A) = 0. Так как A является H-первичной алгеброй, а (J ∩A) и (I ∩A) являются
H-инвариантными идеалами A, то J ∩ A = 0 или I ∩ A = 0. Но, если q ∈ J отличен от
нуля, то найдется ненулевой H-инвариантный идеал U в A такой, что qU ⊂ A∩J и qU 	= 0.
Значит, J ∩ A 	= 0, и, аналогично, I ∩ A 	= 0.

2) Пусть q ∈ Q. Найдется ненулевой H-инвариантный идеал J в A такой, что qJ ⊂ A и
Jq ⊂ A. Так как

π(J)π(q(J ∩ P )) = π(J(q(J ∩ P ))) = π((Jq)(J ∩ P )) = 0,

π(J) — ненулевой идеал в первичном кольце R, то π(q(J ∩ P )) = 0. Значит, q(J ∩ P ) ⊂ P .
Аналогично показывается, что (J ∩ P )q ⊂ P .

Обозначим через q̂r морфизм правых R-модулей из π(J) в R, определенный по правилу
q̂r(π(a)) = π(qa) для a ∈ J , и через q̂l морфизм левых R-модулей из π(J) в R, определенный
по правилу q̂l(π(a)) = π(aq) для a ∈ J (корректность определений вытекает из приведен-
ных выше включений). Пара (q̂l, q̂r) определяет элемент q кольца частных Мартиндейла Q.
Определим отображение Φ : Q → Q по правилу Φ(q) = q. Заметим, что Φ|A = π. Покажем,
что Φ — гомоморфизм k-алгебр. Пусть q1, q2 ∈ Q и J1, J2 — H-инвариантные идеалы в A
такие, что qiJi ⊂ A, Jiqi ⊂ A и Ji 	= 0. Тогда для любого a ∈ J2J1

q̂1q2(π(a)) = π(q1(q2a)) = q̂1(π(q2a)) = q̂1q̂2(π(a)).

Значит, Φ(q1q2) = Φ(q1)Φ(q2). Линейность Φ доказывается аналогично.
Покажем, что ker(Φ) = {q ∈ Q | qJ ⊂ P , Jq ⊂ P для некоторого ненулевого H-инва-

риантного идеала J ⊆ A}. Пусть q ∈ Q. Найдется ненулевой H-инвариантный идеал J в A
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такой, что qJ ⊂ A и Jq ⊂ A. Тогда π(Jq) = π(J)Φ(q) и Φ(q)π(J) = π(qJ). Так как π(J) 	= 0,
то qJ ⊆ P , Jq ⊆ P тогда и только тогда, когда Φ(q) = 0.

Покажем, что ker(Φ) не содержит ненулевых H-подмодулей. Пусть V — H-модуль, со-
держащийся в ker(Φ) и q ∈ V . Тогда существует некоторый ненулевой H-инвариантный
идеал J кольца A такой, что qJ ⊂ P и Jq ⊂ P . Так как (Hq)J ⊂ A и Hq ⊆ ker(Φ), то (Hq)J
— H-модуль, содержащийся в P . Следовательно, (Hq)J = 0. Из свойства l.annQ(J) = 0
выводим Hq = 0. Значит, V = 0.

3) Пусть q ∈ C(A) и z ∈ Q. Найдется ненулевой идеал J в R такой, что zJ ⊆ R и Jz ⊆ R.
Таким образом, для любого a ∈ J существует r ∈ A такой, что za = π(r). Пусть a ∈ J и
x ∈ A, тогда a = π(x), отсюда

Φ(q)za = Φ(q)π(r) = Φ(qr) = Φ(rq) = zaΦ(q) = zπ(x)Φ(q) = zΦ(xq) = zΦ(qx) = zΦ(q)a.

Значит, (Φ(q)z − zΦ(q))J = 0. Следовательно, Φ(q)z = zΦ(q). Таким образом, Φ(q) ∈ Z(Q).
�

Заметим, что Φ |QH(A)H и π |AH являются инъективными отображениями.

Предложение 1.2. Пусть H — алгебра Хопфа с биективным антиподом, а A — H-пер-
вичная H-модульная алгебра, P — первичный идеал в A такой, что PH = 0. Тогда алгебра
центральных инвариантов кольца частных Мартиндейла C(A)H является полем, причем

C(A)H ∼= lim−−→
J∈F

HomH(J,A) ∩ HomA,A(J,A),

где фильтр F состоит из всех ненулевых H-инвариантных идеалов в A и HomA,A(J,A) —
множество гомоморфизмов A-бимодулей из J в A.
Ненулевые элементы C(A)H представляются тройками (f, J, J ′), где J, J ′ ∈ F , а f : J →

J ′ — изоморфизм H-модулей и A-бимодулей, и каждая такая тройка задает некоторый
ненулевой элемент из C(A)H .

Доказательство. Как и в предыдущем предложении, обозначим Q = QH(A). Каждый
элемент q ∈ Q представляется тройкой (f, g, J), где J ∈ F и f (соответственно g) : J → A —
гомоморфизм левых (соответственно правых) A-модулей. Нужно показать, что q ∈ C(A)H

тогда и только тогда, когда f = g и g является также гомоморфизмом H-модулей.
Пусть q ∈ C(A)H . Так как q содержится в центре Q, то g(a) = qa = aq = f(a) для любого

a ∈ J . Так как g(ha) = q(ha) = h(qa) = hg(a) для всех h ∈ H и a ∈ J , то g — морфизм
H-модулей. Обратно, предположим, что f = g и g является гомоморфизмом H модулей.
Тогда

(h · g)(a) =
∑
(h)

h(1) · [g(S(h(2)) · a)] =
∑
(h)

g(h(1)S(h(2)) · a) = ε(h)g(a).

Таким образом, q ∈ QH . Покажем, что q ∈ C(A). Пусть r ∈ Q. Найдется ненулевой H-ин-
вариантный идеал L в A такой, что rL ⊂ A и Lr ⊂ A. Тогда ra ∈ J для любого a ∈ LJ .
Значит, qra = g(ra) = f(ra) = (ra)q = r(aq) = rf(a) = rg(a) = rqa для любого a ∈ LJ .
Следовательно, qr = rq. Таким образом, q ∈ C(A)H . Значит, q ∈ C(A)H тогда и только тогда,
когда f = g и g является гомоморфизмом H модулей.

Пусть q ∈ C(A)H . Тогда ker(g) и Im(g) — это H-инвариантные идеалы кольца A. Если
ker(g) 	= 0, то q = 0. Предположим, что q 	= 0. Тогда ker(g) = 0, т. е. g — изоморфизм J
на J ′ = Im(g) как H-модулей и A-бимодулей. Из конструкции кольца частных Мартиндей-
ла следует, что любой изоморфизм некоторых H-инвариантных идеалов как H-модулей и
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A-бимодулей определяет некоторый элемент кольца частных Мартиндейла Q. Таким обра-
зом, обратное отображение к g определит обратный элемент для q в Q, причем q−1 ∈ C(A)H .
Итак, кольцо C(A)H коммутативно с обратимыми ненулевыми элементами. �

Пусть H — алгебра Хопфа с биективным антиподом, а A — H-первичная H-модульная
алгебра. Обозначим Q = QH(A), C = C(A). Пусть Z — коммутативная CH алгебра. Рас-
смотрим Z-алгебру Z ⊗CH Q. Зададим на Z ⊗CH Q структуру левого H-модуля по формуле
h
( ∑

qi ⊗ bi

)
=

∑
qi ⊗ hbi.

Лемма 1.2. Пусть L — ненулевой H-инвариантный идеал H-модульной алгебры Z⊗CH Q.
Тогда существуют ненулевые s ∈ Z и H-инвариантный идеал J алгебры A такие, что
s ⊗ J ⊆ L.

Доказательство. Обозначим A′ = CHA и L′ = L ∩ Z ⊗CH A′. По п. 1) предложения 1.1 A′

является H-первичной H-модульной алгеброй. Покажем, что L′ 	= 0. Выберем ненулевой
элемент

∑
qi ⊗ ri из L, где qi ∈ Z линейно независимы над CH , а элементы ri ∈ Q отличны

от нуля. Найдется ненулевой H-инвариантный идеал J в A такой, что riJ ⊆ A для всех i.
Тогда (∑

qi ⊗ ri

)
(1 ⊗ J) =

∑
qi ⊗ riJ ⊆ Z ⊗CH A′ ∩ L = L′.

Если L′ = 0, то riJ = 0 для всех i, а следовательно, ri = 0, что противоречит выбору
элемента

∑
qi ⊗ ri. Таким образом, L′ 	= 0.

Выберем элемент
p∑

i=1
qi ⊗ ai 	= 0 из L′, в котором число слагаемых p минимально, qi ∈ Z,

ai ∈ A. Рассмотрим k-модуль

V =
{ p∑

i=1

qi ⊗ bi ∈ L′ | bi ∈ A
}
⊆ Z ⊗CH A′.

В силу выбора элементов q1, . . . , qp имеем V 	= 0. Так как L является H-инвариантным

идеалом алгебры Z⊗CH Q, то всякий раз, когда
p∑

i=1
qi⊗bi ∈ V , элементы

p∑
i=1

qi⊗abi,
p∑

i=1
qi⊗bia

и
p∑

i=1
qi ⊗ hbi также лежат в V для любых a ∈ A и h ∈ H.

Обозначим через Jk множество всех b ∈ A, для которых выполняется включение

qk ⊗ b +
∑
i�=k

qi ⊗ bi ∈ V

при подходящем выборе элементов bi ∈ A, i 	= k. Тогда J1, . . . , Jp являются H-инвариантны-
ми идеалами кольца A. Покажем, что для любого b ∈ Jk указанные выше элементы bi

определены единственным образом. Пусть ci ∈ A такие, что qk ⊗ b +
∑
i�=k

qi ⊗ ci ∈ V , тогда∑
i�=k

qi⊗(bi−ci) ∈ V , а так как число слагаемых выбиралось минимальным образом, то bi = ci

для всех i 	= k. Ясно, что bi ∈ Ji для всех i 	= k. Соответствие b �→ bi задает отображение
Jk → Ji, являющееся гомоморфизмом H-модулей и A-бимодулей. Меняя роли индексов k и
i, получим обратное отображение Ji → Jk. Значит, идеалы J1, . . . , Jp попарно изоморфны
как H-модули и A-бимодули. В силу предложения 1.2 существуют такие ri ∈ CH и ненулевой
H-инвариантный идеал J алгебры A (например, J = J1), что V =

∑
qi ⊗ riJ = s ⊗ J , где

s =
∑

qiri (в частности, p = 1). В силу линейной независимости элементов qi над полем CH ,
элемент s 	= 0. Таким образом, s ⊗ J ⊆ L′ ⊆ L. �
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Пусть H — алгебра Хопфа с биективным антиподом, а A — H-первичная H-модульная
алгебра, f — гомоморфизм из алгебры QH(A) в алгебру K такой, что f(C(A)) ⊆ Z(K).
Обозначим Q = QH(A), C = C(A), Z = Z(K). Так как CH является полем и 1 ∈ f(CH) ⊆ Z,
то Z является векторным пространством над полем CH . Определим отображение βf : Z⊗CH

Q → Hom(H,K), по правилу
βf (q ⊗ a)(h) = qf(ha),

где q ∈ Z, a ∈ Q, h ∈ H.
Заметим, что Hom(H,K) является левым H-модулем относительно действия (h · φ)(e) =

φ(eh), где φ ∈ Hom(H,K).

Лемма 1.3. Если l.annZ(f(J)) = 0 для всякого ненулевого H-инвариантного идеала J
алгебры A, то отображение βf является вложением H-модульной алгебры Z ⊗CH Q в
H-модульную алгебру Hom(H,K).

Доказательство. Обозначим β = βf . Заметим, что 1⊗Q является H-модульной подалгеб-
рой в алгебре Z⊗CH Q, и порождает ее как Z-модуль, причем элементы из Z⊗1 инвариантны
относительно действия H и содержатся в центре алгебры Z⊗CH Q. Покажем, что β является
гомоморфизмом H-модульных Z-алгебр. Пусть a, b ∈ Q, r, p ∈ Z и t, h ∈ H. Тогда

β((r ⊗ b)(p ⊗ a))(t) = β(rp ⊗ ba)(t) = rpf(t(ba)) =
∑

rf(t(1)b)pf(t(2)a) =

=
∑

β(r ⊗ b)(t(1))β(r ⊗ a)(t(2)) = {β(r ⊗ b)β(p ⊗ a)}(t),

β(h(r ⊗ b))(t) = β(r ⊗ hb)(t) = rf(thb) = β(r ⊗ b)(th) = (hβ(1 ⊗ b))(t).
Значит, Im(β) является H-модульной подалгеброй в алгебре Hom(H,K), а ker(β) является
H-инвариантным идеалом в алгебре Z ⊗CH Q.

Предположим, что ker(β) 	= 0. По лемме 1.2 существуют ненулевые s ∈ Z и H-инвариант-
ный идеал J алгебры A такие, что s ⊗ J ⊆ ker(β). Таким образом,

β(s ⊗ J)(H) = sf(HJ) = sf(J) = 0.

Значит, s ∈ l.annZ(f(J)), при этом J 	= 0 и s 	= 0, что противоречит предположению леммы.
Таким образом, ker(β) = 0. �

Пусть P — первичный идеал в A такой, что PH = 0. Обозначим через Q кольцо частных
Мартиндейла кольца A/P , построенное по фильтру всех ненулевых идеалов в A/P , а через
F — центр Q. В силу свойства 3) предложения 1.1 Φ(C) ⊆ F , что позволяет определить
отображение βΦ : F⊗CH Q → Hom(H,Q), где Φ — гомоморфизм из предложения 1.1. Также
для тождественного отображения id : Q → Q определено отображение βid : C ⊗CH Q →
Hom(H,Q). Обозначим β0 = βid, βP = βΦ.

Лемма 1.4. Отображения β0 и βP являются вложениями H-модульной алгебры C⊗CH Q в
H-модульную алгебру Hom(H,Q) и H-модульной алгебры F ⊗CH Q в H-модульную алгебру
Hom(H,Q) соответственно.

Доказательство. В силу леммы 1.3 достаточно проверить, что l.annC(J) = 0 и
l.annF (Φ(J)) = 0 для всякого ненулевого H-инвариантного идеала J алгебры A. Эти равен-
ства немедленно вытекают из следующих свойств:

1) l.annQ(J) = 0 для любого ненулевого H-инвариантного идеала J алгебры A,
2) l.annQ(J) = 0 для любого ненулевого идеала J алгебры A/P ,

так как для любого ненулевого H-инвариантного идеала J алгебры A образ Φ(J) является
ненулевым идеалом алгебры A/P . �
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2. Кольцо частных Мартиндейла H-первичной H-модульной алгебры,
удовлетворяющей полиномиальному тождеству

В этом разделе будет рассматриваться кольцо частных Мартиндейла H-модульной PI-
алгебры. Важную роль будет играть

Предложение 2.1 ([13], с. 234, теорема 23.4). Пусть R — первичная PI-алгебра. Тогда
двустороннее кольцо частных Мартиндейла Q является кольцом частных алгебры R, ко-
торое является простой конечномерной алгеброй над своим центром. Причем центр Z(Q)
является полем частных алгебры Z(R) и Q = Z(Q)R.

Теорема 2.1. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-модульная
PI-алгебра. Тогда H-эквивариантное кольцо частных Мартиндейла QH(A) является
H-простой фробениусовой конечномерной алгеброй над полем центральных инвариантов
C(A)H , причем QH(A) = C(A)HA.

Доказательство. Пусть P — первичный идеал в A такой, что PH = 0. Обозначим Q =
QH(A), R = A/P , C = C(A), через Q обозначим кольцо частных Мартиндейла кольца A/P ,
построенное по фильтру всех ненулевых идеалов в A/P , а через F — центр Q.

По предложению 2.1 алгебра Q является конечномерной алгеброй над своим центром F .
Следовательно, алгебра Hom(H,Q) имеет конечную размерность над полем F . Тогда по
лемме 1.4 алгебра F ⊗CH Q также конечномерна над F . Так как dimCH Q = dimF F ⊗CH Q,
то алгебра Q имеет конечную размерность над полем центральных инвариантов CH .

Обозначим A′ = CHA. Так как алгебра A′ артинова и H-первична (по предложению
1.1), то в силу ([14], теорема 1.1) A′ является H-простой H-модульной алгеброй. Тогда в
силу ([14], лемма 6.3) A′ является фробениусовой алгеброй. Осталось показать, что Q = A′.
Пусть q ∈ Q и пусть J — ненулевой H-инвариантный идеал в A такой, что qJ ⊂ A и Jq ⊂ A.
Тогда J ′ = CHJ — ненулевой H-инвариантный идеал в A′, значит, J ′ = A′. Найдутся такие
qi ∈ CH и ai ∈ J , что

∑
qiai = 1. Тогда q = q(

∑
qiai) =

∑
qi(qai) ∈ CHA = A′. Это

доказывает равенство Q = A′. �
Заметим, что равенство QH(A) = C(A)HA показывает, в частности, что QH(A) совпадает

с центральным замыканием H-модульной алгебры A, которое рассматривалось в [15].
Для расширений колец, порожденных конечным набором централизующих элементов, в

свое время изучались различные вопросы, в частности, о соответствии между простыми
идеалами двух колец. В качестве примера можно привести работу [16].

Лемма 2.1. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, A — H-первичная H-модульная
PI-алгебра, Q — H-эквивариантное кольцо частных Мартиндейла алгебры A, а P — мак-
симальный идеал алгебры C(A). Обозначим C = C(A), F = C/P . Тогда алгебра F ⊗CH Q
является H-простой алгеброй.

Доказательство. Пусть L — ненулевой H-инвариантный идеал алгебры F⊗CH Q. По лемме
1.2 существуют ненулевые s ∈ F и H-инвариантный идеал J алгебры A такие, что s⊗J ⊆ L.
Заметим, что в силу H-простоты алгебры Q имеем JQ = Q. Так как F является полем, то
sF = F . Значит,

F ⊗ Q = (s ⊗ J)(F ⊗ Q) ⊆ L.

Таким образом, L = F ⊗ Q. �

Предложение 2.2. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-мо-
дульная PI-алгебра и P — первичный идеал в A такой, что PH = 0. Тогда Im(Φ) = Q, где
Q — кольцо частных алгебры A/P , Φ — гомоморфизм из предложения 1.1.



30 М.С. ЕРЯШКИН

Доказательство. Обозначим Q = QH(A), R = A/P , C = C(A), F = Z(Q). Рассмотрим
подалгебру E = Φ−1(F). Заметим, что CH ⊆ E. Таким образом, Φ(CH) ⊆ Φ(E) ⊆ F .
Значит, Φ(E) является областью целостности и имеет конечную размерность над полем
Φ(CH) ∼= CH . Следовательно, Φ(E) является полем. Согласно предложению 2.1 подкольцо
Z(R) содержится в F . Таким образом, в силу равенства Φ(A) = R имеет место включение
Z(R) = Φ(Φ−1(Z(R))) ⊆ Φ(E). Так как F является полем частных алгебры Z(R) (в силу
предложения 2.1), то Φ(E) = F . Заметим, что Q = CHA = EA. Таким образом,

Φ(Q) = Φ(CHA) = Φ(EA) = Φ(E)R = FR = Q. �

Заметим, что из предложения 2.2 следует, что ker(Φ) является максимальным идеалом в
кольце частных Мартиндейла QH(A).

Лемма 2.2. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-модульная
PI-алгебра, M — максимальный идеал кольца частных Мартиндейла QH(A). Тогда P =
M ∩ A является первичным идеалом алгебры A, причем PH = 0.

Доказательство. Обозначим Q = QH(A), C = C(A). Пусть J , I — правые идеалы в A
такие, что JI ⊆ P . Тогда

(JQ)(IQ) = (JCH)(ICH) = JICH ⊆ PQ ⊆ M.

Так как Q/M является простой алгеброй, то JQ ⊆ M или IQ ⊆ M . Если JQ ⊆ M , то
J ⊆ JQ ⊆ M , значит, J ⊆ P . Аналогично, если IQ ⊆ M , то I ⊆ P . Таким образом, идеал P
является первичным.

Пусть V — H-подмодуль, содержащийся в P . Тогда QV Q является H-инвариантным иде-
алом алгебры Q, причем QV Q ⊆ M . Так как алгебра Q является H-простой, то
QV Q = 0. Значит, V = 0. Следовательно, P не содержит не нулевых H-инвариантных
идеалов, т. е. PH = 0. �

Лемма 2.3. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-модульная
PI-алгебра. Тогда для любого правого идеала I в кольце частных Мартиндейла QH(A) вы-
полняется равенство (I ∩ A)QH(A) = I.

Доказательство. Пусть x ∈ I, тогда найдется ненулевой H-инвариантный идеал J такой,
что xJ ⊆ A∩I. Тогда C(A)HJ является ненулевым H-инвариантным идеалом в QH(A). Так
как QH(A) является H-простой алгеброй, то C(A)HJ = QH(A). Значит, найдутся qi ∈ C(A)H

и ai ∈ J такие, что
∑

qiai = 1. Тогда x = x
(∑

qiai

)
=

∑
(xai)qi ∈ (I ∩ A)QH(A). Таким

образом, I ⊆ (I ∩ A)QH(A). Обратное включение очевидно. �

Лемма 2.4. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-модульная
PI-алгебра, K — правый ниль-идеал алгебры A. ТогдаKQH(A)⊆ rad(QH(A)), где rad(QH(A))
— радикал Джекобсона кольца частных Мартиндейла QH(A).

Доказательство. Пусть M — максимальный идеал алгебры QH(A). Тогда по лемме 2.2
P = M ∩ A является первичным идеалом алгебры A. Тогда K ′ = (K + P )/P являет-
ся правым ниль-идеалом алгебры A/P . Так как A/P — первичная PI-алгебра, то ([17],
с. 484, теорема 13.2.5) K ′ = 0. Значит, K ⊆ P ⊆ M . Следовательно, KQH(A) ⊆ M . Та-
ким образом, KQ содержится в каждом максимальном идеале алгебры QH(A), значит,
KQH(A) ⊆ rad(QH(A)). �
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Предложение 2.3. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-
модульная PI-алгебра. Тогда каждый ненулевой H-инвариантный идеал I алгебры A содер-
жит элемент обратимый в QH(A).

Доказательство. Обозначим Q = QH(A), C = C(A). Рассмотрим множество X = {x ∈
A | r.annQ(x) = r.annQ(x2)}. Заметим, что X содержит в точности те x ∈ A, для которых
xQ ∩ r.annQ(x) = 0. Покажем, что для любого x ∈ X выполняется равенство Q = xQ +
r.annQ(x). Рассмотрим отображение xl : Q → Q, определенное по правилу xl(q) = xq. Тогда
Im(xl) = xQ, ker(xl) = r.annQ(x). Таким образом,

dimCH (xQ + r.annQ(x)) = dimCH xQ + dimCH r.annQ(x) =

= dimCH Im(xl) + dimCH ker(xl) = dimCH Q.

Значит, Q = xQ + r.annQ(x).
Пусть x ∈ I ∩X такой, что размерность r.annQ(x) над полем CH минимальна. Покажем,

что K = I ∩ r.annA(x) является правым ниль-идеалом.
Пусть u ∈ K не является нильпотентным. Тогда в силу конечномерности алгебры Q над

полем CH можно подобрать такое n > 0, что элемент v = un принадлежит

K ∩ X = I ∩ r.annA(x) ∩ X.

Рассмотрим элемент y = x + v, тогда y2 = x2 + vx + v2. Заметим, что vx + v2 ∈ K и
xQ ∩ K = 0, так как K ⊆ r.annQ(x). Покажем, что y ∈ X. Пусть y2q = 0 для некоторого
q ∈ Q. Так как x2q ∈ xQ, а (vx+ v2)q ∈ K ⊆ r.annQ(x), то x2q = 0 и (vx+ v2)q = 0, а значит,
xq = 0, и v2q = (vx+ v2)q = 0. Таким образом, vq = 0, так как v ∈ X. Следовательно, y ∈ X
и r.annQ(y) = r.annQ(x) ∩ r.annQ(v), так как x ∈ xQ и v ∈ K ⊆ r.annQ(x). Таким образом,
vQ ∩ r.annQ(y) = 0 и vQ + r.annQ(y) ⊆ r.annQ(x). Значит, правый идеал r.annQ(y) имеет
меньшую размерность, чем r.annQ(x), что противоречит выбору x.
Значит, K является ниль-идеалом в алгебре A. Заметим, что так как r.annA(x) = r.annQ(x)∩
A, то в силу леммы 2.3 r.annQ(x) = r.annA(x)Q. Так как I является H-инвариантным
идеалом алгебры A, то Q = IQ. Значит, r.annQ(x) = r.annA(x)IQ ⊆ KQ. Таким образом,
в силу леммы 2.4 r.annQ(x) содержится в радикале Джекобсона алгебры Q. Так как Q =
xQ + r.annQ(x), то x + rad(Q) обратим в алгебре Q/ rad(Q). Значит, x обратим в Q. �

Теорема 2.2. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-первичная H-модуль-
ная PI-алгебра. Тогда H-эквивариантное кольцо частных Мартиндейла QH(A) является
классическим левым и правым кольцом частных для A.

Доказательство. Обозначим Q = QH(A), C = C(A). Пусть x ∈ A — неделитель нуля в A.
Так как r.annA(x) = r.annQ(x) ∩ A, то в силу леммы 2.3 r.annQ(x) = r.annA(x)Q = 0. Так
как Q — конечномерная алгебра над полем CH , то x обратим в Q.

Пусть q ∈ Q. Тогда существует ненулевой H-инвариантный идеал J в A такой, что qJ ⊆ A
и Jq ⊆ A. По предложению 2.3 в J содержится обратимый в Q элемент x. Значит, qx=a∈A,
и так как x обратим в Q, то q = ax−1. Аналогично, q = x−1b для некоторого b ∈ A.

Теорема 2.3. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-модульная PI-алгебра,
которая имеет конечное число H-первичных идеалов {Pi}i∈1,k таких, что

⋂
Pi = 0. Тогда

алгебра A имеет фробениусово классическое двустороннее кольцо частных Q, которое яв-
ляется H-полупростой H-модульной алгеброй. Алгебра Q является конечно порожденным
модулем над подалгеброй центральных инвариантов CH . Причем алгебра CH полупроста
и Q = CHA.
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Доказательство. Пусть {Pi}i∈1,m — минимальные H-первичные идеалы алгебры A, их
число конечно в силу условий теоремы. Заметим, что

⋂
Pi = 0. Обозначим Ai = A/Pi и

Qi = QH(Ai). Пусть Q =
m∏

i=1
Qi. Так как

⋂
Pi = 0, то алгебра A вкладывается в алгебру Q.

Будем отождествлять алгебру A с ее образом в Q. Обозначим через Ci центр Qi, тогда
m∏

i=1
Ci является центром Q, обозначим его через C. В силу теоремы 2.1 алгебра Q является

H-полупростой фробениусовой алгеброй и конечно порожденным модулем над подалгеб-
рой центральных инвариантов CH . Причем Q = CHA. Осталось показать, что алгебра Q
является классическим левым и правым кольцом частных алгебры A.

Обозначим через πi : A → Ai каноническую проекцию, через pi : Q → Qi проекцию на
i-й сомножитель, через r : A → Q — вложение алгебры A в алгебру Q, а через hi : Qi → Q
— вложение Q-модуля Qi в Q такое, что pj(hi(q)) = 0, pi(hi(q)) = q для любых i 	= j
и любого q ∈ Qi. Заметим, что pi(r(a)) = πi(a) и r(a) =

∑
hi(πi(a)) для любого a ∈ A.

Обозначим Ri = ∩
j �=i

Pj. Тогда в силу минимальности идеалов Pi H-инвариантный идеал Ri

не содержится в H-инвариантном идеале Pi для любого i ∈ 1,m.
Покажем, что каждый неделитель нуля алгебры A имеет обратный в алгебре Q. Пусть

a ∈ A является неделителем нуля в алгебре A. Так как каждый неделитель нуля в алгебре
Ai имеет обратный в алгебре Qi, то достаточно показать, что πi(a) является неделителем
нуля в алгебре Ai. Пусть b ∈ A такой, что πi(a)πi(b) = 0. Значит, ab ∈ Pi. Так как

⋂
Pj = 0,

то abRi = 0. Следовательно, bRi = 0. Так как H-инвариантный идеал Ri не содержится в H-
инвариантном идеале Pi, то πi(Ri) является ненулевым H-инвариантным идеалом в алгебре
Ai и πi(b) ∈ l.ann(πi(Ri). Следовательно, πi(b) = 0. Таким образом, πi(a) не является левым
делителем нуля в алгебре Ai. Аналогичным образом показывается, что πi(a) не является
правым делителем нуля в алгебре Ai.

Покажем, что для каждого набора H-инвариантных идеалов {Ji}i∈1,m алгебр Ai суще-
ствует набор H-инвариантных идеалов {J ′

i}i∈1,m алгебр Ai такой, что J ′
i ⊆ Ji и

⊕
hi(J ′

i) ⊆
r(A), причем J ′

i = 0 тогда и только тогда, когда Ji = 0. Пусть {Ji}i∈1,m — набор H-ин-
вариантных идеалов алгебр Ai. Рассмотрим идеалы Ki = π−1(Ji)Ri. Так как идеал Ri не
содержится в идеале Pi, то Ki ⊆ Pi тогда и только тогда, когда Ji = 0. Положим J ′

i = πi(Ki).
Заметим, что πj(Ki) = 0 для любых i 	= j, и для любого i идеал J ′

i = 0 тогда и только тогда,
когда Ji = 0. Таким образом,

⊕
hi(J ′

i) =
∑

i

hi(πi(Ki)) =
∑
i,j

hi(πi(Kj)) =
∑

j

r(Kj) ⊆ r(A).

Покажем теперь, что каждый элемент q ∈ Q можно представить в виде q = ax−1, где
a, x ∈ A и x является неделителем нуля в A. Так как Q = CHA, то это достаточно по-
казать для элементов из CH . Пусть q ∈ CH . Обозначим qi = pi(q). Заметим, что qi ∈ CH

i .
Таким образом, для каждого i существует ненулевой H-инвариантный идеал Ji в алгебре
Ai такой, что qiJi является H-инвариантным идеалом в алгебре Ai. Тогда существует набор
H-инвариантных идеалов {Li}i∈1,m алгебр Ai такой, что Li ⊆ qiJi и

⊕
hi(Li) ⊆ r(A), при-

чем Li = 0 только в том случае, если qi = 0. Обозначим J ′
i = q−1

i Li, если qi 	= 0, и J ′
i = Ji,

если qi = 0. Заметим, что идеал J ′
i является ненулевым H-инвариантным идеалом алгебры

Ai для каждого i, причем

q
(⊕

hi(J ′
i)

)
=

⊕
hi(qiJ

′
i) ⊆ r(A).
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Тогда существует набор ненулевых H-инвариантных идеалов {Ui}i∈1,m алгебр Ai такой,
что Ui ⊆ J ′

i и
⊕

hi(Ui) ⊆ r(A), причем в силу предложения 2.3, для каждого i существу-
ет элемент xi ∈ Ui, который не является делителем нуля в алгебре Ai. Следовательно,∑

hi(xi) = r(x) для некоторого элемента x ∈ A, который не является делителем нуля в ал-
гебре A. Более того, r(x) принадлежит

⊕
hi(J ′

i), значит, qr(x) = r(a) для некоторого a ∈ A.
Таким образом, q = ax−1. �

3. Алгебры являющиеся проективными модулями постоянного ранга над
своим центром

Предложение 3.1. Пусть A — кольцо, которое является конечно порожденным модулем
над подкольцом Z ⊆ Z(A), обладает артиновым справа классическим правым кольцом
частных Q, и AnnA(z) = AnnZ(z)A для любого z ∈ Z. Тогда Q = AS−1, где S — множество
неделителей нуля алгебры Z.

Доказательство. Так как AnnA(z) = AnnZ(z)A для любого z ∈ Z, то каждый элемент s
из S является неделителем нуля в кольце A, а значит, имеет обратный в Q. Заметим, что
кольцо Z содержится в центре кольца Q, и для любого s ∈ S элемент s−1 лежит в центре
кольца Q. Значит, ZS−1 ⊆ Z(Q) и AS−1 = AC ⊆ Q. Обозначим C = ZS−1, Q′ = AS−1 = AC.
Пусть c = zs−1 ∈ C, тогда AnnQ(c) = AnnQ(z) = AnnA(z)Q = AnnZ(z)Q = AnnC(z)Q =
AnnC(c)Q. Таким образом, AnnQ(c) = AnnC(c)Q для любого c ∈ C.

Так как кольцо A является конечно порожденным модулем над подкольцом Z, то коль-
цо Q′ является конечно порожденным модулем над подкольцом C. Пусть {Mi}i∈1,n — макси-
мальные идеалы кольца Q, тогда ∩

i
Mi = J(Q), где J(Q) — радикал Джекобсона кольца Q.

Обозначим Pi = Mi ∩ C.
Покажем, что каждый минимальный простой идеал кольца C совпадает с идеалом Pj для

некоторого j. Пусть P — минимальный простой идеал кольца C. В силу нильпотентности
радикала Джекобсона J(Q) идеал ∩

i
Pi = ∩

i
Mi ∩ C = J(Q) ∩ C нильпотентен, а значит,

содержится в идеале P . Следовательно, P ⊇ Pj для некоторого j. Тогда P = Pj в силу
минимальности идеала P .

Обозначим через D(C) множество делителей нуля в кольце C. Пусть {Pik}k∈1,l — мини-
мальные простые идеалы кольца C. Тогда

∩
k

Pik = ∩
i
Pi = J(Q) ∩ C.

Покажем, что D(C) ⊆ ∪
k

Pik . Пусть c ∈ C \ ∪
k

Pik . Найдется такое m > 0, что AnnQ(cm) =

AnnQ(cm+1), обозначим a = cm. Заметим, что a ∈ C \ ∪
k

Pik . Тогда AnnQ(a) = AnnC(a)Q ⊆(
∩
k

Pik

)
Q ⊆ J(Q). Пусть q ∈ Q такой, что aq ⊆ J(Q), тогда akqk = 0. Следовательно,

qk ∈ AnnQ(ak) = AnnQ(a) ⊆ J(Q). Таким образом, элемент a + J(Q) является неделителем
нуля в артиновом справа кольце Q/J(Q), значит, имеет обратный в Q/J(Q). Следовательно,
a и c обратимы в Q. Поэтому AnnC(c) = 0 и c /∈ D(C).

Покажем, что каждый максимальный идеал кольца C совпадает с идеалом Pij для неко-
торого j. Пусть J — собственный идеал в кольце C. Так как все неделители нуля кольца C
имеют вид as−1, где a, s ∈ S, то все элементы из C \ D(C) имеют обратный в C. Значит,
J ⊆ D(C) ⊆ ∪

k
Pik . Тогда в силу ([18], с. 17, предложение 1.11) идеал J содержится в некото-

ром идеале Pij . Таким образом, каждый максимальный идеал кольца C совпадает с одним из
идеалов Pik . Но идеалы Pik являются минимальными идеалами кольца C. Значит, каждый
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простой идеал кольца C является максимальным идеалом, в частности, идеалы Pi являются
максимальными.

Для равенства Q = Q′ достаточно показать, что каждый неделитель нуля в кольце A
имеет обратный в кольце Q′. Обозначим Ci = C/Pi, Ri = Q/PiQ, R′

i = Q′/(PiQ ∩ Q′) и
N =

⋂
PiQ∩Q′. Заметим, что для каждого i кольцо R′

i является конечномерным векторным
пространством над полем Ci, которое вкладывается в кольцо Ri. Пусть a — элемент из
кольца A, не являющийся делителем нуля. Так как a имеет обратный в кольце Q, то для
каждого i элемент a + PiQ имеет обратный в Ri. Следовательно, для каждого i элемент
a+PiQ∩Q′ не является делителем нуля в R′

i, а значит, имеет обратный. Так как идеалы Pi

являются максимальными в кольце C, то Pi + Pj = C и PiQ∩Q′ + PjQ∩Q′ = Q′ для любых
i 	= j. Тогда в силу китайской теоремы об остатках Q′/N ∼=

∏
R′

i. Отсюда следует, что
a + N имеет обратный в кольце Q′/N . Так как идеал N нильпотентен, то элемент a имеет
обратный в Q′. Значит, Q = Q′. �

Заметим, что если алгебра A является проективным модулем над подалгеброй Z ⊆ Z(A),
то AnnA(z) = AnnZ(z)A для любого z ∈ Z. Таким образом, предыдущее предложение верно
и в случае, когда A является конечно порожденным проективным модулем над подалгеб-
рой Z.

Лемма 3.1. Пусть C — артиново коммутативное кольцо, B — такое кольцо, что C
содержится в центре кольца B и B является проективным C-модулем. ПустьM — левый
B-модуль такой, чтоM является проективным C-модулем, и для каждого максимального
идеала P кольца C модуль M/PM является свободным левым B/PB-модулем ранга r,
причем r не зависит от выбора P . ТогдаM является свободным левым B-модулем ранга r.

Доказательство. Пусть {Pi}i∈1,n — максимальные идеалы кольца C, тогда ∩
i
Pi = J , где J

— радикал Джекобсона кольца C, и C/J ∼=
∏
i
C/Pi. Тогда B/JB ∼=

∏
i

B/PiB и M/JM ∼=∏
i

M/PiM как C-модули ([2], с. 71, предложение 6). Заметим, что так как JB и PiB являют-

ся идеалами кольца B, а JM и PiM являются B-подмодулями модуля M , то изоморфизм
B/JB ∼=

∏
i

B/PiB является изоморфизмом алгебр, а изоморфизм M/JM ∼=
∏
i

M/PiM яв-

ляется изоморфизмом B-модулей. Так как M/PiM ∼= (B/PiB)r как B-модули, то M/JM ∼=
(B/JB)r как B-модули. Значит, M/JM является свободным модулем ранга r над коль-
цом B/J . Обозначим F = (B/JB)r. Пусть φ : F → M — гомоморфизм B-модулей та-
кой, что соответствующий ему гомоморфизм φ′ : F/JF → M/JM является изоморфизмом
B/J-модулей. Заметим, что гомоморфизмы φ и φ′ являются также и гомоморфизмами C-
модулей. Так как идеал J нильпотентен, то в силу ([2], с. 117, следствие 1) гомоморфизм φ
является сюръективным. Обозначим N = ker(φ). В силу проективности C-модуля M суще-
ствует C-подмодуль R модуля F такой, что F = N ⊕ R. Тогда F/JF = N/JN ⊕ R/JR,
причем N/JN ⊆ ker(φ′) = 0. Значит, N/JN = 0. Пусть m такое, что Jm = 0, тогда
N = JN = J2N = · · · = JmN = 0. Следовательно, гомоморфизм φ является изомор-
физмом. �

Замечание. Доказательство леммы 3.1 повторяет с незначительными изменениями дока-
зательство ([4], лемма 2.2), в котором кольцо B предполагалось коммутативным.

Если H конечномерна, то H∗ является алгеброй Хопфа, и любой правый H-комодуль U
можно считать левым H∗-модулем с помощью изоморфизма Hom(U,U ⊗ H) ∼= Hom(H∗ ⊗
U,U), и наоборот. Также любая H-модульная алгебра A превращается в H∗-комодульную
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относительно структурного отображения

ρ : A → A ⊗ H∗ ∼= Hom(H,A), ρ(a)(h) = h · a, h ∈ H, a ∈ A.

Пусть A — H-модульная алгебра, V — левый A-модуль, U — правый H-комодуль. Зада-
дим на V ⊗ U структуру левого A-модуля по правилу

a(v ⊗ u) =
∑
(u)

(u(1)a)v ⊗ u(0),

где a ∈ A, v ∈ V , u ∈ U ([14], с. 817). Заметим, что если f : V → V ′ — гомоморфизм левых
A-модулей, а g : U → U ′ — гомоморфизм правых H-комодулей, то f ⊗ g : V ⊗ U → V ′ ⊗ U ′

является гомоморфизмом левых A-модулей. Таким образом, если V ∼= V ′ как левые A-мо-
дули, а U ∼= U ′ как правые H-комодули, то V ⊗ U ∼= V ′ ⊗ U ′ как левые A-модули.

Лемма 3.2. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-модульная алгебра, V —
левый A-модуль, U — левый H∗-модуль, а значит, и правый H-комодуль. Тогда

a(v ⊗ u) = ρ(a)(v ⊗ u),

где a ∈ A, v ∈ V , u ∈ U , отображение ρ : A → A ⊗ H∗ задает на A структуру правого
H∗-комодуля.

Доказательство. Пусть a ∈ A, v ∈ V , u ∈ U , {ei} — базис H, {ξi} — базис H∗ такой, что
〈ξi, ej〉 = δi,j, отображение p : U → U ⊗ H задает на U структуру правого H-комодуля.
Тогда

ρ(a) =
∑

(eia) ⊗ ξi, p(u) =
∑

(ξiu) ⊗ ei.

Таким образом,
a(v ⊗ u) =

∑
(eia)v ⊗ ξiu = ρ(a)(v ⊗ u). �

Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-модульная алгебра, V — левый
A-модуль. Зададим на Hom(H,V ) структуру левого Hom(H,A) по правилу (f · g)(h) =∑

f(h(1))g(h(2)), где f ∈ Hom(H,A), g ∈ Hom(H,V ). Напомним, что A ⊗ H∗ ∼= Hom(H,A)
как алгебры. Аналогичным образом доказывается, что V ⊗ H∗ ∼= Hom(H,V ) как левые
Hom(H,A)-модули. Таким образом, из предыдущей леммы следует, что структуре левого
A-модуля на V ⊗ H∗ при этом изоморфизме соответствует структура левого A-модуля на
Hom(H,V ), определенная по правилу

(af)(h) = (ρ(a)f)(h) =
∑

ρ(a)(h(1))f(h(2)) =
∑

(h(1)a)f(h(2)),

где a ∈ A, h ∈ H, f ∈ Hom(H,V ).

Лемма 3.3. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-простая артинова справа
H-модульная алгебра, V — левый A-модуль. Тогда существует l > 0 такое, что модуль
Hom(H,V l) является свободным A-модулем.

Доказательство. В силу ([14], теорема 6.2) существует l > 0 такое, что модуль V l ⊗ H
является свободным A-модулем. Так как алгебра Хопфа H∗ фробениусова ([19]; [3], с. 18,
теорема 2.1.3), то H∗ ∼= H как левые H∗-модули. Следовательно, V l ⊗ H ∼= V l ⊗ H∗ ∼=
Hom(H,V l) как A-модули.

Пусть H — алгебра Хопфа размерности n, а A — H-первичная H-модульная PI-алгебра.
Обозначим через Q классическое левое и правое кольцо частных для алгебры A, через C —
центр алгебры Q. Зададим на Q структуру C ⊗CH Q-модуля по правилу (c⊗ q) · r = cqr, где
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c ∈ C, q, r ∈ Q. Тогда согласно лемме 3.2 на Hom(H,Ql) определена структура C ⊗CH Q-мо-
дуля, причем для любых c ∈ C, q ∈ Q, f ∈ Hom(H,Ql) и h ∈ H

[(c ⊗ q)f ](h) =
∑

[h(1)(c ⊗ q)]f(h(2)) =
∑

(c ⊗ h(1)q)f(h(2)) =
∑

c(h(1)q)f(h(2)) =

=
∑

β0(c ⊗ q)(h(1))f(h(2)) = [β0(c ⊗ q)f ](h),

где β0 — вложение из леммы 1.4. Значит, (c ⊗ q)f = β0(c ⊗ q)f для любых c ∈ C, q ∈ Q,
f ∈ Hom(H,Ql). Заметим, что ρ(a) = β0(1 ⊗ a) для любого a ∈ A.

Предложение 3.2. Пусть H — алгебра Хопфа размерности n, а A — H-первичная H-мо-
дульная PI-алгебра. Предположим, что классическое левое и правое кольцо частных Q для
алгебры A является свободным модулем ранга r над своим центром C. Тогда существует
l > 0 такое, что алгебра Hom(H,Ql) является свободным C ⊗CH Q-модулем ранга rln

d , где
d = dimCH Q.

Доказательство. Заметим, что алгебра C является конечномерным векторным простран-
ством над полем CH . Пусть {Pi}i∈1,m — все максимальные идеалы алгебры C. Обозначим
Ci = C/Pi, Qi = Q/PiQ, πi : Q → Qi — каноническая проекция. Тогда в силу леммы 2.1
алгебра Ci ⊗CH Q является H-простой артиновой справа и слева H-модульной алгеброй.
Так как πi(J) 	= 0 для любого ненулевого H-инвариантного идеала J алгебры A, то со-
гласно лемме 1.3 отображение βπi является вложением H-модульной алгебры Ci ⊗CH Q в
H-модульную алгебру Hom(H,Qi).

Зададим на алгебре Qi структуру левого Ci ⊗CH Q-модуля по правилу (c ⊗ q)r = cπi(q)r.
Тогда в силу леммы 3.3 модуль Hom(H,Qli

i ) является свободным левым Ci ⊗CH Q-модулем
при некотором li > 0. Причем в силу леммы 3.2

[(c ⊗ q)f ](h) =
∑

(c ⊗ h(1)q)f(h(2)) =
∑

cπi(h(1)q)f(h(2)) =

=
∑

βπi(c ⊗ q)(h(1))f(h(2)) = [βπi(c ⊗ q)f ](h),

где c ∈ Ci, q ∈ Q, f ∈ Hom(H,Qli
i ) и h ∈ H.

Пусть l — наименьшее общее кратное li, тогда для каждого i существует pi такое, что
Ci⊗CH Q-модули Hom(H,Ql

i) и (Ci⊗CH Q)pi изоморфны. Заметим, что Qi имеет размерность
r над полем Ci и для любых c ∈ Ci, f ∈ Hom(H,Ql

i) и h ∈ H

((c ⊗ 1)f)(h) = cf(h).

Таким образом, Hom(H,Ql
i) имеет размерность rln над полем Ci⊗1. Так как dimCi Ci⊗CH Q =

dimCH Q = d, то pi = rln
d , а значит, не зависит от максимального идеала Pi.

Заметим, что C ⊗CH Q является свободным C ⊗ 1-модулем ранга d и

C ⊗CH Q/(Pi ⊗ 1)(C ⊗CH Q) = Ci ⊗CH Q.

Так как для любых c ∈ C, f ∈ Hom(H,Ql) и h ∈ H

((c ⊗ 1)f)(h) = cf(h),

то Hom(H,Ql) является проективным C ⊗ 1-модулем постоянного ранга lrn и

Hom(H,Ql)/((Pi ⊗ 1)Hom(H,Ql)) ∼= Hom(H,Ql
i).

Теперь, применяя лемму 3.1, получаем, что алгебра Hom(H,Ql) является свободным C ⊗CH

Q-модулем. �
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Пусть A — коммутативное кольцо, M — проективный модуль постоянного ранга, ψ ∈
End(M), тогда определен характеристический многочлен P (x) ∈ A[x] эндоморфизма ψ ([2],
с. 173, упражнение 9). Причем P (ψ) = 0. Отметим несколько свойств характеристических
многочленов.

1) Для каждого r > 0 определим эндоморфизм φ модуля M r по правилу φ(m1, ...,mr) =
(ψ(m1), . . . , ψ(mr)), тогда характеристический многочлен эндоморфизма φ равен
P r(x).

2) Пусть f : A → B — гомоморфизм коммутативных колец, тогда характеристический
многочлен эндоморфизма id⊗ψ ∈ End(B ⊗A M) равен fx(P ), где fx : A[x] → B[x]
такое расширение гомоморфизма f , что fx(x) = x.

Теорема 3.1. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-модульная алгебра,
которая имеет конечное число H-первичных идеалов {Pi}i∈1,n таких, что

⋂
Pi = 0. Тогда

если алгебра A является проективным модулем постоянного ранга над своим центром Z,
то алгебра A цела над подалгеброй центральных инвариантов ZH.

Доказательство. Пусть A является проективным модулем постоянного ранга r над своим
центром Z, {Pi}i∈1,m — минимальные H-первичные идеалы алгебры A. Тогда

⋂
Pi = 0.

Обозначим Qi = QH(A/Pi). Из доказательства теоремы 2.3 следует, что кольцо частных
алгебры A изоморфно Q =

∏m
i=1 Qi. Обозначим через πi : Q → Qi проекцию на i-й сомно-

житель.
Также по предложению 3.1 Q = AS−1, где S — множество неделителей нуля в Z. Таким

образом, центр алгебры Q совпадает с ZS−1, обозначим его через C. Значит, алгебра Q
является проективным модулем постоянного ранга r над своим центром C, причем центр C
является коммутативным артиновым кольцом. В силу ([18], с. 111, теорема 8.7) алгебра C
разлагается в конечное прямое произведение артиновых локальных колец. Следовательно,
алгебра Q является свободным модулем ранга r над своим центром C. Значит, для каждого i
алгебра Qi является свободным модулем ранга r над своим центром πi(C). Обозначим Ci =
πi(C), Ai = πi(A) ∼= A/Pi.

По предложению 3.2 для каждого i существует li > 0 такое, что Hom(H,Qli
i ) является сво-

бодным Ci⊗CH
i

Qi-модулем. Пусть l — наименьшее общее кратное {li}i∈1,m. Тогда Hom(H,Ql
i)

является свободным Ci⊗CH
i

Qi-модулем ранга pi. Обозначим n = dim H, di = dimCH
i

Qi. Заме-
тим, что Ci⊗CH

i
Qi является свободным Ci⊗1-модулем ранга di. Так как алгебра Qi является

проективным Ci-модулем постоянного ранга r, то Hom(H,Ql
i) является проективным Ci ⊗1-

модулем постоянного ранга rln. Таким образом, pi = rln
di

.
Далее будем отождествлять элементы из Ci с элементами Ci ⊗ 1 ⊆ Ci ⊗CH

i
Qi, а модули

Hom(H,Ql
i) и Ci ⊗CH

i
Qi рассматривать как свободные Ci-модули рангов rln и di соответ-

ственно. Заметим, что для любого c ∈ Ci, f ∈ Hom(H,Ql
i) и h ∈ H

(cf)(h) = ((c ⊗ 1)f)(h) = cf(h).

Зададим на Hom(H,Al) структуру левого Z-модуля по правилу

(zf)(h) = zf(h),

где z∈Z, f∈Hom(H,Al), h∈H. Таким образом, Hom(H,Al) является проективным Z-мо-
дулем постоянного ранга rln. Заметим, что S−1 Hom(H,Al) ∼= Hom(H,Ql) как C-модули.

Пусть a ∈ A. Умножение слева на ρ(a) ∈ Hom(H,A) элементов из Hom(H,Al) задает
эндоморфизм Z-модуля Hom(H,Al), обозначим его через ψ. Таким образом, определен ха-
рактеристический многочлен P (x) ∈ Z[x] эндоморфизма ψ. Эндоморфизм ψ продолжается
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до эндоморфизма C-модуля Hom(H,Ql), обозначим его через φ. Заметим, что характери-
стический многочлен эндоморфизма φ совпадает с P (x).

Так как отображение γi : Ci ⊗C Q → Qi, определенное по правилу γi(c⊗ q) = cπi(q), явля-
ется изморфизмом Ci-алгебр, то отображение ζi : Ci ⊗C Hom(H,Q) → Hom(H,Qi), опреде-
ленное по правилу ζi(c⊗f)(h) = γi(c⊗f(h)), — также изморфизм Ci-алгебр. Следовательно,
Ci ⊗C Hom(H,Ql) ∼= Hom(H,Ql

i) как Ci-модули.
Таким образом, для каждого i определен эндоморфизм φi = idCi ⊗φ свободного Ci-модуля

Hom(H,Ql
i). Заметим, что характеристический многочлен эндоморфизма φi равен πx

i (P ).
Пусть f ∈ Hom(H,Ql) и h ∈ H, тогда для элемента 1 ⊗ f ∈ Ci ⊗C Hom(H,Ql)

φi(1 ⊗ f)(h) = (1 ⊗ φ(f))(h) = 1 ⊗ φ(f)(h) = 1 ⊗ (ρ(a)f)(h) =

= 1 ⊗
∑

ρ(a)(h(1))f(h(2)) =
∑

(1 ⊗ h(1)a)(1 ⊗ f(h(2))) =

= (1 ⊗ ρ(a))(1 ⊗ f)(h).

Таким образом, эндоморфизм φi задается умножением слева на элемент ζi(1⊗ ρ(a)). Пусть
h ∈ H, тогда ζi(1 ⊗ ρ(a))(h) = πi(ha) = hπi(a) = β0(1 ⊗ πi(a))(h). Значит, эндоморфизм φi

задается умножением слева на элемент 1 ⊗ πi(a) ∈ Ci ⊗CH
i

Qi.
Умножение слева на πi(a) ∈ Qi элементов из Qi задает эндоморфизм CH

i -модуля Qi,
обозначим его через ηi. Таким образом, для каждого i определен характеристический мно-
гочлен Gi(x) ∈ CH

i [x] эндоморфизма ηi. Заметим, что характеристический многочлен эндо-
морфизма id⊗ηi модуля Ci ⊗CH

i
Qi над кольцом Ci совпадает с многочленом Gi(x). Так как

Hom(H,Ql
i) является свободным левым Ci ⊗CH

i
Qi-модулем ранга pi, то характеристический

многочлен эндоморфизма φi совпадает с Gpi
i (x). Таким образом, πx

i (P )(x) = Gpi
i (x). Значит,

коэффициенты характеристического многочлена эндоморфизма φi являются инвариантны-
ми. Пусть ck ∈ Z коэффициент многочлена P (x) перед степенью xk, тогда для любых h ∈ H
и i ∈ 1,m

πi(hck − ε(h)ck) = hπi(ck) − ε(h)πi(ck) = 0.

Так как ∩
i
ker(πi) = 0, то ck ∈ ZH . Таким образом, P (x) ∈ ZH [x], причем P (ρ(a)) = 0. Так

как P (a) = P (ρ(a))(1) = 0, значит, элемент a цел над ZH . Следовательно, алгебра A цела
над подалгеброй центральных инвариантов ZH . �

Заметим, что второй случай из работы [8] также может быть обобщен на случай H-
модульной PI-алгебры, которая имеет конечное число H-первичных идеалов с нулевым
пересечением.

Предложение 3.3. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, а A — H-модульная ал-
гебра, которая имеет конечное число H-первичных идеалов {Pi}n

i=1 таких, что
⋂

Pi = 0,
Z — подалгебра алгебры A, которая содержится в центре алгебры A и целозамкнута в
центре кольца частных алгебры A. Тогда если алгебра A является конечно порожденным
Z-модулем и AnnA(z) = AnnZ(z)A для любого z ∈ Z, то алгебра A цела над подалгеброй
ZH = AH ∩ Z.

Доказательство. Пусть A является конечно порожденным Z-модулем и AnnA(z) =
AnnZ(z)A для любого z ∈ Z, {Pi}i∈1,m — минимальные H-первичные идеалы алгебры A.
Тогда

⋂
Pi = 0. Обозначим Ai = A/Pi Qi = QH(Ai). В силу предложения 3.1 кольцо част-

ных алгебры A изоморфно Q = AS−1, где S — множество неделителей нуля в Z. Обозначим
C′ = ZS−1. Таким образом, центр алгебры Q совпадает с Z(A)S−1 = Z(A)C′, обозначим его
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через C. Также из доказательства теоремы 2.3 следует Q =
m∏

i=1
Qi. Значит, 1Q =

m∑
i=1

ei, где

ei — центральные ортогональные идемпотенты в Q. Тогда в силу целозамкнутости Z в C
элементы ei ∈ Z. Следовательно, A =

m∏
i=1

Ai, Z =
m∏

i=1
Zi и S =

m∏
i=1

Si, где Zi = Z/Pi ∩ Z,

Si — множество неделителей нуля в Zi. Так как Q = AS−1, то Qi = AiS
−1
i . Заметим, что

для каждого i, 1 ≤ i ≤ m, алгебра Ai является конечно порожденным Zi-модулем, причем
подалгебра Zi целозамкнута в центре алгебры Qi. Таким образом, достаточно показать, что
для каждого i, 1 ≤ i ≤ m, алгебра Ai цела над подалгеброй ZH

i .
Пусть i, 1 ≤ i ≤ m, и a ∈ Ai. Обозначим Ci = Z(Qi), C′

i = ZiS
−1
i ⊆ Ci. Так как алгебра Qi

имеет конечную размерность над полем центральных инвариантов CH
i , то существует много-

член P (x) ∈ CH
i [x] минимальной степени такой, что P (a) = 0. Покажем, что коэффициенты

многочлена P (x) целы над Zi.
Пусть M — максимальный идеал алгебры Qi. Обозначим Qi = Qi/M , F = Z(Qi), Ai =

Ai/M ∩ Ai, Zi = Zi/M ∩ Zi ⊆ F , πM : Qi → Qi — каноническая проекция. Зададим
на Hom(H,Ai) структуру левого Zi-модуля по правилу (zf)(h) = zf(h), где z ∈ Zi, f ∈
Hom(H,Ai), h ∈ H. Аналогичным образом на Hom(H,Qi) зададим структуру левого πM (C′

i)-
модуля. Заметим, что Hom(H,Qi) = S−1

i Hom(H,Ai).
Умножение слева на πM ◦ ρ(a) ∈ Hom(H,Ai) элементов из Hom(H,Ai) задает эндомор-

физм конечно порожденного Zi-модуля Hom(H,Ai), обозначим его через ψM . Эндомор-
физм ψM продолжается до эндоморфизма πM (C′

i)-модуля Hom(H,Qi), обозначим его через
φM . Пусть элементы {f1, . . . , fr} порождают Hom(H,Ai) как Zi-модуль. Тогда существуют

zk,l ∈ Zi такие, что φM (fk) =
r∑

l=1

πM (zk,l)fl. Обозначим через B матрицу составленную из

элементов πM (zk,l), а через GM (x) ∈ Zi[x] — характеристический многочлен матрицы B.
Заметим, что в силу теоремы Гамильтона–Кэли GM (φM ) = GM (ψM ) = 0. Так как эндо-
морфизм φM задается умножением слева на πM ◦ ρ(a), то GM (πM ◦ ρ(a)) = 0. Обозначим
K = M ∩ Ai. По лемме 2.2 идеал K является первичным, причем KH = 0. Заметим, что
πM ◦ ρ(a) = βK(1 ⊗ a), где βK : F ⊗CH

i
Qi → Hom(H,Qi) — вложение H-модульных ал-

гебр из леммы 1.4. Таким образом, GM (1 ⊗ a) = 0. Так как πx
M (P )(1 ⊗ a) = 1 ⊗ P (a) = 0,

то многочлен GM (x) делится на многочлен πx
M (P )(x). Значит, каждый корень многочлена

πx
M (P )(x) цел над Zi. Следовательно, каждый коэффициент многочлена πx

M (P )(x) также
цел над Zi = πM (Zi). Обозначим через qk ∈ CH

i коэффициент многочлена πx
M (P )(x) пе-

ред xk. Таким образом, для каждого максимального идеала M алгебры Qi и для каждого
k ∈ 0,deg(P ) − 1 существует многочлен Rk,M(x) ∈ Zi[x] такой, что Rk,M(qk) ⊆ M .

Пусть {Mj}j∈1,s — максимальные идеалы алгебры Qi, тогда ∩
j

Mj = J , где J — ради-

кал Джекобсона алгебры Qi. Существует l > 0 такое, что J l = 0. Обозначим Hk(x) =( s∏
j=1

Rk,Mj
(x)

)l
. Тогда Hk(qk) = 0 для каждого k ∈ 0,deg(P ) − 1. Значит, коэффициенты

многочлена P (x) целы над Zi. В силу целозамкнутости Zi в алгебре Ci многочлен P (x) ∈ ZH
i .

Таким образом, элемент a цел над ZH
i . Следовательно, для каждого i ∈ 1,m алгебра Ai

цела над подалгеброй ZH
i и алгебра A цела над подалгеброй ZH .
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