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ÓÄÊ 519.853ÌÅÒÎÄ ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÎÁÍÎÂËÅÍÈÅÌÏÎ��ÓÆÀÞÙÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ È ÎÖÅÍÊÈÒÎ×ÍÎÑÒÈ �ÅØÅÍÈßÈ.ß. Çàáîòèí, �.Ñ. ßðóëëèíÀííîòàöèÿÏðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-âàíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè ÷àñòè÷-íîãî ïîãðóæåíèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè â àïïðîêñèìèðóþùèå åå ìíîãîãðàííûå ìíîæåñòâà.Â ðàçðàáîòàííîì ìåòîäå íå òðåáóåòñÿ âëîæåíèÿ êàæäîãî èç àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòââ ïðåäûäóùåå. Òàêàÿ îñîáåííîñòü ìåòîäà äàåò âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îòáðàñûâà-íèÿ ëþáûõ ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Îïèñûâàþòñÿñâîéñòâà ìåòîäà, îáîñíîâûâàåòñÿ åãî ñõîäèìîñòü, ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àïïðîêñèìèðóþùåå ìíîæåñòâî, îòñåêàþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü,îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé, ñõîäèìîñòü, óñëîâíàÿ ìè-íèìèçàöèÿ.Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî ñðåäè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ çàíèìàþò ìåòîäû ïîãðóæåíèé-îòñå÷åíèé (ñì., íàïðèìåð, [1�4℄). Äëÿáîëüøîé ÷àñòè èç íèõ õàðàêòåðíî òî, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ïðè ïîñòðîåíèèïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáëàñòè îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà-÷è íåêîòîðûì ïîãðóæàþùèì ìíîæåñòâîì áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Êàæäîå èçýòèõ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî ïóòåì îòñå÷åíèÿ îòíåãî ïëîñêîñòÿìè íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî òåêóùóþ èòåðàöèîííóþòî÷êó.Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà òàêèõ ìåòîäîâ ïðè èõ ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè çàêëþ-÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îò øàãà ê øàãó, êàê ïðàâèëî, íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ÷èñëî îò-ñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé, �îðìèðóþùèõ àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ñóâåëè÷åíèåì ÷èñëà øàãîâ âîçðàñòàåò è òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿèòåðàöèîííûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â ðàçðàáîòêå ïðèíöè-ïîâ îáíîâëåíèÿ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ â àëãîðèòìàõ îòñå÷åíèé ñ öåëüþ îñâîáî-æäåíèÿ îò íàêàïëèâàþùèõñÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.Â êðàòêîì ñîîáùåíèè [5℄ íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä, â êîòîðîì íå òðåáóåòñÿ âëî-æåíèÿ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ â ïðåäûäóùèå, ÷òî ïîçâîëÿåò íà îïðåäåëåííûõèòåðàöèÿõ ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî îáíîâëÿòü ýòè ìíîæåñòâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé, îáîáùàþùèé [5℄, â êîòîðîì òàêæå çàëîæåíà âîç-ìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ, â ÷àñòíîñòè,çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ ëþáîãî ÷èñëà ðàíåå ïîñòðîåííûõ îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.Ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî çäåñü ìåòîäà, à çíà÷èò, è ìå-òîäà [5℄. Êðîìå òîãî, ïðåäëàãàþòñÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è âñëó÷àå, êîãäà öåëåâàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.Ïóñòü fj(x) , j ∈ J = {1, . . . , m} , � âûïóêëûå â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-ñòâå Rn �óíêöèè,

D′ = {x ∈ Rn : fj(x) ≤ 0, j ∈ J},54
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D′′ ⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

D = D′
⋂

D′′,

f(x) � íåïðåðûâíàÿ, äîñòèãàþùàÿ íà D ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèÿ, è äëÿâñåõ j ∈ J ìíîæåñòâà Dj = {x ∈ Rn : fj(x) ≤ 0} èìåþò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü
intDj . �åøàåòñÿ çàäà÷à

min{f(x) : x ∈ D}. (1)Ïîëîæèì F (x) = max
j∈J

fj(x) , D′

ε = {x ∈ Rn : F (x) ≤ ε} , ãäå ε ≥ 0 , f∗ =

= min{f(x) : x ∈ D} , X∗ = {x ∈ D : f(x) = f∗} , E∗ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f∗} ,
W 1(x, Dj) = {a ∈ Rn : 〈a, z − x〉 ≤ 0 ∀z ∈ Dj, ||a|| = 1} − ìíîæåñòâî íîð-ìèðîâàííûõ îáîáùåííî-îïîðíûõ âåêòîðîâ äëÿ ìíîæåñòâà Dj â òî÷êå x ∈ Rn ,
K = {0, 1, . . .} .Îòìåòèì, ÷òî â (1) âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà D ìîæåò áûòü ïóñòîé, åñëè, íà-ïðèìåð, intD′′ = ∅ èëè intD′ = ∅ .Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) âûðàáàòûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïðèáëèæåíèé {yi} , i ∈ K , {xk} , k ∈ K , è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Ñòðîèòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M0 ⊂ Rn , ñîäåðæàùåå õîòÿ áû îäíóòî÷êó ìíîæåñòâà X∗ , íàïðèìåð òî÷êó x∗ . Âûáèðàþòñÿ òî÷êè vj ∈ intDj äëÿ âñåõ
j ∈ J . Çàäàåòñÿ ÷èñëî ε0 ≥ 0 . Ïîëàãàåòñÿ k = 0 , i = 0 .1. Íàõîäèòñÿ òî÷êà

yi ∈ Mi

⋂

D′′
⋂

E∗. (2)2. Ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî
Ji = {j ∈ J : yi 6∈ Dj}.Åñëè Ji = ∅ , òî yi ∈ X∗ , è ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.3. Åñëè yi /∈ D′

εk
, òî âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Gi ⊂ Rn ,ñîäåðæàùåå òî÷êó x∗ , ïîëàãàåòñÿ

Qi = Mi

⋂

Gi (3)è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåòñÿ ik = i ,
xk = yik

, (4)è âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Qi = Qik
òàêîå, ÷òî

x∗ ∈ Qi. (5)Çàäàåòñÿ ÷èñëî εk+1 ≥ 0 , çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, è ñëåäóåò ïåðåõîäê î÷åðåäíîìó ïóíêòó.4. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Ji â èíòåðâàëå (vj , yi) âûáèðàåòñÿ òî÷êà zj
i òàê, ÷òîáû

zj
i /∈ intDj è ïðè íåêîòîðîì qj

i ∈ [1, q] , q < +∞ , äëÿ òî÷êè
yj

i = yi + qj
i (z

j
i − yi) (6)âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå yj

i ∈ Dj . Äëÿ âñåõ j ∈ J \ Ji ïîëàãàåòñÿ zj
i = yj

i = yi .5. Âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî Hi ⊂ Ji òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå ji ∈ Hi ,ãäå íîìåð ji óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
‖yi − zji

i ‖ = max
j∈Ji

‖yi − zj
i ‖. (7)



56 È.ß. ÇÀÁÎÒÈÍ, �.Ñ. ß�ÓËËÈÍ6. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Hi âûáèðàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Aj
i ⊂ W 1(zj

i , Dj) , ïî-ëàãàåòñÿ
Mi+1 = Qi

⋂

j∈Hi

{x ∈ Rn : 〈a, x − zj
i 〉 ≤ 0 ∀a ∈ Aj

i}, (8)è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 1 ïðè i , óâåëè÷åííîì íà åäèíèöó.Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ, êàñàþùèåñÿ äàííîãî ìåòîäà.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Mi

⋂

D′′
⋂

E∗ ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðåòî÷êó x∗, à çíà÷èò, âûáîð yi èç óñëîâèÿ (2) âîçìîæåí. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êó yi ìîæíîíàõîäèòü êàê ðåøåíèå çàäà÷è
f(yi) = min{f(x) : x ∈ Mi

⋂

D′′}. (9)Åñëè â ï. 5 ïîëîæèòü Hi = Ji , òî îòïàäàåò ïîòðåáíîñòü â �èêñèðîâàíèè ñî-ãëàñíî (7) íîìåðà ji ¾ñàìîãî ãëóáîêîãî¿ íà i-ì øàãå îòñå÷åíèÿ.Äëÿ âûáîðà íà÷àëüíîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà M0 èìååòñÿ ìíîãî âîç-ìîæíîñòåé. Åñëè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü
M0 =

⋂

j∈J′

Dj , (10)ãäå J ′ ⊂ J , òî íåò íåîáõîäèìîñòè â çàäàíèè òî÷åê vj ∈ intDj , j ∈ J ′ , ïîñêîëüêóòîãäà äëÿ âñåõ i ∈ K è j ∈ J ′ âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ yi ∈ Dj , è òî÷êè vj , j ∈ J ′ ,â ïîñòðîåíèè îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé íå ó÷àñòâóþò. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âûáîð M0â âèäå (10) óäîáåí â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî D′′ îïðåäåëåíî ñèñòåìîé ëèíåé-íûõ ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ, à ⋂

j∈J′

Dj − âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê.Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèíöèïèàëüíîå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ âîçìîæíîñòè ïåðèî-äè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ Mi çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ ëþáîãî÷èñëà ïîñòðîåííûõ ê i-ìó øàãó îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.Ïóñòü â (3) Gi = Rn äëÿ âñåõ i ∈ K , è äëÿ òî÷êè yi âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
yi ∈ D′

εk
. (11)Ïîëîæèì

Qi = Mri
, (12)ãäå 0 ≤ ri ≤ i = ik . ßñíî, ÷òî ïðè âñåõ ri = 0, . . . , i óñëîâèå (5) âûïîëíÿåòñÿ.Ñîãëàñíî (12) â êà÷åñòâå Qi ìîæíî âûáèðàòü ëþáîå èç ïîñòðîåííûõ ê i-ìó øàãóïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ M0, . . . , Mi . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ i ∈ K , äëÿ êîòîðûõâûïîëíÿåòñÿ (11), ìîæíî ïîëîæèòü

Qi = M0.Òåì ñàìûì ïðè êàæäîì i = ik , k ∈ K , ïðîèçîéäåò îòáðàñûâàíèå âñåõ íàêîïèâ-øèõñÿ ê øàãó ik îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâà Qi ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (11) ìîæíî âûáèðàòü èíå ñëåäóÿ ýòîìó çàìå÷àíèþ. Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ îíè çàäà-âàëèñü è èíûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð,
Qi = Mi

⋂

j∈Hi−1

{x ∈ Rn : 〈a, x − zj
i−1

〉 ≤ 0 ∀a ∈ Aj
i−1

}, i ≥ 1.Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (5) ìíîæåñòâà Qi ïðè óñëîâèè (11), êàê è ìíî-æåñòâî M0 , ìîæíî âûáèðàòü ñîâïàäàþùèìè ñ Rn .



ÌÅÒÎÄ ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÎÁÍÎÂËÅÍÈÅÌ ÏÎ��ÓÆÀÞÙÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ 57Äàëåå, îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ i ∈ K , íåçàâèñèìî îò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (11),ìíîæåñòâà Qi äîïóñòèìî çàäàâàòü â âèäå (3), ïîñêîëüêó âêëþ÷åíèÿ (5) äëÿ íèõâûïîëíÿþòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ââèäó (8)
Mi+1 = Mi

⋂

Gi

⋂

j∈Hi

{x ∈ Rn : 〈a, x − zj
i } ≤ 0 ∀a ∈ Aj

i } ∀i ∈ K,òî åñòü îò øàãà ê øàãó ïðîèñõîäèò íàêîïëåíèå îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé è íèêàêèõîáíîâëåíèé ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ íå ïðîèñõîäèò. Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{yi} , ïîñòðîåííîé ñ óñëîâèåì (3) âûáîðà ìíîæåñòâ Qi ïðè âñåõ i ∈ K , áóäóòîáñóæäàòüñÿ íèæå.Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ñíà÷àëà èçó÷èìíåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñòðîåííîé ñîãëàñíî ìåòîäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi} . Âåçäåäàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà.Ëåììà 1. Ïóñòü U ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, L − åãî íåñóùåå ïîä-ïðîñòðàíñòâî, à ìíîæåñòâî Q èç à��èííîé îáîëî÷êè U îãðàíè÷åíî è íå ñî-äåðæèòñÿ â ri U � îòíîñèòåëüíîé âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà U . Åñëè òî÷êà
u ∈ Rn òàêîâà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå u ∈ ri U , òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî
δ > 0 , ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ Q \ ri U è âñåõ a ∈ L

⋂

W 1(z, U) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
〈a, u − z〉 ≤ −δ .Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíî â [2℄.C ó÷åòîì ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ î âîçìîæíîñòè âûáîðà ìíîæåñòâ Qiâ âèäå (3), íåçàâèñèìî îò ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê yi ìíîæåñòâàì D′

εk
, ñ�îðìó-ëèðóåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi} ïîñòðîåíà ïðåäëîæåííûì ìåòî-äîì ñ óñëîâèåì, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ K , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà i′ ≥ 0 , ìíîæå-ñòâà Qi âûáðàíû ñîãëàñíî (3). Òîãäà ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{yi}, i ∈ K, i ≥ i′ , ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {yi}, i ∈ K ′ ⊂ K, � ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-âàòåëüíîñòü, âûäåëåííàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê yi, i ∈ K, i ≥ i′ è y − ååïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Åñëè ïîêàçàòü, ÷òî y ∈ D′
⋂

D′′ , òî óòâåðæäåíèå ëåììû áóäåòäîêàçàíî. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî y ∈ D′′ â ñèëó óñëîâèÿ (2) âûáîðà òî÷åê yi, i ∈ K ′ ,è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà D′′ . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âêëþ÷åíèå
y ∈ D′. (13)Ïóñòü èíäåêñ l ∈ J òàêîé, ÷òî íîìåð ji , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (7), ñîâïà-äàåò ñ l äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ i ∈ K ′ . Ïîëîæèì

Kl = {i ∈ K ′ : ji = l}è äîêàæåì ñíà÷àëà ðàâåíñòâî
lim
i∈Kl

‖zl
i − yi‖ = 0, (14)ó÷èòûâàÿ, ÷òî âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {yi}, i ∈ Kl , äëÿ êàæäîãî j ∈ Jïîñòðîåíû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zj

i }, {yj
i}, i ∈ Kl.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ K è j ∈ J

zj
i = yi + γj

i (v
j − yi), (15)
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i ∈ [0, 1) , ïðè÷åì γl

i > 0 äëÿ âñåõ i ∈ Kl . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ∈ Kl çà�èê-ñèðóåì íîìåð pi ∈ Kl òàêîé, ÷òî pi > i . Â ñèëó (3), (8) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
Mpi

⊂ Mi . Êðîìå òîãî, ââèäó (2) ypi
∈ Mpi

, à ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Al
i ÿâëÿ-åòñÿ îáîáùåííî-îïîðíûì è äëÿ ìíîæåñòâà Mpi

â òî÷êå zl
i . Ñëåäîâàòåëüíî,

〈a, ypi
− zl

i〉 ≤ 0 ∀a ∈ Al
i.Îòñþäà ñ ó÷åòîì (15) ïðè j = l äëÿ âñåõ a ∈ Al

i èìååì
〈a, yi − ypi

〉 ≥ γl
i〈a, yi − vl〉.Ïî ëåììå 1 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî δl > 0 , ÷òî 〈a, yi − vl〉 ≥ δl äëÿ âñåõ i ∈ Kl,

a ∈ Al
i. Çíà÷èò, 〈a, yi − ypi

〉 ≥ γl
iδl äëÿ âñåõ a ∈ Al

i , à ïîñêîëüêó ‖a‖ = 1 äëÿ âñåõ
a ∈ Al

i , òî
‖yi − ypi

‖ ≥ γl
iδl ∀ i, pi ∈ Kl, pi > i. (16)Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ Kl , ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, òî ñîãëàñíî (16)

γl
i → 0, i → ∞, i ∈ Kl . Ïîýòîìó èç (15) ïðè j = l ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòèïîñëåäîâàòåëüíîñòè {||vl − yi||} , i ∈ Kl , ñëåäóåò ðàâåíñòâî (14).Äàëåå, â ñèëó óñëîâèÿ (7) äëÿ âñåõ i ∈ Kl ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ‖zl

i − yi‖ ≥
≥ ‖zj

i −yi‖ j ∈ Ji . Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ï. 4 ìåòîäà ‖zj
i −yi‖ = 0 äëÿ âñåõ j ∈ J\Ji,

i ∈ Kl. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ i ∈ Kl, j ∈ J

‖zl
i − yi‖ ≥ ||zj

i − yi||.Òîãäà ââèäó (14)
lim
i∈Kl

‖zj
i − yi‖ = 0 ∀ j ∈ J. (17)Ñîãëàñíî ï. 4 àëãîðèòìà äëÿ êàæäîãî i ∈ Kl è j ∈ J òî÷êà yj

i ëèáî ñîâïàäàåòñ yi , ëèáî èìååò âèä (6). Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ Kl , îãðàíè÷åíà, òîîòñþäà ñ ó÷åòîì (15) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {yj
i}, i ∈ Kl ,äëÿ âñåõ j ∈ J . Âûäåëèì òåïåðü äëÿ êàæäîãî j ∈ J èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yj

i} ,
i ∈ Kl , ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yj

i} , i ∈ Kj
l ⊂ Kl , è ïóñòü uj � ååïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Çàìåòèì, ÷òî uj ∈ Dj , j ∈ J , â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâ Dj .Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî j ∈ J

P j
1 = {i ∈ Kj

l : j ∈ Ji}, P j
2 = Kj

l \ P j
1 .Õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ P j

1 èëè P j
2 äëÿ êàæäîãî j ∈ J ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî÷èñëà íîìåðîâ. Ïåðåéäåì òåïåðü ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì j ∈ J ê ïðåäåëó âðàâåíñòâàõ (6) ïî i → ∞ , i ∈ P j

1 ,  ó÷åòîì (17), åñëè ìíîæåñòâî P j
1 áåñêîíå÷íî, èëèâ ðàâåíñòâàõ yj

i = yi ïî i → ∞, i ∈ P j
2 , åñëè áåñêîíå÷íûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî P j

2 .Òîãäà ïîëó÷èì ðàâåíñòâà y = uj äëÿ âñåõ j ∈ J , èç êîòîðûõ ñëåäóåò âêëþ÷åíèå(13). Ëåììà äîêàçàíà.Åñëè â ìåòîäå ïîëîæèòü
εk = 0 ∀ k ∈ K, (18)òî íè îäíà èç òî÷åê xk çà�èêñèðîâàíà íå áóäåò, ïîñêîëüêó D′

εk
= D′ , à yi /∈ D′äëÿ âñåõ i ∈ K . Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (18) ìíîæåñòâà Qiäëÿ âñåõ i ∈ K áóäóò èìåòü âèä (3). Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi} , ïîñòðîåííîé ñ óñëîâèåì (18).



ÌÅÒÎÄ ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÎÁÍÎÂËÅÍÈÅÌ ÏÎ��ÓÆÀÞÙÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ 59Òåîðåìà 1. Ïóñòü ÷èñëà εk â ìåòîäå âûáðàíû ñîãëàñíî (18). Òîãäà ëþáàÿ ïðå-äåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi} ïðèíàäëåæèò X∗ , à åñëè ïðè ýòîì äëÿâñåõ i ∈ K âûïîëíÿåòñÿ (9), òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi} ñõîäèòñÿ ê ìíî-æåñòâó X∗ .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {yi}, i ∈ K1 ⊂ K, � ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi}, i ∈ K , è y � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Êàêîòìå÷åíî âûøå, äëÿ âñåõ i ∈ K âûïîëíÿåòñÿ (3). Òîãäà ïî ëåììå 2 ñïðàâåäëèâîâêëþ÷åíèå y ∈ D , à çíà÷èò, f(y) ≥ f∗ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó (2) f(yi) ≤ f∗äëÿ âñåõ i ∈ K . Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî i ∈ K1 , ïîëó÷èì
f(y) ≤ f∗ . Òàêèì îáðàçîì, f(y) = f∗ , è ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.Ïóñòü òåïåðü âñå òî÷êè yi, i ∈ K , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (9). Â ñèëó (3), (8)
Mi+1 ⊂ Mi, i ∈ K , à çíà÷èò, f(yi+1) ≥ f(yi), i ∈ K . Îòñþäà ñ ó÷åòîì îãðà-íè÷åííîñòè {yi}, i ∈ K , ñëåäóåò, ÷òî {f(yi)}, i ∈ K , ñõîäèòñÿ. Òîãäà â ñèëóóæå äîêàçàííîãî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(yi)}, i ∈ K , ÿâëÿ-åòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé, è ïî òåîðåìå 1 [6, ñ. 74℄ âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû òîæåäîêàçàíî.Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} . Ïðå-æäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ÷èñåë εk íàðÿäó ñ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòüþ {yi}, i ∈ K , áóäåò ïîñòðîåíà ñîãëàñíî (4) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk}, k ∈ K .Ëåììà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K , ïîñòðîåíà ïðåäëîæåííûììåòîäîì, è ïðè ýòîì ÷èñëà εk áûëè âûáðàíû òàê, ÷òî

εk > 0 ∀ k ∈ K. (19)Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈ K ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð i = ik , ÷òî âûïîëíÿåòñÿðàâåíñòâî (4).Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü k = 0 . Åñëè y0 ∈ D′

ε0
, òî ñîãëàñíî ï. 3 àëãîðèòìà

i0 = 0, x0 = yi0 = y0 , è ðàâåíñòâî (4) äëÿ k = 0 âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî y0 /∈ D′

ε0
. Ïîêàæåì òîãäà ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà i = i0 > 0 , äëÿêîòîðîãî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

yi0 ∈ D′

ε0
. (20)Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

yi /∈ D′

ε0
∀ i ∈ K, i > 0. (21)Âûäåëèì èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi}, i ∈ K, i > 0 , ñõîäÿùóþñÿïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K ′ , è ïóñòü y′ � åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíîï. 3 àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ äîïóùåíèé äëÿ âñåõ i ∈ K ìíîæåñòâî Qi èìååòâèä (3). Òîãäà ïî ëåììå 2 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå y′ ∈ D′ , è, ñëåäîâàòåëüíî,

F (y′) ≤ 0. (22)C äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (21) F (yi) > ε0 äëÿ âñåõ i ∈ K ′ . Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåìíåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî i ∈ K ′ , ïîëó÷èì F (y′) ≥ ε0 > 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò(22). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà i0 , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî (20),äîêàçàíî, è ðàâåíñòâî (4) èìååò ìåñòî äëÿ k = 0 .



60 È.ß. ÇÀÁÎÒÈÍ, �.Ñ. ß�ÓËËÈÍ2. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî (4) âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì k ≥ 0 ,òî åñòü xk = yik
ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè k . Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íî-ìåðà ik+1 > ik , ÷òî

yik+1
∈ D′

εk+1
, (23)òîãäà xk+1 = yik+1

, è ëåììà áóäåò äîêàçàíà.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü
yi /∈ D′

εk+1
∀ i > ik. (24)Âûáåðåì ñðåäè òî÷åê yi, i > ik , ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi}, i ∈ K ′′ ,è ïóñòü y′′ − åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíî (24) äëÿ âñåõ i ∈ K, i > ik , ìíîæåñòâà

Qi ïî àëãîðèòìó çàäàþòñÿ â âèäå (3). Çíà÷èò, ïî ëåììå 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
F (y′′) ≤ 0 . Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, èç óñëîâèÿ (24) ñ ó÷åòîì (19) ëåãêîïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî F (y′′) > 0 , ïðîòèâîðå÷àùåå ïðåäûäóùåìó. Òàêèì îáðàçîì,ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íîìåðà ik+1 , óäîâëåòâîðÿþùåãî (23). Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K , ïîñòðîåíà ïðåäëîæåí-íûì ìåòîäîì ñ óñëîâèåì, ÷òî ÷èñëà εk , k ∈ K , âûáðàíû ñîãëàñíî (19), è

εk → 0, k → ∞. (25)Òîãäà ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæèò ìíîæå-ñòâó X∗ , à åñëè äëÿ âñåõ k ∈ K âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
f(xk+1) ≥ f(xk), (26)òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K , ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó X∗ .Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü {yi} îãðàíè÷åíà, òî {xk} òàêæå îãðàíè÷åíà. Ïóñòü {xk}, k ∈ K ′ ⊂ K , �ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, k ∈ K , è x �åå ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Ïîêàæåì, ÷òî

x ∈ X∗, (27)òîãäà ïåðâîå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ k ∈ K ñïðà-âåäëèâû íåðàâåíñòâà
0 < F (xk) ≤ εk.Îòñþäà ñ ó÷åòîì (25) ñëåäóåò, ÷òî lim

k∈K
F (xk) = 0 . Òîãäà

lim
k∈K

F (xk) = lim
k∈K′

F (xk) = F (x) = 0è x ∈ D′ . Êðîìå òîãî, xk ∈ D′′ äëÿ âñåõ k ∈ K ′ , è â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà
D′′ âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå x ∈ D′′ . Òàêèì îáðàçîì, x ∈ D , è ïîýòîìó

f(x) ≥ f∗.C äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî (2) f(xk) ≤ f∗, k ∈ K ′ , à çíà÷èò, f(x) ≤ f∗ . Ñëåäîâà-òåëüíî, f(x) = f∗ , è âêëþ÷åíèå (27) äîêàçàíî.Ïóñòü òåïåðü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (26). Òîãäàââèäó îãðàíè÷åííîñòè {xk} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xk)} ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, èïî äîêàçàííîìó âûøå lim
k∈K

f(xk) = f∗ . Ïîýòîìó â ñèëó âûøåóïîìÿíóòîé èçâåñòíîéòåîðåìû 1 [6, . 74℄ âòîðîå óòâåðæäåíèå òîæå äîêàçàíî.



ÌÅÒÎÄ ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÎÁÍÎÂËÅÍÈÅÌ ÏÎ��ÓÆÀÞÙÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ 61Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (26) äëÿ ïîñòðîåííîé ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xk} èìååò ìåñòî, åñëè, íàïðèìåð, äëÿ âñåõ k ∈ K âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ
Mik+1

⊂ Mik
, à òî÷êè yik

íàéäåíû ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (9), â êîòîðîì i = ik .Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ âûäåëåíèÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ìèíèìèçè-ðóþùåé ïîäïîëåäîâàòåëüíîñòè {xkl
}, l ∈ K , äîñòàòî÷íî íîìåðà kl âûáðàòü èçóñëîâèÿ f(xkl+1

) ≥ f(xkl
) äëÿ âñåõ l ∈ K .Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäà èñïîëüçîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå îá îãðà-íè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi} . ßñíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü {yi} ìîæíî îáåñ-ïå÷èòü çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà ìíîæåñòâ M0 è Qi .Ïîëó÷èì òåïåðü äëÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è èíà èõ îñíîâå ïðèâåäåì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} .Îïèøåì ñíà÷àëà òàêîé àëãîðèòì ìåòîäà, ãäå íà êàæäîé èòåðàöèè ëåãêî îöåíèòüçíà÷åíèå f∗ .Ïóñòü â (1) D′′ = Rn , òî åñòü D = D′ , intD′ 6= ∅ , è èçâåñòíà òî÷êà v ∈ intD′ .Ïîëîæèì â ìåòîäå vj = v äëÿ âñåõ j ∈ J . Ïóñòü íà i-é èòåðàöèè íàéäåíû ñî-ãëàñíî (6) òî÷êè yj

i ∈ Dj , j ∈ Ji , è çà�èêñèðîâàí òàêîé íîìåð ri ∈ Ji , ÷òî yri

i ∈ D′ .Òîãäà, ïîëîæèâ yi = yri

i , èìååì îöåíêè
f(yi) ≤ f∗ ≤ f(yi).Ïîêàæåì, äàëåå, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà èñõîäíóþçàäà÷ó îöåíêè áëèçîñòè çíà÷åíèé f(xk) è ïðèáëèæåíèé xk ê çíà÷åíèþ f∗ è ìíî-æåñòâó X∗ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} , ïîñòðîåííîé îáùèììåòîäîì.Âåçäå íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ f(x) âûïóêëà, à �óíêöèè fj(x) ñèëüíîâûïóêëû ñ êîíñòàíòàìè ñèëüíîé âûïóêëîñòè µj ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ïóñòü

D′′ = Rn , ìíîæåñòâî D′ = D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñëåéòåðà, è ëþáàÿ òî÷êààáñîëþòíîãî ìèíèìóìà �óíêöèè f(x) , ïðè íàëè÷èè òàêîâûõ, íå ïðèíàäëåæàò ìíî-æåñòâó intD′ .Äîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõî çàäà÷å (1) åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.Äîïóñòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Âûáåðåì x∗

1 , x∗

2 ∈ X∗ òàê, ÷òî x∗

1 6= x∗

2 ,è ïîëîæèì z = αx∗

1 +(1−α)x∗

2 , ãäå 0 < α < 1 . Òîãäà ñ ó÷åòîì ñòðîãîé âûïóêëîñòè�óíêöèè F (x) è ðàâåíñòâ F (x∗

1) = F (x∗

2) = 0 èìååì F (z) < αF (x∗

1)+(1−α)F (x∗

2) =
= 0 , à çíà÷èò, f(z) > f∗ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(z) ≤ αf(x∗

1) + (1 − α)f(x∗

2) = f∗ .Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.Â ñâÿçè ñ äîêàçàííûì áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî X∗ = {x∗} .Ïîëîæèì X∗

1 (δ) = {x ∈ Rn : ||x − x∗|| ≤ δ} , X∗

2 (γ) = {x ∈ Rn : |f(x) −
− f∗| ≤ γ} , ãäå γ, δ ≥ 0 . Ïîëüçóÿñü ìåòîäèêîé, áëèçêîé ê [7℄, äîêàæåì ñëåäóþùååâñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 4. Ïóñòü ε > 0 , òî÷êà y ∈ D′

ε òàêîâà, ÷òî y 6= x∗ è ïðè âñåõ α ∈ (0, 1]äëÿ òî÷êè z = αy + (1 − α)x∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
F (z) > 0. (28)Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
y ∈ X∗

1 (δ), (29)ãäå δ =
√

ε/µ , µ = min
j∈J

µj .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (28) è ðàâåíñòâó F (x∗) = 0 èìååì F (z)−F (x∗) =
= F (x∗ + α(y − x∗)) − F (x∗) > 0 , à çíà÷èò,

F (x∗ + α(y − x∗)) − F (x∗)

α
> 0



62 È.ß. ÇÀÁÎÒÈÍ, �.Ñ. ß�ÓËËÈÍäëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] . Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïî α → +0 ,ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîäíîé F ′(x∗, y−x∗) �óíêöèè F (x) â òî÷êå x∗ ïî íàïðàâëåíèþ
y − x∗ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

F ′(x∗, y − x∗) ≥ 0. (30)Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [8, . 74℄), ÷òî
F ′(x∗, y − x∗) = max{〈c(x∗), y − x∗〉 : c(x∗) ∈ ∂F (x∗)},ãäå ∂F (x∗) � ñóáäè��åðåíöèàë �óíêöèè F (x) â òî÷êå x∗ . Òîãäà îòñþäà è èç (30)âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî c′(x∗) ∈ ∂F (x∗) , ÷òî

〈c′(x∗), y − x∗〉 ≥ 0. (31)Äàëåå, ïóñòü µ � êîíñòàíòà ñèëüíîé âûïóêëîñòè �óíêöèè F (x) . Íåòðóäíî ïðî-âåðèòü, ÷òî µ = min
j∈J

µj . Ââèäó ñèëüíîé âûïóêëîñòè F (x) äëÿ âåêòîðà c′(x∗) èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî [6, . 221℄
F (y) ≥ F (x∗) + 〈c′(x∗), y − x∗〉 + µ||y − x∗||2,èç êîòîðîãî ñ ó÷åòîì (31) è ðàâåíñòâà F (x∗) = 0 ñëåäóåò, ÷òî F (y) ≥ µ||y − x∗||2 .Íî ïî óñëîâèþ F (y) ≤ ε . Çíà÷èò,

‖y − x∗‖ ≤
√

ε/µ, (32)è óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 4, è, êðîìå òîãî, �óíêöèÿ f(x)óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L . Òîãäà
y ∈ X∗

1 (δ)
⋂

X∗

2 (γ), (33)ãäå δ îïðåäåëåíî â (29), à γ = Lδ .Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç (29), à òàêæå íåðàâåíñòâà
|f(y) − f(x∗)| ≤ L‖y − x∗‖ (34)è îöåíêè (32).Ëåììà 6. Ïóñòü ε > 0 . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ D′

ε

⋂

E∗ , y 6= x∗ , âûïîëíÿ-åòñÿ (29), à åñëè �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ñïðàâåäëèâîè âêëþ÷åíèå (33).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z = αy +(1−α)x∗ , ãäå α ∈ (0, 1] . Äîêàæåì ñïðà-âåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (28). Òîãäà äëÿ òî÷êè y áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû4, è óòâåðæäåíèå (29) áóäåò äîêàçàíî.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, äîïóñòèì, ÷òî F (z) ≤ 0 . Òîãäà z ∈ D è f(z) ≥ f∗ .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó y ∈ E∗ , x∗ ∈ E∗ , à ìíîæåñòâî E∗ âûïóêëî, òî
z ∈ E∗ , è f(z) ≤ f∗ . Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z) = f∗. (35)Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî âûøå, ðåøåíèå çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî, à z 6= x∗ , òàê êàê y 6=
= x∗ è α > 0 . Ïîëó÷åííîå ñ ðàâåíñòâîì (35) ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî(28), à çíà÷èò, è âêëþ÷åíèå (29).Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû âûòåêàåò èç (29), (34), (32).



ÌÅÒÎÄ ÎÒÑÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÎÁÍÎÂËÅÍÈÅÌ ÏÎ��ÓÆÀÞÙÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ 63Ëåììà 7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yi} ïîñòðîåíà ïðåäëîæåííûì ìåòî-äîì. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà i ∈ K è r > 0 âûïîëíÿåòñÿ yi ∈ D′

r , òî yi ∈
∈ X∗

1 (δ) ïðè δ =
√

r/µ , à åñëè ê òîìó æå f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà,òî yi ∈ X∗

1 (δ)
⋂

X∗

2 (γ) ïðè δ =
√

r/µ , γ = Lδ .Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 6, òàê êàê ñî-ãëàñíî (2) yi ∈ E∗ , è yi 6= x∗ äëÿ âñåõ i ∈ K .Ëåììà 7 äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèâàòü íà êàæäîé èòåðàöèè áëèçîñòü òî÷êè yiê ðåøåíèþ çàäà÷è. À èìåííî, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ i ∈ K âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
yi ∈ D′

ri
, ãäå ri = F (yi) , òî ïî ëåììå 7

‖yi − x∗‖ ≤ δi,ãäå δi =
√

F (yi)/µ . Êðîìå òîãî, åñëè �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-øèöà, òî äëÿ âñåõ i ∈ K ñïðàâåäëèâî òàêæå íåðàâåíñòâî
|f(yi) − f∗| ≤ Lδi.Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ïîñòðîåíà ïðåäëîæåííûì ìå-òîäîì. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈ K èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:
‖xk − x∗‖ ≤ δk, (36)ãäå δk =

√

εk/µ . Åñëè æå f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî, êðîìå (36),ïðè êàæäîì k ∈ K ñïðàâåäëèâà òàêæå îöåíêà
|f(xk) − f∗| ≤ Lδk. (37)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (4) xk = yik

äëÿ âñåõ k ∈ K , ïðè÷åì yik
∈ D′

εk
è

yik
6= x∗ . Òîãäà ïî ëåììå 7 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå xk ∈ X∗

1 (δk) , k ∈ K , à çíà÷èò,è íåðàâåíñòâî (36). Ïðè óñëîâèè Ëèïøèöà íà �óíêöèþ f(x) ïî òîé æå ëåììå 7èìååò ìåñòî è îöåíêà (37). Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàäàäèì òåïåðü ÷èñëà εk , k ≥ 1 , â ìåòîäå â âèäå
εk = 1/kp, (38)ãäå p > 0 . Òîãäà ñîãëàñíî (36) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-ùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖xk − x∗‖ ≤ 1√
µ kp/2

, k ≥ 1. (39)Êðîìå òîãî, åñëè äëÿ f(x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ëèïøèöà, òî íàðÿäó, ñ (39), èìååìòàêæå â ñèëó (37) îöåíêè
|f(xk) − f∗| ≤ L√

µ kp/2
, k ≥ 1.Êàê óæå îòìå÷åíî â (38), ÷èñëà εk , k ≥ 1 , äîïóñòèìî âûáèðàòü, êàê è ÷èñëî ε0 ,íà ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå ìåòîäà. Îäíàêî â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}íå áóäåò àäàïòèðîâàíà ê ïðîöåññó ìèíèìèçàöèè. Ïîýòîìó â ìåòîäå ïðåäóñìîòðåíàâîçìîæíîñòü âûáîðà ÷èñåë εk , k ≥ 1 , íà øàãå 3, òî åñòü â õîäå îòûñêàíèÿ ïðèáëè-æåíèé. Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk} , ñâÿçàííîé ñ ïðîöåññîìïîñòðîåíèÿ {xk} .
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ε0è x0 = y0 . Äëÿ âñåõ k ≥ 0 ïîëîæèì
εk+1 = σkF (xk),ãäå 0 < σk < 1 . Òîãäà äëÿ {εk} ñïðàâåäëèâî (19), à ïðè óñëîâèè, ÷òî σk → 0 ,
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