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ÓÄÊ 519.6 ÑÕÅÌÛ ÌÊÝ ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÄËß ÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÉ ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÎÉ��ÀÍÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÂÛ�ÎÆÄÅÍÈÅÌØ.È. Òàþïîâ, Ì.�. ÒèìåðáàåâÀííîòàöèÿÄëÿ íåîäíîðîäíîé äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è Äèðèõëå ñ âûðîæäàþùèìèñÿ íà ãðàíèöå êî-ý��èöèåíòàìè ïîñòðîåíû ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîê-ñèìàöèè, îñíîâàííûå íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïî-ëó÷åíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà, äîêàçûâàþùèå åãî îïòèìàëüíîñòü íà êëàññå ïðàâûõ÷àñòåé çàäàííîé ãëàäêîñòè. ÂâåäåíèåÈçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1�4℄), ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäàþùèìèñÿ êîý��èöèåíòàìè èìååò íåîãðàíè÷åííûåïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿ. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ñòàíäàðò-íûõ ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íûõ ñõåì äëÿ äèñêðåòèçàöèè òàêèõ çàäà÷ ïðèâîäèò ê ïîòåðåñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó â îêðåñòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿêîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà çàäà÷è. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ ïðåäëàãàëèñü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû. Òàê, â ðàáîòå [5℄ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèÿ îñíîâàíî íà ñïåöèàëüíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ, ïðè êîòî-ðîé â íîâûõ êîîðäèíàòàõ èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Â ðàáîòàõ [6�10℄àíàëèçèðîâàëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñî ñãóùàþùåéñÿ ê îñîáûì òî÷-êàì ñåòêîé. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ñãóùàþùåéñÿ ñåòêè â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîéãåîìåòðèåé ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Êðîìå òîãî, äëÿ ìíîãîìåðíûõ îá-ëàñòåé ðàçìåð ðåçóëüòèðóþùåé ñèñòåìû ÌÊÝ ñ óìåíüøåíèåì õàðàêòåðíîãî øàãàñåòêè ðàñòåò ñóùåñòâåííî áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàçèðàâíîìåðíûìè ñåòêàìè.Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà.Ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä ïðåäëîæåí â ðàáîòå [11℄. Â ýòîé ñòàòüå àïïðîê-ñèìàöèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòè, à èìåííî,ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé, îäíà èç êî-òîðûõ èìååò âåñüìà ïðîñòîé âèä è îòðàæàåò õàðàêòåðíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ âîêðåñòíîñòè òî÷åê âûðîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, àäðóãàÿ îáúÿâëÿåòñÿ íîâîé èñêîìîé �óíêöèåé. Ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç àïðèîðíûõîöåíîê [4℄, ýòà �óíêöèÿ � ãëàäêàÿ, è äëÿ åå àïïðîêñèìàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòüîáû÷íûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû íà êâàçèðàâíîìåðíîé ñåòêå. Òàêèì îáðàçîì, äàííûéìåòîä �àêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíîìó ÌÊÝ ñ îïòèìàëüíîé ñõîäèìîñòüþ.Âî âñåõ óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëèñü îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ Äèðèõëå. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëî ïîñòðîåíèå ñõåì ÌÊÝ âûñîêîãî ïî-ðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ íåîäíîðîäíîé äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è Äèðèõëå ñ âûðîæäåíèåìêîý��èöèåíòîâ íà ãðàíèöå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ïðåèìóùå-ñòâà ìåòîäà ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âûäåëåíèåì îñîáåííîñòè, íåîäíîðîäíàÿ ãðàíè÷-íàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîé ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé �óíêöèè ïðîäîëæå-íèÿ (ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé â îáëàñòü), ïîñòðîåíèå êîòîðîé îïèñàíî â ï. 2.2.. Â ðàáîòå



64 Ø.È. ÒÀÞÏÎÂ, Ì.�. ÒÈÌÅ�ÁÀÅÂäîêàçàíî (òåîðåìà 9), ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä èìååò îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñõî-äèìîñòè íà ïðàâûõ ÷àñòÿõ çàäàííîãî êëàññà ãëàäêîñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè ðàñ-ñìàòðèâàåìîãî ìåòîäà.1. Îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòûÂâåäåì âåñîâûå êëàññû �óíêöèé. Äëÿ âåùåñòâåííîãî γ ÷åðåç L2,γ(Ω) îáîçíà-÷èì ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ �óíêöèé u : Ω → R ñ íîðìîé
‖u‖L2,γ = ‖x−γu‖L2

=





∫

Ω

|x−γu|2 dx





1/2

.×åðåç Hs
γ(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà ïî-ëóíîðìà ‖Dsu‖L2,γ (çäåñü è âñþäó äàëåå s � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, Ds �îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà s). Â êà÷åñòâå íîðìû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíîâçÿòü

‖u‖Hs
γ

=
(

‖Dsu‖2
L2,γ

+ ‖u‖2
L2(δ,1)

)1/2

,ãäå δ ∈ (0, 1) �èêñèðîâàíî. Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãóþ, ýêâèâàëåíòíóþíîðìó [12℄
‖u‖Hs

γ
=



‖Dsu‖2
L2,γ

+

s−1
∑

j=0

|Dju(1)|2





1/2

.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ◦

Hs
γ(Ω) çàìûêàíèå ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Hs

γ(Ω) ìíîæåñòâà
C∞

0 (Ω) �èíèòíûõ â Ω , áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé è ïî-ëîæèì Ḣs
γ(Ω) = {u ∈ Hs

γ(Ω) : Dju(1) = 0, j = 0, 1, . . . , s − 1} . Ìîæíî ïîêà-çàòü [12℄, [14, 
. 346℄, ÷òî äëÿ s = 1 ïðè γ ≤ −1/2 ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò:
◦

H1
γ(Ω) = Ḣ1

γ(Ω) , à ïðè γ > −1/2 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ¾çàíó-ëåííîãî¿ êëàññà: ◦

H1
γ(Ω) = {u ∈ H1

γ(Ω) : u(0) = u(1) = 0} . Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæåâëîæåíèå (êîòîðîå èìååò ìåñòî è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå) ◦

Hs
γ(Ω) ⊂ L2,γ+s(Ω) è ýêâè-âàëåíòíîñòü ïîëóíîðìû ‖Ds·‖L2,γ íîðìå ïðîñòðàíñòâà Hs

γ(Ω) íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ
◦

Hs
γ(Ω) è Ḣs

γ(Ω) .Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå òåîðåìû âëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [12℄, [13, 
. 378℄,[14, 
. 319℄).Òåîðåìà 1. (i) Ïóñòü k < m . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî Hm
α (Ω) áûëîíåïðåðûâíî âëîæåíî â Hk

β(Ω) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ äâóõ íåðà-âåíñòâ: β < 1/2 è m+ α − k − β ≥ 0 ; åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ñòðîãîå, òîóêàçàííîå âëîæåíèå êîìïàêòíî.(ii) Ïðîñòðàíñòâî ◦

Hs
γ(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â ◦

H
s−k
γ+k(Ω) äëÿ k = 1, . . . , s .(iii) Äëÿ íàòóðàëüíîãî s ïðîñòðàíñòâî Hs

γ(Ω) íåïðåðûâíî (è êîìïàêòíî) âëî-æåíî â C(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s+ γ − 1/2 > 0 .(Óòâåðæäåíèå (iii) ïðèâîäèòñÿ â òåîðåìå ñ ó÷åòîì îäíîìåðíîñòè îáëàñòè Ω).Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî µ îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Õàðäè
Kµu(x) = xµ−1

x
∫

0

y−µu(y)dy.



ÑÕÅÌÛ ÌÊÝ ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 65Åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom Kµ îïåðàòîðà Kµ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîâñåõ èçìåðèìûõ íà Ω �óíêöèé u(y) òàêèõ, ÷òî �óíêöèÿ y−µu(y) èíòåãðèðóåìàïî Ëåáåãó íà èíòåðâàëå (0, x) äëÿ êàæäîãî x ∈ (0, 1) .Òåîðåìà 2 (Ôîðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ îïåðàòîðà Õàðäè). Ïóñòü
u ∈ dom Kµ . Òîãäà

xDKµu(x) = u(x) + (µ− 1)Kµu(x).Åñëè, êðîìå òîãî, Du ∈ dom Kµ−1 , òî
DKµu = Kµ−1Du.Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóë èìååòñÿ â [4℄.Òåîðåìà 3. (i) Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå L2,γ(Ω) ⊂ dom Kµ ,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû δ = 1/2 + γ − µ > 0 . Ïðè ýòîì îïåðàòîð Kµíåïðåðûâåí â L2,γ(Ω) è
‖Kµ‖L2,γ→L2,γ =

1

δ
.(ii) Åñëè µ < min(1, γ + s+ 1/2) , òî Kµ íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð èç Hs

γ(Ω) â
Hs+k

γ−k(Ω) äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k .Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) äîêàçàíî â [4℄. Äîêàæåì (ii). Äëÿ êàæäî-ãî j = 0, 1, . . . , s âûáåðåì γj ∈ (µ − j − 1/2, 1/2) ∩ (µ − j − 1/2, s + γ − j] (òàêîéâûáîð îñóùåñòâèì â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû). Ïî òåîðåìå 1 ïðîñòðàíñòâî Hs
γ(Ω)íåïðåðûâíî âëîæåíî â Hj

γj
(Ω) , ïîñêîëüêó γj < 1/2 è γj ≤ s + γ − j . Òàê êàê

µ < γ0 + 1/2 , òî Hs
γ(Ω) ⊂ L2,γ0

(Ω) ⊂ dom Kµ . Èç âêëþ÷åíèÿ Hs
γ(Ω) ⊂ H1

γ1
(Ω) è èçíåðàâåíñòâà µ − 1 < γ1 + 1/2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè u ∈ Hs

γ(Ω) ïðîèç-âîäíàÿ Du ïðèíàäëåæèò dom Kµ−1 , ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà âòîðàÿ �îðìóëàäè��åðåíöèðîâàíèÿ: DKµu = Kµ−1Du . �àññóæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, óáåæäàåì-ñÿ â êîððåêòíîñòè �îðìóë DjKµu = Kµ−jD
ju (j = 0, 1, . . . , s) äëÿ �óíêöèé èçïðîñòðàíñòâà Hs

γ(Ω) è â íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Kµ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðàçðåøèìîñòüÂ èíòåðâàëå Ω = (0, 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à ñ âû-ðîæäåíèåì â òî÷êå x = 0 :
Au ≡ −D(xαa(x)Du(x)) + xαb(x)u(x) = f(x) â Ω, u(0) = g, u(1) = 0. (1)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) ≥ a0 > 0 , b(x) ≥ 0 � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå �óíêöèè,

α ∈ (−1, 1) � ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ(ðåãóëÿðíîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå α = 0). Ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷óñ g = 0 . Çàòåì ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé �óíêöèè ïðîäîëæåíèÿ îáùèé ñëó÷àé
g 6= 0 ñâåäåì ê óæå ðàññìîòðåííîìó ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.2.1. Îäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå g = 0 . Íà ïðîñòðàíñòâå V =

=
◦

H1
−α/2(Ω) îïðåäåëèì, ñîîòâåòñòâåííî, áèëèíåéíóþ �îðìó è ëèíåéíûé �óíêöèî-íàë
a(u, v) =

∫

Ω

xαa(x)Du(x)Dv(x) + xαb(x)u(x)v(x) dx, f(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) dx.
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�èñ. 1. Õàðàêòåðíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé u(x) çàäà÷è (1) (ñëåâà) è û(x) çàäà÷è (4) (ñïðàâà)Îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1) ïðè g = 0 ñîñòîèò â îòûñêàíèè �óíêöèè u ∈ V ,óäîâëåòâîðÿþùåé âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ
a(u, v) = f(v) ∀v ∈ V. (2)Èç óñëîâèé íà êîý��èöèåíòû a(x), b(x) è èç ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëóíîðìû

‖D · ‖L2,−α/2
íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1

−α/2(Ω) íà ïîäïðîñòðàíñòâå V ñëåäóåò, ÷òîýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ‖u‖a = a(u, u)1/2 ýêâèâàëåíòíà íîðìå ïðîñòðàíñòâà
H1

−α/2(Ω) íà V . Â ñèëó òåîðåìû �èññà �Ôèøåðà âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (2) ðàç-ðåøèìî åäèíñòâåííûì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî íà V �óíê-öèîíàëà f . Äàëåå, èç âëîæåíèÿ V ⊂ L2,1−α/2(Ω) (òåîðåìà 1) âûòåêàåò âëîæåíèåïðîñòðàíñòâà L2,α/2−1(Ω) â ñîïðÿæåííîå V ∗ . Ïî òåîðåìå 1 ïðè γ + s ≥ α/2 − 1èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Hs
γ(Ω) ⊂ L2,α/2−1(Ω) . Òàêèì îáðàçîì, íàìè óñòàíîâëåíàÒåîðåìà 4. Åñëè γ ≥ α/2−s−1 , òî ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (2) èç ïðîñòðàíñòâà

V ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ Hs
γ(Ω) .Îáîçíà÷èì σ(x) = x1−α . Ñèìâîëîì σ áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå îïåðàòîð óìíî-æåíèÿ íà �óíêöèþ σ : (σϕ)(x) = σ(x)ϕ(x) .Ëåììà 1 [11℄. Îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà σ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ïðîñòðàí-ñòâà Ḣ1

α/2−1(Ω) íà V .Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (2) ýêâèâàëåíòíà âàðèàöèîííîé çàäà÷å íà V̂ =
= Ḣα/2−1(Ω) îá îòûñêàíèè �óíêöèè û ∈ V̂ òàêîé, ÷òî

â(û, v̂) = f̂(v̂) ∀v̂ ∈ V̂ , (3)ãäå â(û, v̂) = a(σû, σv̂), f̂(v̂) = f(σv̂) . Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ çàäà÷ (2) è (3) ñâÿçàíûìåæäó ñîáîé ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì u(x) = σ(x)û(x) .Ñìûñë ïåðåõîäà îò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1) (ñ g = 0) ê ðåøåíèþ çàäà÷è
Âû(x) ≡ A(σû)(x) = f(x) â Ω, σ(x)û(x) = 0 ïðè x = 0, 1 (4)ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïðè α > 0 èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîèç-âîäíóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè âûðîæäåíèÿ x = 0 , â òî âðåìÿ êàê û(x) (ýòî áóäåòäîêàçàíî íèæå) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé �óíêöèåé (ðèñ. 1 íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ýòî),è åå ãëàäêîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè f(x) è êîý��èöèåíòîâ

a(x), b(x) íåçàâèñèìî îò ñòåïåíè âûðîæäåíèÿ α .



ÑÕÅÌÛ ÌÊÝ ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 67Ëåììà 2. (i) Äëÿ òîãî ÷òîáû îãðàíè÷åííîå â Hs
γ(Ω) ìíîæåñòâî K áûëîîòíîñèòåëüíî êîìïàêòíûì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû ìíîæåñòâî ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà s {Dsv : v ∈ K} áûëî îòíîñèòåëüíîêîìïàêòíûì â L2,γ(Ω) .(ii) Äëÿ òîãî ÷òîáû ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð L , äåéñòâóþùèé èçíåêîòîðîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà U â Hs

γ(Ω) áûë êîìïàêòåí, íåîáõî-äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûë êîìïàêòíûì îïåðàòîð DsL : U → L2,γ(Ω) .Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ýòè äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó äî-ñòàòî÷íî äîêàçàòü îäíî èç íèõ, íàïðèìåð (i).Íåîáõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð s-êðàòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ Ds ÿâ-ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì èç Hs
γ(Ω) â L2,γ(Ω) , òî îí ïåðåâîäèò îòíîñèòåëü-íî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K ⊂ Hs
γ(Ω) â îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå Ds(K) ⊂

⊂ L2,γ(Ω) .Äîñòàòî÷íîñòü. Èç îãðàíè÷åííîñòè K â Hs
γ(Ω) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü â

Hs(δ, 1) ìíîæåñòâà Kδ ñóæåíèé íà (δ, 1) �óíêöèé èç K . Òàê êàê Hs(δ, 1) êîì-ïàêòíî âëîæåíî â L2(δ, 1) (çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî s ≥ 1 , ïîñêîëüêó ïðè
s = 0 íè÷åãî äîêàçûâàòü íå íóæíî), òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un ∈ Kìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ â L2(δ, 1) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (unk

) òàêóþ, ÷òîâ L2,γ(Ω) ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ (Dsunk
) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (unk

) ñõîäèòñÿ â Hs
γ(Ω) .Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð Â â âèäå Â = Â0 +B , ãäå

Â0v(x) = −D(xαa(x)D(σ(x)v(x))), Bv(x) = xb(x)v(x).Ëåììà 3. Åñëè γ < 1/2 è xb ∈ W s
∞

(Ω) (òî åñòü |Ds(xb(x))| ≤ c = constïî÷òè âñþäó íà Ω), òî îïåðàòîð B êîìïàêòåí êàê îïåðàòîð èç ïðîñòðàíñòâà
Hs+1

γ (Ω) â Hs
γ(Ω) .Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

DsBv(x) =
s

∑

j=0

Cj
sD

s−j(xb(x))Djv(x).Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Hs+1−j
γ (Ω) êîìïàêòíî âëîæåíî â L2,γ(Ω) (òåîðåìà 1), òî äëÿêàæäîãî j = 0, 1, . . . , s îïåðàòîð Dj : Hs+1(Ω) → L2,γ(Ω) êîìïàêòåí. Ïîñêîëüêóâñå ïðîèçâîäíûå Dk(xb(x)), k = 0, 1, . . . , s, îãðàíè÷åíû, òî èç ðàâåíñòâà, ïðèâå-äåííîãî âûøå, ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà DsB : Hs+1

γ (Ω) → L2,γ(Ω) , îòêóäàñîãëàñíî ëåììå 2 âûòåêàåò êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà B èç ïðîñòðàíñòâà Hs+1
γ (Ω)â Hs

γ(Ω) .Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå xb ∈W s
∞

(Ω) ëåììû áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
|Dsb(x)| ≤ c1/x è |Ds−1b(x)| ≤ c2 .Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé â ýòîì ïóíêòå è äëÿ s = 0 äîêàçàíàâ [4℄ â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîé îáëàñòè Ω .Òåîðåìà 5. Ïóñòü α − s − 3/2 < γ < 1/2 , a ∈ W s+1

∞
(Ω), xb ∈ W s

∞
(Ω) . Òîãäàîïåðàòîð Â â ëåâîé ÷àñòè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èç-ìîì ïðîñòðàíñòâà Hs+2

γ−1(Ω) ∩ Ḣ1
γ(Ω) íà Hs

γ(Ω) . Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ û çàäà÷è(4) âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå x2−αDû(x)|x=0 = 0 .



68 Ø.È. ÒÀÞÏÎÂ, Ì.�. ÒÈÌÅ�ÁÀÅÂÄîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ëåãêî ïðîâåðÿåò-ñÿ, ÷òî îïåðàòîðû Â0, B è Â = Â0+B ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëü-íî êîý��èöèåíòîâ a(x) è b(x) íåïðåðûâíû èç Hs+2
γ−1(Ω) â Hs

γ(Ω) . Ìû ïîêàæåì, ÷òîîïåðàòîð Â0 ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ïðîñòðàíñòâà Hs+2
γ−1(Ω) ∩ Ḣ1

γ(Ω) íà Hs
γ(Ω) .Òîãäà, â ñèëó êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà B : Hs+2

γ−1(Ω) ⊂ Hs+1
γ (Ω) → Hs

γ(Ω) (ëåì-ìà 3), îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îïåðàòîð Â = Â0 + B �ðåäãîëüìîâ, òî åñòüðàçìåðíîñòü åãî ÿäðà è êîðàçìåðíîñòü îáëàñòè çíà÷åíèé êîíå÷íû è ðàâíû ìåæäóñîáîé. Íî ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 4 ðåøåíèå çàäà÷è (4) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþòîëüêî òðèâèàëüíîå, òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî è îïåðàòîð Â òàêæå ÿâëÿåòñÿèçîìîð�èçìîì ïðîñòðàíñòâà Hs+2
γ−1(Ω) ∩ Ḣ1

γ(Ω) íà Hs
γ(Ω) . Èòàê, íóæíî ïîêàçàòüòîëüêî, ÷òî îïåðàòîð Â0 ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ïðîñòðàíñòâà Hs+2

γ−1(Ω) ∩ Ḣ1
γ(Ω)íà Hs

γ(Ω) .Ïóñòü f ∈ Hs
γ(Ω) . Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1) ñ b(x) ≡ 0 ïî èíòåðâàëó (x, 1) ,ïîëó÷èì

xαDu(x) = f1(x),ãäå
f1(x) =



c0 +

1
∫

x

f(y) dy



 a(x), c0 = xαa(x)Du(x)|x=1 = a(1)Du(1).Èç óñëîâèÿ a ∈ W s+1
∞

(Ω) è a(x) ≥ a0 > 0 ñëåäóåò, ÷òî f1 ∈ Hs+1
γ (Ω) . Ïîäåëèâ íà

xα è èíòåãðèðóÿ ïî èíòåðâàëó (0, x) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ u(0) = 0 , áóäåì èìåòü
u(x) =

x
∫

0

x−αf1(x) dx èëè û(x) = xα−1u(x) = Kαf1(x).Ïîñêîëüêó α < min(1, γ + s + 1 + 1/2) , òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3 îïåðàòîð Õàðäè
Kα : Hs+2

γ−1(Ω) → Hs
γ(Ω) íåïðåðûâåí, ñëåäîâàòåëüíî, ‖û‖Hs+2

γ−1

≤ c1‖f1‖Hs+1
γ

≤

≤ c2(|c0| + ‖f‖Hs
γ
) . Ïîñòîÿííàÿ c0 â f1(x) âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ u(1) = 0 :

c0 = c0(f) = −





1
∫

0

1

xαa(x)
dx





−1 1
∫

0

1

xαa(x)

1
∫

x

f(y) dydx,îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî |c0(f)| ≤ c3‖f‖Hs
γ
. Îêîí÷àòåëüíî èìååì ‖û‖Hs+2

γ−1

≤ c4‖f‖Hs
γ
.Èç ýòîé îöåíêè è èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (òåîðåìà 4) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Â0åñòü èçîìîð�èçì ïðîñòðàíñòâà Hs+2

γ−1(Ω) ∩ Ḣ1
γ(Ω) íà Hs

γ(Ω) .Íàêîíåö, èç âòîðîé �îðìóëû äè��åðåíöèðîâàíèÿ îïåðàòîðà Õàðäè ïîëó÷èì
x2−αDû(x) = x2−αKα−1Df1(x) =

x
∫

0

Df1(y) dy → 0 ïðè x→ 0,òàê êàê Df1 ∈ Hs
γ(Ω) ⊂ dom Kα−1 â ñèëó òåîðåìû 3.Ñëåäñòâèå. Åñëè êîý��èöèåíòû a(x), b(x) è ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) � �óíêöèèêëàññà C∞(Ω) , òî è ðåøåíèå çàäà÷è (4) û(x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé èç C∞(Ω) .



ÑÕÅÌÛ ÌÊÝ ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 692.2. Îáùèé ñëó÷àé g 6= 0 . Ôóíêöèÿ ïðîäîëæåíèÿ.Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ϕ(x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ïðîäîëæåíèÿ äëÿ êëàññàïðàâûõ ÷àñòåé Hs
γ(Ω) çàäà÷è (1), åñëè Aϕ(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hs

γ(Ω) èâûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ϕ(0) = 1 , ϕ(1) = 0 .Ïðèâåäåì îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè ïðîäîëæåíèÿ â ïðåäïîëîæå-íèè, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà s + 1 êîý��èöèåíòîâ a(x) è b(x) îãðàíè÷åíû.Ôèêñèðóåì δ ∈ (0, 1) . Íà îòðåçêå [0, δ] áóäåì èñêàòü ϕ(x) êàê ðåøåíèå çàäà÷èÊîøè
Ãϕ ≡ −D(xαTa(x)Dϕ(x)) + xαTb(x)ϕ(x) =

2s+2
∑

i=s+1

cix
i+α, x ∈ (0, δ), (5)

ϕ(0) = 1, xαDϕ(x)|x=0 = 0, (6)ãäå Ta(x) =
s

∑

i=0

aix
i, Tb(x) =

s
∑

i=0

bix
i � ìíîãî÷ëåíû Òåéëîðà ñòåïåíè s �óíêöèé

a(x) è b(x) . Êîý��èöèåíòû cj ïîäáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è(5), (6) áûëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû s+2
∑

k=0

ϕkx
k . Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå âóðàâíåíèå (5) è ñîáåðåì ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x :

−

2s+1
∑

j=1

(j + α)xj+α−1
∑

i+k=j

(k + 1)aiϕk+1 +

2s+2
∑

j=0

xj+α
∑

i+k=j

biϕk =

2s+2
∑

i=s+1

cix
i+α.Çàìåíèâ â ïåðâîé ñóììå j íà j + 1 , ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

−

2s
∑

j=0

(j + 1 + α)xj+α
∑

i+k=j+1

(k + 1)aiϕk+1 +

2s+2
∑

j=0

xj+α
∑

i+k=j

biϕk =

2s+2
∑

i=s+1

cix
i+α.Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (6), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûåñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ϕk è cj :

ϕ0 = 1, ϕ1 = 0,

ϕj+2 =

∑

i+k=j

biϕk − (j + 1 + α) ×
∑

i+k=j+1,i>0

(k + 1)aiϕk+1

a0(j + 1)(j + 1 + α)
, j = 0, 1, . . . , s.

cj = −(j + 1 + α)
∑

i+k=j+1

(k + 1)aiϕk+1 +
∑

i+k=j

biϕk, j = s+ 1, s+ 2, . . . , 2s,

cj =
∑

i+k=j

biϕk, j = 2s+ 1, 2s+ 2.Èòàê, íà îòðåçêå [0, δ] �óíêöèÿ ϕ(x) åñòü ïîëèíîì ñòåïåíè s+2 , óäîâëåòâîðÿ-þùèé äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (5). Íà îòðåçîê [δ, 1] äëÿ çàäàííîãî íàïåðåäíàòóðàëüíîãî k ≥ s+2 �óíêöèþ ϕ(x) ìîæíî ïðîäîëæèòü ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåéèç Ck[δ, 1] ñ ñîáëþäåíèåì ñëåäóþùèõ óñëîâèé: ϕ(1) = 0, Djϕ(δ − 0) = Djϕ(δ + 0)äëÿ j = 0, 1, . . . , k . Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ϕ(x) íà [δ, 1] ìîæíî âçÿòü ïîëèíîìÝðìèòà ñòåïåíè k + 1 , óäîâëåòâîðÿþùèé óêàçàííûì óñëîâèÿì. Òîãäà êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ �óíêöèÿ ϕ(x) áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó Ck[0, 1] .Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïðîäîëæåíèÿ äëÿ êëàññà Hs
γ . Óñòàíîâèìïðåäâàðèòåëüíî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé ïðîñòîé ëåììû.



70 Ø.È. ÒÀÞÏÎÂ, Ì.�. ÒÈÌÅ�ÁÀÅÂËåììà 4. Ïóñòü íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ p(x) èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþïîðÿäêà s+ 1 è Djp(0) = 0 , j = 0, 1, . . . , s . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè
|Djp(x)| ≤

c

(s+ 1 − j)!
xs+1−j , j = 0, 1, . . . , s.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ |Ds+1p(x)| ≤ c. Ïðîèíòåãðèðóåì �óíêöèþ

Ds+1p(x) ïî îòðåçêó [0, x] . Òàê êàê Dsp(0) = 0 , òî
|Dsp(x)| ≤

x
∫

0

|Ds+1p(x)| dx ≤ cx.Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ Dsp(x) , ïîëó÷èì |Ds−1p(x)| ≤
c

2
x2 è ò. ä.Òåîðåìà 6. Ïóñòü a(x) è b(x) èìåþò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà

s + 1, γ < 1/2 . Òîãäà ïîñòðîåííàÿ âûøå �óíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïðî-äîëæåíèÿ äëÿ êëàññà ïðàâûõ ÷àñòåé Hs
γ(Ω) çàäà÷è (1).Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íà îòðåçêå [δ, 1] êîý��èöèåíòû îïåðàòîðà A ÿâ-ëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè (íå èìåþò îñîáåííîñòåé), à ϕ ∈ Cs+2[δ, 1] , òî äîñòàòî÷íîóáåäèòüñÿ, ÷òî Aϕ ∈ Hs

γ(0, δ) . Çàïèøåì a(x) è b(x) â âèäå
a(x) = Ta(x) + ā(x), b(x) = Tb(x) + b̄(x),ãäå Ta(x) , Tb(x) � ïîëèíîìû Òåéëîðà ñòåïåíè s , ā(x) è b̄(x) � îñòàòî÷íûå ÷ëåíû.Îáà îíè ïðèíàäëåæàò Cs(Ω̄) , ïðîèçâîäíûå ýòèõ �óíêöèé ïîðÿäêà s+1 îãðàíè÷åíûè Dj ā(0) = Dj b̄(0) = 0 äëÿ j = 0, 1, . . . , s . Òîãäà ïî ëåììå 4 äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî-ðÿäêà j = 0, 1, . . . , s ñïðàâåäëèâû îöåíêè |Dj ā(x)| ≤ cxs+1−j , |Dj b̄(x)| ≤ cxs+1−j ,îòêóäà (ñ äðóãèìè êîíñòàíòàìè c)

|Dj(xαā(x))| ≤ cxs+α+1−j , |Dj(xαb̄(x))| ≤ cxs+α+1−j , j = 0, 1, . . . , s. (7)Èìååì Aϕ(x) = Ãϕ(x) + Āϕ(x) , ãäå
Āϕ(x) = −D(xαā(x)Dϕ(x)) + xαb̄(x)ϕ(x).

Ãϕ ∈ Hs
γ(0, δ) ïî ïîñòðîåíèþ, òàê êàê DsÃϕ ∼ x1+α ∈ L2,γ(0, δ) ïðè γ < 1/2(íàïîìíèì, ÷òî α ∈ (−1, 1)). Èç îöåíîê (7) ñëåäóåò, ÷òî Ds(xαb̄(x)ϕ(x)) ∼ x1+α ∈

∈ L2,γ(0, δ) . Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕ1 = 0 è ψ(x) ≡ Dϕ(x) =
s+1
∑

k=1

(k + 1)ϕk+1x
k ,îïÿòü èç (7) ïîëó÷èì Ds+1(xαā(x)ψ(x)) ∼ x1+α ∈ L2,γ(0, δ) . Òàêèì îáðàçîì, �óíê-öèÿ Āϕ(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Hs

γ(0, δ) . Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ϕ(x) � �óíê-öèÿ ïðîäîëæåíèÿ äëÿ êëàññà ïðàâûõ ÷àñòåé Hs
γ(Ω) çàäà÷è (1). Òîãäà åñëè

α − s − 3/2 < γ < 1/2 , òî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ Hs
γ(Ω) ðåøåíèå çàäà-÷è (1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x) = gϕ(x) + x1−αû(x),ãäå û ∈ Hs+2
γ−1(Ω) ∩ Ḣ1

γ(Ω), ‖û‖Hs+2

γ−1

≤ c(‖f‖Hs
γ

+ |g|) .



ÑÕÅÌÛ ÌÊÝ ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 71Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì f̃(x) = f(x) − gAϕ(x) è îáîçíà÷èì ÷åðåç ũ(x)ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
Aũ(x) = f̃(x) â Ω, ũ(0) = 0, ũ(1) = 0.Òàê êàê f̃ ∈ Hs

γ(Ω) , òî ïî òåîðåìå 5 ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííîè ïðåäñòàâèìî â âèäå ũ(x) = σ(x)û(x) , ãäå û ∈ Hs+2
γ−1(Ω) ∩ Ḣ1

γ(Ω) . Ïðè ýòîì äëÿ
û(x) èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖û‖Hs+2

γ−1

≤ c1‖f̃‖Hs
γ
≤ c1(‖f̃‖Hs

γ
+ |g| ‖Aϕ‖Hs

γ
).Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî u(x) = gϕ(x) + ũ(x) � ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1) ïîïîñòðîåíèþ.3. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìèÏóñòü íà [0, 1] çàäàí íàáîð òî÷åê x0 = 0 < x1 < . . . < xn = 1 , îáðàçóþ-ùèõ ðàçáèåíèå Th = {ek}

n
k=1 îòðåçêà [0, 1] íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû ek = [xk−1, xk] .Çäåñü h = max

k
hk, hk = xk − xk−1, k = 1, . . . , n . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ñóùåñòâîâàíèåïîñòîÿííîé µ > 0 , íå çàâèñÿùåé îò h , ÷òî

hk+1 ≤ µhk ∀k = 1, . . . , n− 1; (8)â ÷àñòíîñòè, ýòî âûïîëíåíî äëÿ êâàçèðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ. Èç ýòîãî óñëîâèÿâûòåêàåò, ÷òî xk = xk−1 + hk ≤ xk−1 + µhk−1 ≤ (1 + µ)xk−1 äëÿ k = 2, . . . , n .Ïîëîæèì c(γ) = max(1, (1 + µ)−γ) äëÿ âåùåñòâåííîãî γ . Òîãäà
xγ

k ≤ c(−γ) min
x∈ek

xγ , max
x∈ek

xγ ≤ c(γ)xγ
k ∀k = 2, . . . , n. (9)Äëÿ íàòóðàëüíîãî m îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm(Th) ≡ Sm

h ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé v ∈ C[0, 1] òàêèõ, ÷òî ñóæåíèå v(x) íà ëþáîéêîíå÷íûé ýëåìåíò ek ∈ Th ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè m .3.1. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè â âåñîâûõ íîðìàõ Ñîáîëå-âà. Íà áàçèñíîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå ê = [0, 1] çà�èêñèðóåì äâà íàáîðà óçëîâ, çà-íóìåðîâàííûõ ïî âîçðàñòàíèþ: ω̂1 = {t1i : i = 0, 1, . . . ,m} ⊂ (0, 1] è ω̂2 = {t2i : i =
= 0, 1, . . . ,m} ⊂ [0, 1] , ïðè÷åì t20 = 0, t1m = t2m = 1 . Ïóñòü {ϕ̂pi : i = 0, 1, . . . ,m} �áàçèñíûå �óíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ óçëîâ ω̂p, p = 1, 2 , òî åñòü ýòî ïîëèíîìû ñòåïåíè
m , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ϕ̂pi(tpj) = δij äëÿ âñåõ i, j = 0, 1, . . . ,m . Äëÿ �óíê-öèé, íåïðåðûâíûõ â îêðåñòíîñòè òî÷åê ω̂p , îïðåäåëèì îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè âïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ Pm(ê) �îðìóëîé

π̂pû(t) =
m

∑

i=0

û(tpi)ϕpi(t).Õîðîøî èçâåñòíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè â íîðìàõïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà äëÿ �óíêöèé û ∈ Hm+1(ê) :
‖Ds(û − π̂pû)‖L2(ê)

≤ ĉ‖Dm+1û‖L2(ê)
, s = 0, 1, . . . ,m+ 1. (10)Ïîñòîÿííàÿ ĉ çàâèñèò çäåñü òîëüêî îò m, s è îò âûáîðà ñåòêè ω̂p . Ýòîò ðåçóëüòàòîáîáùàåòñÿ íà âåñîâûå íîðìû.
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−s − α ≥ 0, 3) α < 1/2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ ĉ > 0 , ÷òî äëÿëþáîé �óíêöèè û ∈ Hm+1

β (ê) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖Ds(û − π̂1û)‖L2,α(ê) ≤ ĉ‖Dm+1û‖L2,β(ê). (11)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Hm+1

β (ê) ⊂ C(0, 1] è t10 > 0 , òî îïåðàòîð èí-òåðïîëèðîâàíèÿ π̂1 : Hm+1
β (ê) → Pm(ê) íåïðåðûâåí. Óñëîâèÿ ëåììû ñîãëàñíîòåîðåìå 1 îáåñïå÷èâàþò íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ Hm+1

β (ê) ⊂ Hs
α(ê) , òî åñòü íåïðå-ðûâíîñòü òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà Î : Hm+1

β (ê) → Hs
α(ê) . Íàêîíåö, èç ïîñëåäíåãîóñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Pm(ê) ⊂ Hs

α(ê) . Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé îïå-ðàòîð L = Î − π̂1 : Hm+1
β (ê) → Hs

α(ê) íåïðåðûâåí. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Lψ = 0 äëÿëþáîãî ïîëèíîìà ψ ∈ Pm(ê) , ïîëó÷èì
‖Ds(û − π̂1û)‖L2,α(ê) = ‖DsL(û− ψ)‖L2,α(ê) ≤ c1‖û− ψ‖Hm+1

β (ê) ≤

≤ c2(‖D
m+1û‖L2,β(ê) +

m
∑

j=0

|Dj û(1) −Djψ(1)|) ∀ψ ∈ Pm(ê).Âûáðàâ çäåñü ψ ∈ Pm(ê) èç óñëîâèé Djψ(1) = Dj û(1) äëÿ j = 0, 1, . . . ,m , ïîëó÷èìòðåáóåìóþ îöåíêó.Çàìå÷àíèå. Åñëè Hm+1
β (ê) ⊂ C[0, 1] (÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ m+ 1/2 + β >

> 0), òî ëåììà îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè âìåñòî π̂1 âçÿòü π̂2 .Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ek �óíêöèÿ Φk(t) = hkt + xk−1 îòîáðàæà-åò áàçèñíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ê íà ek . Ïîëîæèì ω1 = Φ1(ω̂1) = {x1i : i =
= 0, 1, . . . ,m} ⊂ (0, h1] è ωk = Φk(ω̂2) = {xki : i = 0, 1, . . . ,m} ⊂ ek äëÿ k ≥ 2 .Òîãäà �óíêöèè ϕ1i(x) = ϕ̂1i(Φ

−1
1 (x)), i = 0, 1, . . . ,m, îáðàçóþò áàçèñ Ëàãðàíæà íàýëåìåíòå e1 òàê æå, êàê è �óíêöèè ϕki(x) = ϕ̂2i(Φ

−1
k (x)), i = 0, 1, . . . ,m, îáðàçóþòáàçèñ Ëàãðàíæà íà ýëåìåíòå ek äëÿ k ≥ 2 .Äëÿ �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà ïîëóèíòåðâàëå (0, 1] , ìîæåì îïðåäåëèòü ëîêàëü-íûå îïåðàòîðû èíòåðïîëÿöèè πk : C(0, 1] → Pm(ek) , ïîëàãàÿ

πku(x) =

m
∑

i=0

u(xki)ϕki(x).Ïðè ýòîì äëÿ û(t) = u(Φk(t)) ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà π̂1û(t) = (π1u)(Φ1(t)) è
π̂2û(t) = (πku)(Φk(t)) (k ≥ 2). Òàê êàê íà ñòûêàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ xk, k =
= 1, . . . , n− 1, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ϕkm(xk) = ϕk+1,0(xk) = 1 , òî πku(xk − 0) =
= πk+1u(xk + 0) = u(xk) . Ïîýòîìó �îðìóëîé

Πhu|ek
= πku ∀k = 1, . . . , nêîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè Πh :

C(0, 1] → Sm
h âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1] .Òåîðåìà 8. Åñëè α < 1/2 è m + β − α > 0 , òî äëÿ äëÿ ëþáîé �óíêöèè

u ∈ Hm+1
β (Ω) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Ds(u − πku)‖L2,α(ek) ≤ c1h
m+1−s
k xβ−α

k ‖Dm+1u‖L2,β(ek), k = 1, . . . , n, (12)
‖Ds(u− Πhu)‖L2,α(Ω) ≤ c2h

θ‖Dm+1u‖L2,β(Ω), (13)ãäå s = 0, 1 è θ = min(m+ 1 − s,m+ 1 + β − α− s) .



ÑÕÅÌÛ ÌÊÝ ÂÛÑÎÊÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 73Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = Φ1(t) , ëåììó 5 è çà-òåì îáðàòíóþ çàìåíó, ïîëó÷èì ëîêàëüíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè èíòåðïîëÿöèè íàêîíå÷íîì ýëåìåíòå e1 :
‖Ds(u − π1u)‖

2
L2,α(e1) = h

1−2(s+α)
1 ‖Ds(û − π̂1û)‖

2
L2,α(ê) ≤

≤ c1h
1−2(s+α)
1 ‖Dm+1û‖

2

L2,β(ê) = c1h
2(m+1−s)
1 x

2(β−α)
1 ‖Dm+1u‖

2

L2,β(e1).Äëÿ k ≥ 2 òàêæå èñïîëüçóåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x = Φk(t) è îöåíêè (9), (10).Òîãäà
‖Ds(u − πku)‖

2
L2,α(ek) ≤ c(−2α)x−2α

k ‖Ds(u − πku)‖
2
L2(ek) ≤

≤ c2h
2(m+1−s)
k x−2α

k ‖Dm+1u‖
2

L2(ek) ≤ c2h
2(m+1−s)
k x2β−2α

k c(2β)‖Dm+1u‖
2

L2,β(ek).Ïóñòü θ = min(m+1−s,m+1+β−α−s) . Ïîñêîëüêó hk ≤ xk ≤ 1 , òî hm+1−s
k xβ−α

k ≤
≤ hθ

k ≤ hθ . Èç ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî
‖Ds(u− Πhu)‖

2
L2,α(ek) = ‖Ds(u − πku)‖

2
L2,α(ek) ≤ c2h

2θ‖Dm+1u‖
2

L2,β(ek).Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî k = 1, . . . , n , ïîëó÷èì ãëîáàëüíóþ îöåíêó ïîãðåø-íîñòè (13).3.2. Ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âû-äåëåíèåì îñîáåííîñòè. Ïóñòü α/2−m < γ < 1/2 , f ∈ Hm−1
γ (Ω) , a, b ∈Wm

∞
(Ω) .Ïîñêîëüêó 1/2 > γ > α/2 −m > α − (m − 1) − 3/2 , òî â ñèëó òåîðåìû 7 ðåøåíèåêðàåâîé çàäà÷è (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå u(x) = gϕ(x) + σ(x)û(x) , ãäå ϕ(x) ��óíêöèÿ ïðîäîëæåíèÿ äëÿ êëàññà Hm−1

γ (Ω) , à �óíêöèÿ û(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìâàðèàöèîííîé çàäà÷è
a(σû, σv̂) =

∫

Ω

σ(x)f(x)v̂(x) dx − ga(ϕ, σv̂) ∀v̂ ∈ V̂è èìååò ìåñòî îöåíêà ‖û‖Hm+1

γ−1

≤ c(‖f‖Hm−1
γ

+ |g|) . Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ çàäà÷è (1) âîçüìåì �óíêöèþ uh(x) = gϕ(x) + σ(x)ûh(x) , ãäå ûh ∈ V̂h =
{Sm

h : v̂(1) = 0} åñòü ðåøåíèå çàäà÷è
a(σûh, σv̂) =

∫

Ω

σ(x)f(x)v̂(x)dx − ga(ϕ, σv̂) ∀v̂ ∈ V̂h. (14)Òåîðåìà 9. Ïóñòü α/2−m < γ < 1/2 , a, b ∈ Wm
∞

(Ω) . Òîãäà äëÿ f ∈ Hm−1
γ (Ω)ñïðàâåäëèâû îöåíêè ïîãðåøíîñòè

‖u− uh‖H1
−α/2

∼ ‖u− uh‖a
= ‖û− ûh‖â

∼ ‖û− ûh‖H1
α/2

≤ chθ(‖f‖Hm−1
γ

+ |g|),ãäå θ = min(m,m+ γ − α/2) .Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåò òîëüêî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. Èçëåììû Ñåà [16, ñ. 109℄ è èç îöåíêè (13) ïîëó÷èì
‖û− ûh‖H1

α/2

≤ c1‖û− Πhû‖H1
α/2

≤ c2h
θ‖Dm+1û‖L2,γ−1

≤ c3h
θ‖f‖Hm−1

γ
.
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∞

(Ω) è f ∈ Wm−1
∞

(Ω) , òî äëÿ ñõåì (14) èìåþòìåñòî îöåíêè ïîãðåøíîñòè
‖u− uh‖H1

−α/2

∼ ‖u− uh‖a
= ‖û− ûh‖â

∼ ‖û− ûh‖H1
α/2

≤ chm(‖f‖W m−1
∞

+ |g|).Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû, ïîñêîëüêó ïðè α < 1ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå Wm−1
∞

(Ω) ⊂ Hm−1
α/2 (Ω) .4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû×åðåç u îáîçíà÷èì òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, ÷åðåç un � ïðèáëèæåííîå êîíå÷-íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå íà ñåòêå ñ n ýëåìåíòàìè. Åñëè p � ïîðÿäîê ñõîäèìîñòèìåòîäà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íîðìû ‖ · ‖ , òî åñòü ‖un − u‖ ≤ Cn−p , òî èç íåðà-âåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà np‖un−u2n‖ ≤ C(1+2−p) ≡ const . Ìîæíîäîêàçàòü è îáðàòíîå: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî p âåëè÷èíû np‖un − u2n‖ îãðàíè÷åíûïðè n → ∞ , òî â ðàññìàòðèâàåìîé íîðìå ìåòîä ñõîäèòñÿ ñ ïîðÿäêîì p , òî åñòüñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C , ÷òî ‖un − u‖ ≤ Cn−p . Ýòî ïîçâîëÿåò ÷èñëåííîïîäòâåðæäàòü óñòàíîâëåííûé òåîðåòè÷åñêè ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà.Òàáë. 1

m \ α −0.9 −0.5 −0.1 0 0.1 0.5 0.91 0.63 0.29 0.26 0.26 0.26 0.26 0.272 0.18 0.09 0.09 0.09 0.10 0.12 0.143 0.86 0.86 0.98 1.02 1.07 1.34 1.66Äëÿ çàäà÷è (1) áûë ïðîâåäåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ðåçóëüòàòû êîòî-ðûõ ïîäòâåðæäàþò òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè â òåîðåìå 9 è â ñëåäñòâèè 1. Â ÷àñòíîñòè,äëÿ ñòåïåíè ïîëèíîìîâ íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå m = 1, 2, 3 âû÷èñëÿëèñü âåëè÷èíû
nm‖un−u2n‖a , êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿëèñü ñ ðîñòîì n . Â òàáë. 1 ïðèâîäÿòñÿðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ a(x) = 1+2x+3x2 , b(x) = 1+4x2 +5x3 , f(x) = cosx ,
g = 2 íà ñåòêàõ ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ n = 16, 32, 64, 128, 256, 512 .�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 06-01-0063).SummaryS.I. Tayupov, M.R. Timerbaev. Finite element s
hemes of a high a

ura
y order for two-pointed heterogeneous boundary-value problem with degeneration.The purpose of the paper is 
onstru
tion of a �nite element s
hemes with a high ap-proximation order for two-pointed heterogeneous boundary-value problem with degenerated
oe�
ients, based on a multipli
ative allo
ation of singularities. It is proved, that this methodhas optimal order of 
onvergen
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