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Аннотация

Рассмотрена стандартная для аттестации штучной продукции задача оценки доли
некондиционных изделий в рамках байесовской парадигмы к проблеме оптимального
оценивания. Эта задача сведена к оценке вероятности успеха испытания в биномиальной
схеме при квадратичной функции потерь при априорном бета-распределении. В отличие
от классического подхода к оцениванию параметра, предложено использовать d -апосте-
риорный подход к построению гарантийных статистических решений. Построены оценки
с равномерно минимальным d -риском, а также байесовская оценка, которая необходима
для построения d -гарантийной последовательной процедуры «первого перескока». После-
довательная процедура приводит к значительному уменьшению объёму инспекции партии
продукции. В связи с этим решается задача планирования объёма испытаний, гаранти-
рующего заданное ограничение на d -риск.

Ключевые слова: оценка биномиальной вероятности, байесовская оценка, оценка
с равномерно-минимальным d -риском, квадратичная функция потерь, априорное бета-
распределение, необходимый объём выборки

Введение

Оценка вероятности θ осуществления некоторого события по данным наблю-
дений в схеме Бернулли – классическая задача математической статистики [4].
В ряде прикладных исследований, например при аттестации продукции, выпуска-
емой предприятием, по качественному признаку, значение вероятности θ является
реализацией случайной величины. В таком случае более естественно решать за-
дачу оценки θ в рамках байесовской парадигмы. В настоящей статье в случае
выборки фиксированного объёма n строятся байесовская и с равномерно мини-
мальным d-риском (см. [5–7]) оценки параметра θ при квадратичной функции
потерь (определение функции d-риска процедуры статистического вывода см. [8]).
В качестве априорного распределения выбирается бета-распределение, которое об-
ладает большим разнообразием форм функции плотности [9] и которое обычно ис-
пользуется при построении статистических процедур приёмочного контроля [10].
Вычисляются d-риски этих оценок, развиваются методы определения минималь-
ного объёма выборки, гарантирующие заданные ограничения на d-риск оценки.

Планирование объёма испытаний с заданным ограничением на квадратич-
ный риск представляет незначительный интерес для практики, более естествен-
но использовать функцию потерь типа 1-0, определяющую относительную ошибку
оценки. Как известно, необходимый объём выборки как наименьший объём наблю-
дений, при котором существует гарантийный статистический вывод, определяется
по риску минимаксной оценки [11]. Построение такой оценки обычно основывается
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на отыскании так называемого «наименее благоприятного априорного распределе-
ния», которое при функции потерь типа 1-0 является дискретным и сосредоточен-
ным в конечном числе точек [12]. Таким образом, в рамках небайесовской стати-
стики планирование объёма наблюдений по заданным ограничениям на точность
и надёжность оценки является практически неразрешимой задачей. В настоящей
статье предлагается решение этой задачи в рамках d-апостериорного подхода к
проблеме гарантийности статистического вывода, когда ограничения делаются на
дисперсию оценки.

1. Оценка вероятности по фиксированному объёму выборки

Пусть (X1, . . . , Xn) – случайная выборка объёма n из двухточечного распре-
деления (Бернулли) и θ = P (X1 = 1). Предполагается, что θ есть реализация
случайной величины ϑ с априорным бета-распределением, функция плотности ко-
торого

g(θ) =
1

B(p, q)
θp−1(1− θ)q−1, θ ∈ [0; 1], p, q > 0.

В схеме испытаний Бернулли существует достаточная статистика

T =
n∑

i=1

Xi,

имеющая биномиальное распределение с параметрам θ и n так, что апостери-
орное распределение ϑ зависит только от значения этой статистики. Априорное
бета-распределение является сопряженным, и, как известно, апостериорное распре-
деление является также бета-распределением с параметрами T + p и n−T + p+ q.

Предложение 1. Баейсовская оценка параметра θ при квадратичной функ-
ции потерь имеет вид

θB(T ) =
T + p

n + p + q
, (1)

в то время как оценка с равномерно минимальным d-риском (U -оценка) имеет
следующий вид:

θ̃ ∈





[
0;

p + 1
n + 1 + p + q

)
, если t = 0,

[
p + n

n + 1 + p + q
;n

]
, если t = n,

[
p + k

n + 1 + p + q
;

p + k + 1
n + 1 + p + q

)
, если 1 6 t 6 n− 1.

(2)

Доказательство. При квадратичной функции потерь апостериорный риск
равен сумме дисперсии апостериорного распределения и квадрата отклонения апо-
стериорного среднего от принятого решения:

R(d | t) =
(t + p)(n− t + q)

(n + p + q)2(n + 1 + p + q)
+

(
d− t + p

n + p + q

)2

. (3)

Таким образом, байесовская оценка, которая минимизирует (3) по d , равна правой
части (1).
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Чтобы найти оценку с равномерно минимальным d-риском, представим (3)
в виде квадратичной функции t

R(d | t) =
1

(n + p + q)(n + 1 + p + q)
t2 +

1 + 2p− 2d(n + 1 + p + q)
(n + p + q)(n + 1 + p + q)

t +

+
p(1 + p)

(n + p + q)(1 + n + p + q)
− 2pd

n + p + q
+ d2.

Минимум этой функции достигается в точке

t∗ = d(n + 1 + p + q)− p− 1
2
.

Так как T может принимать только целые числа от 0 до n , минимум апостериор-
ного риска будет достигаться в ближайшей к t∗ точке от 0 до n

t̃ =





0, для любых d <
p + 1

n + 1 + p + q
,

n, для любых d > p + n

n + 1 + p + q
,

k, для любых
p + k

n + 1 + p + q
6 d <

p + k + 1
n + 1 + p + q

, k = 1, . . . , n− 1.

Таким образом, любая оценка, удовлетворяющая условию (2), будет являться
оценкой с равномерно минимальным d-риском.

Предложение 2. d-риск байесовской оценки равен

R(d | θB) =
d(1− d)

n + 1 + p + q
, (4)

а d-риск оценки с равномерно минимальным d-риском –

R(d | θU ) =
d(1− d)
n + p + q

− 1
4(n + p + q)(n + 1 + p + q)

.

Наименьший объём наблюдений, при котором существует оценка θ с заданным
ограничением r на квадратичный риск, равен

ñ = ñ(r) =
1
4r
− 1− p− q. (5)

Доказательство. d-риск байесовской оценки можно найти, если подставить
точку t = d(n+p+q)−p , в которой достигается равенство θB(t) = d , в уравнение (3)
для апостериорного риска. После несложных преобразований получаем, что d-риск
байесовской оценки имеет вид (4).

Пусть

ΘB =
{

d : d =
t + p

n + p + q
, t = 0, 1, . . . , n

}

есть множество значений байесовской оценки. Если 1/2 ∈ ΘB , то максимум d-
риска равен 1/4(n + 1 + p + q). Таким образом, целая часть (с округлением вверх)

ñ = ñ(r) =
1
4r
− 1− p− q
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есть минимальный объём выборки, обеспечивающий заданное ограничение r на d-
риск байесовской оценки: R(d | θB) 6 r .

Легко видеть, что байесовская оценка θB может быть представлена в том же
виде (2), что и оценка с равномерно минимальным d-риском, то есть её можно
было бы назвать оценкой с равномерно минимальным d-риском. Однако такое
название претенциозно, поскольку относится только к оценкам, которые прини-
мают все свои значения внутри носителя байесовской оценки. Понятно, что из
всевозможных оценок этому свойству удовлетворяет только байесовская оценка.

Другая оценка, претендующая на звание U -оценки [5, 6], получается из выра-
жения для t∗ :

θU =
T + p + 1/2
n + 1 + p + q

.

Ясно, что d-риск этой оценки имеет вид

R(d | θU ) =
d(1− d)
n + p + q

− 1
4(n + p + q)(n + 1 + p + q)

при d , принадлежащих носителю θU .

Сравнивать θB , θU по d-риску в каждой точке d не имеет смысла, но их можно
сравнить по максимальным значениям d-рисков. Если не обращать внимание на
возможные значения d , а считать d ∈ [0; 1] , то, как и у байесовской оценки, мак-
симум d-риска оценки θU достигается при d = 1/2 и равен тому же значению
1/4(n+1+p+q). Следовательно, минимальный требуемый объём наблюдений для
гарантийной оценки θU не превосходит целой части (с округлением вверх) числа ñ,
то есть совпадает с минимальным требуемым объёмом гарантийности баейсовской
оценки.

Оценка с равномерно-минимальным d-риском является минимальной в классе
всех оценок, d-риск которых имеет носитель, совпадающий с d-риском оценки θU ,
следовательно, ñ является необходимым объёмом выборки n∗ , то есть наименьшим
объёмом наблюдений, при котором существует d-гарантийная оценка θ [11].

2. Последовательная d-гарантийная процедура оценивания

В соответствии с определением процедуры первого перескока [8] её область про-
должения наблюдений определяется заданным ограничением r на апостериорный
риск (3), в который вместо d подставляется байесовcкая оценка. Следовательно,
момент остановки этой процедуры определяется как

ν = min





n :
(

n∑
i=1

Xi + p)(n−
n∑

i=1

Xi + q)

(n + p + q)2(n + 1 + p + q)
≤ r





.

Поскольку апостериорный риск есть монотонно убывающая функция от стати-
стики T , процедура первого перескока всегда останавливается на шаге, не превос-
ходящем необходимый объём выборки (5).

Если истинное значение θ превосходит 0.1, то естественно ограничение r
должно иметь порядок 0.01 (точность оценки вероятности должна быть хотя бы на
порядок меньше самого значения вероятности). Когда априорное распределение не
является вырожденным (практически сосредоточенным в одной точке), то необхо-
димый объём выборки имеет порядок 2 ·103 – 2.5 ·103 . Таким образом, как и в слу-
чае классических (небайесовских) оценок вероятности, приемлемые ограничения
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на точность и надёжность оценивания возможны лишь при практически огром-
ных объёмах наблюдений. Процедура первого перескока в среднем даёт несколько
меньший объём наблюдений, но, как показывают результаты статистического мо-
делирования, порядок объёма наблюдений 103 остаётся неизменным.
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в рамках научного проекта № 18-31-00094.
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Abstract

The standard problem of assessing the proportion of substandard products was considered
in the framework of the Bayesian paradigm in the sense of the problem of optimal estima-
tion. This problem was reduced to assessing the probability of success in a binomial scheme
with a quadratic loss function for which a prior beta distribution applies. Unlike the classical
approach to parameter estimation, we used the d -posterior approach to construct statistical
guarantee solutions. Estimates with the uniformly minimal d -risk and the Bayesian esti-
mate are constructed. The last one is necessary for designing a d -guaranteed sequential “first
crossing” procedure. The sequential procedure leads to significant reduction of the inspec-
tion volume of products batch. In this regard, the task of planning the volume of tests that
guarantees a given restriction on d -risk was solved.

Keywords: binomial probability estimate, Bayesian estimate, estimate with uniformly
minimal d -risk, quadratic loss function, prior Beta distribution, necessary sample size
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