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Ïëàíèìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè

Áåëüòðàìè�Êëåéíà

1. Ïÿòûé ïîñòóëàò è êðàòêàÿ èñòîðèÿ ñîçäàíèÿ íååâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè

Â �Íà÷àëàõ� Åâêëèäà (îê. 300 äî í. ý.) ïÿòûé ïîñòóëàò ãëàñèò: �È åñëè ïðÿìàÿ,
ïàäàþùàÿ íà äâå ïðÿìûå, îáðàçóåò âíóòðåííèå è ïî îäíó ñòîðîíó óãëû, [â ñóììå]
ìåíüøèå äâóõ ïðÿìûõ, òî ïðîäîëæåííûå ýòè ïðÿìûå íåîãðàíè÷åííî âñòðåòÿòñÿ
ñ òîé ñòîðîíû, ãäå óãëû ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ�. Îêîëî 2000 ëåò ìàòåìàòèêè
ïûòàëèñü äîêàçàòü ïÿòûé ïîñòóëàò, èñïîëüçóÿ îñòàëüíûå ïîñòóëàòû è àêñèîìû
Åâêëèäà.

Íàïðèìåð, ó Ôàðêàøà Áîéÿè (1775�1856) (äðóãà Ê. Ãàóññà è îòöà ßíîøà
Áîéÿè) ïîñëåäíåå äîêàçàòåëüñòâî ïÿòîãî ïîñòóëàòà áûëî îïóáëèêîâàíî â 1851
ãîäó.

Ê. Ô. Ãàóññ (1777�1855) íà÷àë èñêàòü äîêàçàòåëüñòâî ïÿòîãî ïîñòóëàòà â 1792
ãîäó. Â 1816 ãîäó åãî ó÷åíèê Ôðèäðèõ Ëþäâèã Âàõòåð (1792�1818) ñîîáùèë åìó
â ïèñüìå, ÷òî ïðè íåâûïîëíåíèè ïÿòîãî ïîñòóëàòà íà îðèñôåðå (ñîâðåìåííûé
òåðìèí) èìååò ìåñòî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.
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Îäíàêî, â 1817 ãîäó âûøëà áðîøþðà Ô. Âàõòåðà ñ ïîïûòêîé äîêàçàòåëüñòâà
ïÿòîãî ïîñòóëàòà.

Ê 1817 ãîäó Ê. Ãàóññ ïîíÿë, ÷òî åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî
âîçìîæíîé, ýòî ñëåäóåò èç åãî ïåðåïèñêè.

Äî ýòîãî îí ðàçäåëÿë òî÷êó çðåíèÿ È. Êàíòà, êîòîðûé ñ÷èòàë ïîíÿòèÿ åâêëè-
äîâîé ãåîìåòðèè àïðèîðíûìè.

Â 1831 ãîäó â ïèñüìå ê Ã.Ê. Øóìàõåðó îí íàçûâàåò íîâóþ ãåîìåòðèþ íååâêëè-
äîâîé. Äî ýòîãî åìó íðàâèëîñü íàçâàíèå Ôåðäèíàíäà Êàðëà Øâåéêàðòà (1780-
1859) � àñòðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Çàìåòêó ñ íåêîòîðûìè óòâåðæäåíèÿìè èç àñòðàëüíîé ãåîìåòðèè Ãàóññ ïîëó-
÷èë â ÿíâàðå 1819 ãîäà. Â îòâåòíîì ïèñüìå îí õâàëèò Ô. Øâåéêàðòà, íî òàì æå
ïèøåò: �Ïî÷òè âñå ýòî ñïèñàíî ñ ìîåé äóøè�.

Â 1824 ãîäó Ê. Ãàóññ ñîîáùàåò íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé èç àñòðàëüíîé ãåîìåò-
ðèè â ïèñüìå Ôðàíöó Àäîëüôó Òàóðèíóñó (1794�1874), êîòîðûé ïîä âëÿíèåì
ñâîåãî äÿäè Ô. Øâåéêàðòà çàèíòåðåñîâàëñÿ ïðîáëåìîé ïÿòîãî ïîñòóëàòà.

Â ïèñüìå îí íàñòîÿòåëüíî òðåáîâàë, ÷òîáû ðåçóëüòàòû íèêàêèì îáðàçîì íå
ñäåëàëèñü îáùèì äîñòîÿíèåì. È ñàì íå ïóáëèêîâàë ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ ïî íååâ-
êëèäîâîé ãåîìåòðèè.

Ô. Òàóðèíóñ ïóáëèêóåò äâå áðîøþðû â 1825 è 1826 ãã. Âî âòîðîé îí â ñâî-
åé �ëîãàðèôìî-ñôåðè÷åñêîé� ãåîìåòðèè íàøåë ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè, äëèíó
îêðóæíîñòè, ïëîùàäü êðóãà è îáúåì øàðà.

Â ïðåäèñëîâèè ê ïåðâîé áðîøþðå îí ïðîñèò Ê. Ãàóññà îïóáëèêîâàòü ñâîè
âîççðåíèÿ ïî ýòîìó âîïðîñó.

Ïîñëå ýòîãî Ê. Ãàóññ ïðåêðàòèë ñ íèì ïåðåïèñêó, à Ô. Òàóðèíóñ â ãëóáîêîì
îò÷àÿíèè ñæåã âñå ñîõðàíèâøèåñÿ ó íåãî ýêçåìïëÿðû ñâîåé áðîøþðû è ê ýòîé
òåìàòèêå íå âîçâðàùàëñÿ. Â Åâðîïå ñîõðàíèëèñü ëèøü íåñêîëüêî ýêçåìïëÿðîâ,
îäèí èç êîòîðûõ áûë îïóáëèêîâàí â 1895 ãîäó Ô. Ýíãåëåì.

Ô. Òàóðèíóñ ñàì íå ïîíÿë çíà÷åíèÿ ñâîèõ äîñòèæåíèé è ñ÷èòàë èñòèííîé
èìåííî åâêëèäîâó ãåîìåòðèþ. Åãî, íàïðèìåð, èñïóãàëî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
íååâêëèäîâûõ ãåîìåòðèé, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðàìåòðà.
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Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà áåñêîíå÷íî áîëüøîìó çíà÷åíèþ ýòîãî
ïàðàìåòðà.

Í.È. Ëîáà÷åâñêèé íà÷àë èññëåäîâàòü íååâêëèäîâó ãåîìåòðèþ ïðèìåðíî â
1823 ãîäó. 7.02.1826 ïî ñòàðîìó ñòèëþ îí ïðåäñòàâèë â Îòäåëåíèå ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà â ïèñüìåííîì âèäå ñî÷èíåíèå:
�Ñæàòîå èçëîæåíèå íà÷àë ãåîìåòðèè ñî ñòðîãèì äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû î ïà-
ðàëëåëüíûõ� (íà ôðàíöóçêîì ÿçûêå) äëÿ ïóáëèêàöèè â �Ó÷åíûõ çàïèñêàõ� ýòîãî
Îòäåëåíèÿ.

11.02.1826 ïî ñòàðîìó ñòèëþ äîêëàä áûë ïåðåäàí äëÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ îòçûâà
äâóì ïðîôåññîðàì è îäíîìó àäúþíêòó. Íî èçäàíèå íå îñóùåñòâèëîñü.

Îòçûâû è ðóêîïèñü íå ñîõðàíèëèñü. Ñî÷èíåíèå áûëî âêëþ÷åíî Í. È. Ëîáà-
÷åâñêèì â ñòàòüþ: �Î íà÷àëàõ ãåîìåòðèè�, íàïå÷àòàííîé â æóðíàëå �Êàçàíñêèé
âåñòíèê� â 1829-1830 ãã.

Â íåé âïåðâûå ïîÿâèëàñü íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ, êîòîðóþ òî÷íåå íàçûâàòü
� ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî. Ñàì Ëîáà÷åâñêèé íàçûâàë ýòó ãåîìåòðèþ ñíà÷àëà
âîîáðàæàåìîé, à â 1855 ãîäó ïàíãåîìåòðèåé.

Â 1831 ãîäó Ôàðêàø Áîéÿè ïîñëàë íà îòçûâ Ê. Ãàóññó ñî÷èíåíèå ßíîøà Áîéÿè
�Ïðèëîæåíèå, ñîäåðæàùåå íàóêó î ïðîñòðàíñòâå, àáñîëþòíî èñòèííóþ, íå çàâè-
ñÿùóþ îò èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè XI àêñèîìû Åâêëèäà (÷òî a priori íèêîãäà
ðåøåíî áûòü íå ìîæåò)� (íà ëàòèíñêîì ÿçûêå).

Ïåðâûé ýêçåìïëÿð áûë óòåðÿí ïðè ïåðåñûëêå, âòîðîé Ê. Ãàóññ ïîëó÷èë â
íà÷àëå ôåâðàëÿ 1832 ãîäà è 6 ìàðòà äàë îòçûâ â îòâåòíîì ïèñüìå.

Â îòçûâå îí ñîîáùèë, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû åìó óæå èçâåñòíû, è îí íå ìîæåò
ïîõâàëèòü ýòó ðàáîòó, íî â ïèñüìå Ê. Ãåðëèíãó íàçâàë ß. Áîéÿè ãåíèåì ïåðâîé
âåëè÷èíû.

Ïîëíîñòüþ �Àppendix� ß. Áîéÿè ê êóðñó ìàòåìàòèêè Ô. Áîéÿè áûë îïóáëè-
êîâàí â 1832 ã.
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2. Ìîäåëü Áåëüòðàìè�Êëåéíà ïëàíèìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî ïðîùå âñåãî èçó÷àòü, èñïîëüçóÿ
÷åòûðå îñíîâíûå åå ìîäåëè è ñâÿçè ìåæäó íèìè.

Ïåðâàÿ áûëà ñîçäàíà Ý. Áåëüòðàìè â 1868 ã., à òðè èç íèõ áûëè ñîçäàíû À.
Ïóàíêàðå â 1882, 1887, 1891 è 1906 ãã.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëü Áåëüòðàìè ïðàâèëüíåå íàçûâàòü (ïî ïðåäëîæåíèþ
Á. À. Ðîçåíôåëüäà) ìîäåëüþ Áåëüòðàìè�Êëåéíà ïëàíèìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, ïî-
ñêîëüêó Ô. Êëåéí â 1871 ãîäó óñòàíîâèë ïðîåêòèâíóþ ïðèðîäó ýòîé ìîäåëè è
ïðåäñòàâëåíèå äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî êîëëèíåàöèÿìè, ïåðåâîäÿùè-
ìè â ñåáÿ êðóã.

Ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü Áåëüòðàìè�Êëåéíà, òàê êàê îíà èìååò âàæíîå çíà÷å-
íèå è äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ãåîìåòðèåé Ëîáà÷åâñêîãî è ñïåöèàëüíîé
òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè.

Ñ ïîìîùüþ íåå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà îòíîñèòåëüíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ïî îòíîøåíèþ ê ãåîìåòðèè Åâêëèäà, à çàòåì è ïî îò-
íîøåíèþ ê òåîðèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ò.å. ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî íåïðîòè-
âîðå÷èâà, åñëè íåïðîòèâîðå÷èâà òåîðèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ý. Áåëüòðàìè ïîêàçàë, ÷òî îáëàñòü èç ýòîé ìîäåëè ìîæíî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî è ñ ñîõðàíåíèåì äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã îòîáðàçèòü íà îáëàñòü
ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñôåðîé. Ñì. èçîáðàæåíèå ïñåâäîñôåðû.
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Ïóñòü Λ = B(O, r) (S(O, r)) � îòêðûòûé êðóã (îêðóæíîñòü) ðàäèóñà r ñ
öåíòðîì â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå O åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè E.

Òî÷êà â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî åñòü òî÷êà
â êðóãå Λ, ïðÿìàÿ (èëè ë-ïðÿìàÿ, åñëè åå íóæíî îòëè÷èòü îò åâêëèäîâîé ïðÿìîé)
� õîðäà ýòîãî êðóãà (î÷åâèäíî, áåç êîíöîâ), ë-îòðåçîê � îòðåçîê íà íåêîòîðîé
õîðäå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |xy| ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ E è ÷åðåç L[x, u) ⊂ E
� ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùèé òî÷êó u 6= x.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé ïàðå òî÷åê x, y ∈ Λ íåîòðèöàòåëüíîå âåùå-
ñòâåííîå ÷èñëî ρ(x, y) òàêîå, ÷òî

ρ(x, x) = 0 è ïðè x 6= y ρ(x, y) =
k

2
ln
|xv||yu|
|xu||yv|

,

ãäå v (u) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à L[x, y) (L[y, x)) ñ îêðóæíîñòüþ S(O, r), k
� íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Îòìåòèì, ÷òî ïîä çíàêîì
íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà íàõîäèòñÿ òàê íàçûâàåìîå ñëîæíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ
òî÷åê x, y, v, u íà ïðÿìîé.

Åñëè ë-ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå êðóãà, òî çà âåëè÷èíó ë-óãëà, îáðà-
çîâàííîãî èìè, ïðèíèìàåòñÿ âåëè÷èíà åâêëèäîâà óãëà ìåæäó íèìè.
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Åñëè ë-ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ íå â öåíòðå, òî âåëè÷èíà ë-óãëà åñòü âåëè÷èíà å-
óãëà ìåæäó äóãàìè îêðóæíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îêðóæíîñòè S(O, r), îäíà
èç êîòîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç êîíöû îäíîé, à äðóãàÿ � ÷åðåç êîíöû âòîðîé õîðäû.

Äëÿ äàííîé õîðäû öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå êîíöû ïåðïåí-
äèêóëÿðíî îêðóæíîñòè S(O, r), íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê
îêðóæíîñòè S(O, r), ïðîâåäåííûõ â êîíöàõ õîðäû.

Ïóñòü òî÷êà Z íå ïðèíàäëåæèò ë-ïðÿìîé P [X, Y ]. Ë-ëó÷ L[Z,A) íàçûâàåò-
ñÿ ë-ïàðàëëåëüíûì ë-ëó÷ó L[X, Y ), åñëè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ëó÷åé ñ
îêðóæíîñòüþ S(0, r) ñîâïàäàþò.

Ïðÿìûå P [Z,A] è P [X, Y ] íàçûâàþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ïàðàëëåëüíûìè (â
íàïðàâëåíèè ýòèõ ëó÷åé).

Ïðîâåäåì èç òî÷êè Z ë-ïåðïåíäèêóëÿð P [Z,B] ê ë-ïðÿìîé P [X, Y ].
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Ë-óãîë (è åãî âåëè÷èíà) ìåæäó ë-ëó÷àìè L[Z,A) è L[Z,B) íàçûâàåòñÿ óã-
ëîì ïàðàëëåëüíîñòè (â äàííîé òî÷êå îòíîñèòåëüíî äàííîé îðèåíòèðîâàííîé
ïðÿìîé).

Äâå ë-ïðÿìûå â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íàçûâàþòñÿ ðàñõîäÿùèìè-
ñÿ èëè ñâåðõïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå ÿâëÿþòñÿ ë-
ïàðàëëåëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òî÷êó âíå äàííîé ë-ïðÿìîé â ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî ïðîõîäÿò òî÷íî äâå ïðÿìûå, ë-ïàðàëëåëüíûå äàííîé ë-
ïðÿìîé, è áåñêîíå÷íî ìíîãî ë-ïðÿìûõ, ñâåðõïàðàëëåëüíûõ äàííîé
ë-ïðÿìîé.

Â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà ìû áóäåì çàäàâàòü òî÷êè èõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O è îáîçíà÷àòü ýòè ðàäèóñ-âåêòîðû æèðíûì øðèôòîì.

Íàïîìíèì ôîðìóëû äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîñèíóñà, ñèíóñà, òàíãåíñà è âåòâè
àðåà-êîñèíóñà:

ch t =
et + e−t

2
, sh t =

et − e−t

2
, th t =

sh t

ch t
,

Archu = ln (u+
√
u2 − 1), u ≥ 1.
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Ïîëó÷èì åùå äâå ôîðìóëû äëÿ ðàññòîÿíèÿ ρ (ïåðâàÿ ïîëó÷åíà â 1871 ãîäó
Ô. Êëåéíîì, âòîðàÿ � â 1868 ãîäó Ý. Áåëüòðàìè), èçáàâèâøèñü îò òî÷åê u, v,
ïðèíàäëåæàùèõ òàê íàçûâàåìîìó àáñîëþòó S(0, r) ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî Λ:

ρ(x, y) =
k

2
ln
A+
√

∆

A−
√

∆
, ch

ρ(x, y)

k
=

r2 − (x, y)
√
r2 − x2

√
r2 − y2

,

ãäå ∆ = A2 − B, A = r2 − (x, y), B = (r2 − x2)(r2 − y2), (x, y) � ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîðîâ òî÷åê x, y ∈ Λ, x2 � ñêàëÿðíûé êâàäðàò ðàäèóñ-
âåêòîðà òî÷êè x. Â ÷àñòíîñòè,

ρ(0, y) =
k

2
ln
r + |y|
r − |y|

= kArch
r√

r2 − y2
,

|y| = rth
ρ(0, y)

k
,

ãäå |y| =
√
y2 � åâêëèäîâà äëèíà âåêòîðà y.

3. Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî

Äâèæåíèåì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå f : Λ → Λ ýòîé ïëîñêîñòè íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ, ò.å.
îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: ρ(f(x), f(y)) = ρ(x, y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Λ.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, êîìïîçèöèÿ
äâèæåíèé åñòü äâèæåíèå è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äâèæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì.

Âûÿñíèì, êàêîé âèä èìååò ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå â ìîäåëè Áåëüòðàìè�
Êëåéíà.
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Åñëè ââåñòè ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåí-
òðå O, òî ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë ϕ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñ
âîçìîæíûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ ïðèìåò âèä

x̂ = x cosϕ∓ y sinϕ,

ŷ = x sinϕ± y cosϕ,

ãäå âåðõíèå çíàêè ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî ïîâîðîòó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì â ìîäåëè Áåëüòðàìè�
Êëåéíà.

Ïóñòü e � ôèêñèðîâàííûé åäèíè÷íûé âåêòîð.
Ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ B(0, 1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
x = x1e + x2, ãäå x1 = (x, e) è x2 = x− x1e.

Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð (âäîëü íàïðàâëåííîãî îòðåçêà)
a = pe, ãäå p = |a| < 1, â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
ga : B(0, 1)→ B(0, 1), èìåþùåå âèä

x̂1 =
x1 + p

1 + px1
, x̂2 =

x2
√

1− p2

1 + px1
.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ â âåêòîðíîé ôîðìå

x̂ =
(x1 + p)e

1 + px1
+
x2
√

1− p2

1 + px1
=

((a, x) + a2)a + (a2x− (a, x)a)
√

1− a2

a2(1 + (a, x))
.

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå äëÿ êî-
òîðîãî åñòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð (−a), ò.å. èìååò âèä

g−1
a

= g−a : x1 =
x̂1 − p
1− px̂1

, x2 =
x̂2
√

1− p2

1− px̂1
.

Ïðåäñòàâèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãåîìåòðè÷åñêè.
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Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì â ìîäåëè
Áåëüòðàìè�Êëåéíà.

Ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ìîæíî äàòü åùå îäíî îïðåäåëåíèå âå-
ëè÷èíû ë-óãëà: âåëè÷èíà ë-óãëà åñòü âåëè÷èíà åâêëèäîâà óãëà, ïîëó÷åííîãî
ë-ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì èñõîäíîãî ë-óãëà òàê, ÷òîáû åãî âåðøèíà ïåðåøëà â
öåíòð êðóãà O.

Â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà ëþáîå äâèæåíèå f èìååò âèä êîìïîçèöèè
f = gf(0)◦U ïîâîðîòà U íà íåêîòîðûé óãîë îòíîñèòåëüíî öåíòðà O ñ âîçìîæíûì
îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîãî äèàìåòðà è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà
íà âåêòîð f(0).

Îòìåòèì, ÷òî â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà êîìïîçèöèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ ìîæåò íå îêàçàòüñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì (âîçìîæíî äîáàâëåíèå
ïîâîðîòà íà íåêîòîðûé óãîë).

Åñëè íå âûäåëÿòü ñîñòàâëÿþùèå â äâèæåíèè â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, òî åãî ìîæíî çàïèñàòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

x̂ =
ax+ by + c

px+ qy + r
, ŷ =

lx+my + n

px+ qy + r
,

ãäå âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

a2 + l2 − p2 = b2 +m2 − q2 = −c2 − n2 + r2 = 1,

ab+ lm− pq = ac+ ln− pr = bc+mn− qr = 0.

Â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ïÿòîãî ïî-
ñòóëàòà âñå àêñèîìû ïëàíèìåòðèè Åâêëèäà âåðíû.
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4. Òåîðåìà Ïèôàãîðà. Òåîðåìû ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è
äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ. Äëèíû ñðåäíåé ëèíèè è

ìåäèàíû, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå

Íà÷íåì ñ àíàëîãà òåîðåìû Ïèôàãîðà.
Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ë-òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé cl è êàòåòàìè

al, bl èìååò ìåñòî ôîðìóëà

ch
cl
k

= ch
al

k
ch

bl
k
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

al

k
,

bl
k
,

cl
k

èç àíàëîãà òåîðåìû Ïèôàãîðà ñëåäóþò ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà

1 +
c2l
k2 ≈

(
1 +

a2
l

k2

)(
1 +

b2l
k2

)
, c2l ≈ a2

l + b2l ,

ò.å. â ïðåäåëå ïðè k →∞ àíàëîã ïåðåéäåò â òåîðåìó Ïèôàãîðà, ïîýòîìó ñëîâî
"àíàëîã" ÷àñòî îïóñêàåòñÿ.

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå Í. È. Ëîáà÷åâñêèì, âûðàæàþò óãîë ïàðàë-
ëåëüíîñòè â âèäå ôóíêöèè äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðà xl = ρ(z, b)

αl = 2 arctg e−
xl
k cos αl = th

xl

k
.

Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëîáà÷åâñêîãî.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé âñþäó â îñòàëüíûõ ôîðìóëàõ ýòîãî ðàçäåëà ïî-
ëîæèì k = 1.

Ïóñòü äàí ë-òðåóãîëüíèê ñ äëèíàìè ñòîðîí al, bl, cl è ïðîòèâîëåæàùèìè ýòèì
ñòîðîíàì óãëàìè ñ âåëè÷èíàìè αl, βl, γl ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
òåîðåì ïëàíèìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.
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1. Òåîðåìà ñèíóñîâ.
sh al

sin αl
=

sh bl
sin βl

=
sh cl
sin γl

.

2. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.

ch cl = ch al ch bl − sh al sh bl cos γl.

3. Äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ.

cos γl = − cos αl cos βl + sin αl sin βl ch cl.

Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ó ýòîé òåîðåìû íåò àíàëîãà. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî â ãåî-
ìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íåò ñîáñòâåííûõ ïîäîáèé. Â ÷àñòíîñòè, ëþáûå ïîäîáíûå
ôèãóðû êîíãðóýíòíû.

4. Òåîðåìà î äëèíå ìåäèàíû ml, ïðîâåäåííîé ê ñòîðîíå cl.

ch ml =
ch al + ch bl

2 ch
cl
2

.

5. Òåîðåìà î äëèíå ñðåäíåé ëèíèè dl, ïðîâåäåííîé ê ñòîðîíàì al è bl.

ch dl =
ch al + ch bl + ch cl + 1

4 ch
al

2
ch

bl
2

.

6. Òåîðåìà î áèññåêòðèñå, îñíîâàíèå êîòîðîé äåëèò ñòîðîíó cl íà îòðåçîê
xl, èìåþùèé îáùóþ âåðøèíó ñî ñòîðîíîé al, è îòðåçîê yl, èìåþùèé îáùóþ
âåðøèíó ñî ñòîðîíîé bl.

sh al

sh bl
=

sh xl

sh yl
.

blHHH
HH

�
��

B
BB

al

xl yl
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7. Ñóììà âåëè÷èí âíóòðåííèõ óãëîâ ë-òðåóãîëüíèêà ìåíüøå äâóõ ïðÿìûõ.
Ïîýòîìó äëÿ ë-òðåóãîëüíèêà T ââîäÿò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

σ(T ) = π − (αl + βl + γl),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ (óãëîâûì) äåôåêòîì ë-òðåóãîëüíèêà T .

Äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà Èáí àë-Õàéñàìà�Ëàìáåðòà xyzu ñ ïðÿìûìè
óãëàìè ïðè âåðøèíàõ x, y, z è, ñëåäîâàòåëüíî, îñòðûì óãëîì αl ïðè âåðøèíå u
èìååò ìåñòî ôîðìóëà

sh ρ(x, u) = ch ρ(z, u) sh ρ(y, z).

XXXXXXz
u

x y

8. Íå ÷åðåç âñÿêóþ òî÷êó âíóòðè ë-óãëà ìîæíî ïðîâåñòè ë-ïðÿìóþ, ïåðåñåêà-
þùóþ îáå åãî ñòîðîíû.

9. Ñóùåñòâóþò ë-òðåóãîëüíèêè, ÷åðåç âåðøèíû êîòîðûõ íåâîçìîæíî ïðîâåñòè
îêðóæíîñòü.

10. Íå ó âñÿêîãî ë-òðåóãîëüíèêà âûñîòû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé ë-òî÷êå.

Îòìåòèì åùå ïðåäñòàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà w ñåðåäèíû îòðåçêà â ìîäåëè
Áåëüòðàìè�Êëåéíà ÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîðû åãî êîíöîâ x è y

w =
x ch ρ(0, x) + y ch ρ(0, y)

ch ρ(0, x) + ch ρ(0, y)
=
x
√

1− y2 + y
√

1− x2√
1− y2 +

√
1− x2

è ïðåäñòàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà r òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà
÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òðåóãîëüíèêà x, y è z.

r =
x ch ρ(0, x) + y ch ρ(0, y) + z ch ρ(0, z)

ch ρ(0, x) + ch ρ(0, y) + ch ρ(0, z)
.
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5. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé. Âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïðÿìûìè

Ïóñòü ë-ïðÿìàÿ L â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà â êðóãå B(0, 1) èìååò óðàâ-
íåíèå

(n, x) = p,

ãäå |n| = 1, |x| < 1, 0 ≤ p < 1. Ðàäèóñ-âåêòîð yL ë-îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè
òî÷êè y íà ýòó ïðÿìóþ íåòðóäíî íàéòè â âèäå

yL =
(1− p2)y + (p− (n, y))n

1− p(n, y)
.

Òîãäà ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ïðÿìîé L ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

sh ρ(y, yL) =
|(n, y)− p|√

1− y2
√

1− p2
.
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Âåëè÷èíó ë-óãëà ìåæäó ïðÿìîé L è ïðÿìîé L1 ñ óðàâíåíèÿìè

(n, x) = p, (n1, x) = p1,

ãäå |n| = |n1| = 1 è 0 ≤ p , p1 < 1, ìîæíî íàéòè èç ôîðìóëû

cosϕl =
|(n,n1)− pp1|√
1− p2

√
1− p2

1

.

Äàííûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, ðàñõîäÿòñÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíû, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü
ýòîãî ðàâåíñòâà ìåíüøå 1, áîëüøå 1, ðàâíà 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ èìååò âèä

(n,n1) = pp1.

Íåòðóäíî ïîñòðîèòü åäèíñòâåííûé îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð äëÿ äâóõ äàííûõ ðàñ-
õîäÿùèõñÿ ë-ïðÿìûõ è äîêàçàòü, ÷òî ë-ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íå èìåþò îáùåãî
ïåðïåíäèêóëÿðà.

6. Ðèìàíîâà ìåòðèêà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè
Áåëüòðàìè�Êëåéíà. Äëèíà îêðóæíîñòè. Ýëåìåíò ïëîùàäè.

Ïëîùàäü êðóãà è òðåóãîëüíèêà

Ðèìàíîâà ìåòðèêà â ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà â êðóãåB(0, k) èìååò
âèä

dl2 =
k2((k2 − x2)dx2 + (x, dx)2)

(k2 − x2)2 =

=
k2((k2 − y2)dx2 + 2xydxdy + (k2 − x2)dy2)

(k2 − x2 − y2)2 .

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ

ýòà ðèìàíîâà ìåòðèêà ïðèìåò âèä

dl2 =
k2((k2 − ρ2)(dρ2 + ρ2dϕ2) + ρ2dρ2)

(k2 − ρ2)2 .
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Ïóñòü â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè äàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà r < k ñ öåíòðîì â
O.

Åå óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä ρ = r. Òîãäà â ìîäåëè
Áåëüòðàìè�Êëåéíà åé ñîîòâåòñòâóåò ë-îêðóæíîñòü ðàäèóñà rl ñ óðàâíåíèåì

ρ = k th
rl
k
.

Èñïîëüçóÿ ýòî óðàâíåíèå è ðèìàíîâó ìåòðèêó, ìîæíî íàéòè äëèíó l ýòîé îêðóæ-
íîñòè

l = 2πk sh
rl
k
.

Ñ ïîìîùüþ ðèìàíîâîé ìåòðèêè ìîæíî âû÷èñëèòü òàêæå ïëîùàäü Sr êðóãà ðà-
äèóñà r = k th rl

k .

Sr = 2πk2(ch
rl
k
− 1) = 4πk2 sh2 rl

2k

è ïëîùàäü ë-òðåóãîëüíèêà T ñ âåëè÷èíàìè âíóòðåííèõ óãëîâ αl, βl, γl

S = k2(π − αl − βl − γl) = k2σ(T ).

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
ïðîïîðöèîíàëüíà åãî äåôåêòó.

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà àáñîëþòå, òî åãî ë-
ïëîùàäü ðàâíà k2π. Òàêàÿ ôèãóðà íàçûâàåòñÿ òðèæäû âûðîæäåííûì òðå-
óãîëüíèêîì â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.
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7. Îðèöèêë è ýêâèäèñòàíòà

Îðèöèêëîì íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå îêðóæíîñòè ïëîñêîñòè Ëîáà-
÷åâñêîãî ïðè óñëîâèè, ÷òî åå öåíòð íåîãðàíè÷åííî óäàëÿåòñÿ îò ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè ýòîé îêðóæíîñòè ïî äèàìåòðó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Ïóñòü ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà T (t; 0) è äèàìåòð ëåæàò íà îñè àáñöèññ. Òîãäà
óðàâíåíèå îðèöèêëà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó(

x− 1 + t

2

)2

(1− t)2

4

+
y2

1− t
2

= 1.
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Òàêèì îáðàçîì, îðèöèêë ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Áåëüòðàìè�
Êëåéíà èçîáðàæàåòñÿ ýëëèïñîì áåç îäíîé âåðøèíû ñ åâêëèäîâûì öåíòðîì(

1 + t

2
; 0

)
, êàñàþùèìñÿ â îäíîé òî÷êå àáñîëþòà S(0, 1).

Îðèöèêë îðòîãîíàëüíî ïåðåñåêàåò âñå ë-ïðÿìûå, ë-ïàðàëëåëüíûå îñè àáñöèññ.

Åñëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîâðàùàòü êðóã B(0, 1) âîêðóã îñè àáñöèññ,
òî â ïîëó÷åííîé òðåõìåðíîé ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâ-
ñêîãî îðèöèêë îáðàçóåò ïðè âðàùåíèè òàê íàçûâàåìóþ îðèñôåðó, ìîäåëèðóå-
ìóþ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà îðèñôåðå èíäóöèðó-
åòñÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ.

Ýêâèäèñòàíòîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî,
ðàâíîóäàëåííûõ îò ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé (áàçû ýêâèäèñòàíòû). Â åâêëè-
äîâîì ñëó÷àå ýêâèäèñòàíòà åñòü ïàðà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ áàçå.

Ïóñòü ïîëîæèòåëüíîå ïîñòîÿííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ýêâèäèñòàíòû äî åå
áàçû (âûñîòà ýêâèäèñòàíòû) åñòü hl è y = 0 � óðàâíåíèå áàçû. Òîãäà óðàâ-
íåíèå ýêâèäèñòàíòû èìååò âèä

x2 +
y2

th2 hl

= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ýêâèäèñòàíòà èçîáðàæàåòñÿ ýëëèïñîì áåç äâóõ âåðøèí (ðàñïî-
ëîæåííûõ íà àáñîëþòå).

Åñëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîâðàùàòü êðóã B(0, 1) âîêðóã îñè îðäèíàò,
òî â ïîëó÷åííîé òðåõìåðíîé ìîäåëè Áåëüòðàìè�Êëåéíà ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâ-
ñêîãî ýêâèäèñòàíòà îáðàçóåò ïðè âðàùåíèè òàê íàçûâàåìóþ ýêâèäèñòàíòíóþ
ïîâåðõíîñòü, ìîäåëèðóåìóþ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ áåç ýêâàòîðèàëüíîãî ñå-
÷åíèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè èíäóöèðóåòñÿ
ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî.
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