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ÓÄÊ 517.958ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÄËß ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈÏ�ÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ È ÈÕ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÂ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÔ�ÀÊÖÈÈ ÂÎËÍÈ.Å. Ïëåùèíñêàÿ, Í.Á. ÏëåùèíñêèéÀííîòàöèÿÄàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-èçâîäíûìè ñ èçáûòî÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìåòîäîì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ôóðüå â êëàññàõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè,â òîì ÷èñëå äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà, ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è ñèñòåìû óðàâ-íåíèé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ýòè óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè èñïîëüçîâàíû ïðèñâåäåíèè ê èíòåãðàëüíûì è ñóììàòîðíûì óðàâíåíèÿì ðÿäà çàäà÷ òåîðèè ðàñïðîñòðàíå-íèÿ è äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ âîëí.1. Ââåäåíèå1.1. Â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè áîëü-øîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷. �åøåíèå êîððåêòíî ïîñòàâëåí-íîé çàäà÷è äîëæíî ñóùåñòâîâàòü, áûòü åäèíñòâåííûì è íåïðåðûâíî çàâèñåòü îòèñõîäíûõ äàííûõ. Äîëãîå âðåìÿ áûëî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî òîëüêî êîððåêòíî ïî-ñòàâëåííûå çàäà÷è èìåþò �èçè÷åñêèé ñìûñë. Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ýòè çàäà÷è èíóæíî èçó÷àòü (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 229℄). Òàêàÿ îøèáî÷íàÿ òî÷êà çðåíèÿ ñ�îðìè-ðîâàëàñü, â ÷àñòíîñòè, ïîä âëèÿíèåì èññëåäîâàíèé Àäàìàðà [2℄. Îí ïîêàçàë, ÷òîçàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà êîððåêòíà,à çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà � íåò. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè íåêîððåêò-íî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, äîñòàòî÷íî ÷àñòî âîçíèêàþùèõ ïðè èçó÷åíèè �èçè÷åñêèõïðîöåññîâ, ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñ-ïîëüçóåòñÿ äðóãîå ïîíÿòèå êîððåêòíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [3℄).Ïåðâîå òðåáîâàíèå â êëàññè÷åñêîì îïðåäåëåíèè êîððåêòíîñòè ñâîäèòñÿ ê òî-ìó, ÷òî ñðåäè óñëîâèé çàäà÷è íå äîëæíî áûòü òàêèõ, êîòîðûå ïðîòèâîðå÷èëèáû äðóã äðóãó. Â äàííîé ðàáîòå áóäóò èññëåäîâàíû ñëó÷àè, êîãäà â ïîñòàíîâêåêðàåâîé çàäà÷è óñëîâèé çàäàåòñÿ áîëüøå, ÷åì íóæíî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåí-íîãî ðåøåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì èñõîäíûå äàííûå íå ìîãóò áûòü çàäàíûïðîèçâîëüíî. ×òîáû ðåøåíèå ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è ñóùåñòâîâàëî, ýòè äàííûåäîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèå ñîîòíî-øåíèÿ (óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷) ìîãóò áûòü ý��åêòèâíîèñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè ðÿäà äðóãèõ çàäà÷, â ïåðâóþ î÷åðåäü çàäà÷ ñîïðÿæå-íèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ê çàäà÷àì ñîïðÿæåíèÿ, êàêáóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ è äè�ðàê-öèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ âîëí.Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé áûëè èññëåäîâàíû íàìè ðàíåå â ðàáîòå [4℄. Â îáçîðíîé ñòàòüå [5℄ áûëè



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 5ðàññìîòðåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìèïðîèçâîäíûìè, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âñïî-ìîãàòåëüíûõ ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòüìåòîä ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è íà íîâûå êëàññû óðàâíåíèé. Â ðàáîòåáóäåò äàí îáçîð íåêîòîðûõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷åííûõâ îñíîâíîì ñîòðóäíèêàìè êà�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è îòäåëà ïðèêëàä-íîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ÍÈÈ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.�. ×åáîòàðåâàÊàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.1.2. Çàäà÷à Êîøè îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Îäíà èç ïåðâûõ åå ïîñòàíîâîê ïðèíàäëå-æèò Ýéëåðó, êîòîðûé ïðåäëîæèë çàäàâàòü íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå è íà÷àëüíóþ ñêî-ðîñòü ñòðóíû äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ êîëåáà-íèé ñòðóíû. Óòâåðæäåíèÿ Êîøè î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íåïîëó÷èëè øèðîêîé èçâåñòíîñòè è áûëè ïåðåîòêðûòû Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé. Â ðàáîòàõÈ.�. Ïåòðîâñêîãî ðàññìîòðåí âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ÷àñò-íûìè ïðîèçâîäíûìè çàäà÷à Êîøè êîððåêòíà â ñìûñëå Àäàìàðà. Â ðàìêàõ òåîðèèðàñïðåäåëåíèé (îáîáùåííûõ �óíêöèé) Øâàðöà ñòàëî âîçìîæíûì óòî÷íèòü è îáîá-ùèòü ðåçóëüòàòû È.�. Ïåòðîâñêîãî. Êëàññû åäèíñòâåííîñòè è êëàññû êîððåêòíîñòèçàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïîñòðîåíû âêíèãå È.Ì. �åëü�àíäà, �.Å. Øèëîâà [6℄. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé, íî äîêàçàíî [7℄, ÷òîïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ îíà ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Ñîâðåìåííîå èç-ëîæåíèå îáùåé òåîðèè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìèâ òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèé è ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ äàíî â êíèãåË.�. Âîëåâè÷à, Ñ.�. �èíäèêèíà [8℄ (ñì. òàêæå îáçîð [9℄).Äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2-ãîïîðÿäêà
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= u1(y), y ∈ S. (2)×òîáû ðàññìàòðèâàòü óñëîâèÿ (2) êàê íà÷àëüíûå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàïðàâëå-íèå n ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòå, êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âðåìÿ. Äëÿäâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè S ìîæíî çàäàâàòü óñëîâèÿ âèäà (2) íà êàæäîé åå ñòî-ðîíå, ïðè÷åì íàïðàâëåíèÿ n ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Â äàëüíåéøåì çíàêàìè ± áóäåìîòìå÷àòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (ñëåäû) �óíêöèé íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ äâóñòîðîííèõïîâåðõíîñòåé è ïðÿìûõ.1.3. �àññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∆u = 0 , êàêèçâåñòíî, íóæíî çàäàâàòü íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè èëè çíà÷åíèÿ èñ-êîìîé �óíêöèè, èëè çíà÷åíèÿ åå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé, íî íå çíà÷åíèÿ îáåèõýòèõ �óíêöèé îäíîâðåìåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè D±�óíêöèÿ u± ∈ C(D±) èìååò ïðàâèëüíûå íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå íà S , òî åå
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ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 7â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòà çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Çàâèñèìîñòè ìåæ-äó ãðàíè÷íûìè �óíêöèÿìè áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì ïðè èññëåäîâàíèèçàäà÷ ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-íûìè íà ãèïåðïëîñêîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü xn = 0 íå ÿâëÿåòñÿõàðàêòåðèñòèêîé.Îäèí èç ñëîæíûõ âîïðîñîâ � âûáîð êëàññà èñêîìûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò òà-êîìó ïðîñòðàíñòâó ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (6) ìîæíîèñïîëüçîâàòü ìåòîä èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Êðîìå òîãî, äîëæíûáûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíû ñëåäû íà ãèïåðïëîñêîñòè xn = 0 èñêîìîãî ðåøåíèÿçàäà÷è Êîøè è åãî ïðîèçâîäíûõ, ò. å. äîëæíû èìåòü ñìûñë ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(7). Ïîñëå òîãî, êàê áóäåò ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ îáðàçà Ôóðüå èñêîìîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ, ìîæíî áóäåò óòî÷íèòü, â êàêîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé ñëåäóåòèñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå çàäà-÷è Êîøè â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà Hs(R
n
+) ðàñïðåäåëåíèé ìåäëåííîãî ðîñòà íàáåñêîíå÷íîñòè.2.2. Îáîçíà÷èì x′ = (x1, . . . , xn−1) è z = xn . Òîãäà óðàâíåíèå (6) ïðèìåò âèä

m
∑

β=0

∑

|α′|≤m−β

aα′,β D
α′

x′

∂βu

∂zβ
(x′, z) = f(x′, z), x′ ∈ Rn−1, z > 0,ãäå α′ = (α1, . . . , αn−1) è α = (α′, β) . Îáû÷íî ïðè èññëåäîâàíèè êðàåâûõ çàäà÷ â ïî-ëóïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî êàñàòåëüíûì ïåðåìåííûì

x′ (ñì., íàïðèìåð, [12℄). Ñëåäóÿ ðàáîòå [4℄, ìû ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüåñðàçó ïî âñåì ïåðåìåííûì.Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
P (ξ′, ζ) u(ξ′, ζ) = f(ξ′, ζ) +

m−1
∑

k=0

bk(ξ′) (−iζ)k, (8)ãäå
P (ξ′, ζ) =

m
∑

β=0

(−iζ)β
∑

|α′|≤m−β

aα′,β (−iξ′)α′

,

bk(ξ′) =
m−1−k

∑

j=0

(

∑

|α′|≤m−1−k−j

aα′,β (−iξ′)α′
)

uj(ξ
′), k = 0, . . . ,m− 1(çäåñü è äàëåå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ïðàâèëà: ïðè ïåðåõîäå ê îáðàçàì Ôóðüå ïåðå-ìåííûå x , y , z , t çàìåíÿþòñÿ íà íà ξ , η , ζ , τ , à ¾èäåíòè�èêàòîð¿ ðàñïðåäåëåíèÿèëè �óíêöèè ñîõðàíÿåòñÿ).Ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà P (ξ′, ζ) äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ìîæíî ñ�îðìóëè-ðîâàòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè.Òåîðåìà 1. �àñïðåäåëåíèå u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (6), (7) òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî îáðàç Ôóðüå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (8), ïðè÷åì

f(ξ′, ζ) +

m−1
∑

j=0

uj(ξ
′)

(

m−1
∑

k=j

∑

|α′|≤m−1−k−j

aα′,β(−iξ′)α′

(−iζ)k
)

= 0 ∀ (ξ′, ζ) ∈M, (9)ãäå
M = {(ξ′, ζ) | ξ′ ∈ Rn−1, P (ξ′, ζ) = 0, Im ζ > 0}. (10)



8 È.Å. ÏËÅÙÈÍÑÊÀß, Í.Á. ÏËÅÙÈÍÑÊÈÉÄîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäîëæèì ïîëèíîì P (ξ′, ζ) ïî ïåðåìåííîé ζ ñ âåùåñòâåí-íîé îñè â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à ïåðåìåííûå ξ′ áóäåìðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòð. Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå u(ξ′, ζ) ïî ζ àíàëèòè÷åñêèïðîäîëæèìî â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü (òåîðåìà Âèíåðà � Ïýëè), òî ïðàâàÿ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (8) äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü ïðè âñåõ ðàñïîëîæåííûõ â âåðõíåé ïî-ëóïëîñêîñòè çíà÷åíèÿõ ζ , ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ P (ξ′, ζ) = 0 .2.3. Åñëè ìíîæåñòâî M (10) ïàð (ξ′, ζ) íå ïóñòî, òî óñëîâèÿ (9) óñòàíàâëèâàþòñâÿçè ìåæäó ãðàíè÷íûìè �óíêöèÿìè uj(x1, . . . , xn−1) â ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷åÊîøè.Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû êîðíè ζ ïî-ëèíîìà P (ξ′, ζ) , ìîæíî ïðîâåñòè êëàññè�èêàöèþ óðàâíåíèé âèäà (6). Ëåãêî ïîêà-çàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå M � ïóñòîå ìíîæå-ñòâî. Äëÿ ñòðîãî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) ñëåäóåò, ÷òîäîñòàòî÷íî çàäàâàòü íà ãèïåðïëîñêîñòè xn = 0 íå m óñëîâèé âèäà (7), à ìåíüøå.Ïðè ÷åòíîì m òàêèõ óñëîâèé äîëæíî áûòü ðîâíî m/2 . Äëÿ óðàâíåíèé ýëëèï-òè÷åñêèõ, íî íå ñòðîãî, âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿïàðàìåòðà ξ′ êîðíè ζk(ξ′) ðàñïîëîæåíû íà âåùåñòâåííîé îñè (íàïðèìåð, â ñëó÷àåóðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà). Òîãäà ïðè ÷åòíîì m è ïðè m/2 íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ (8) îäíîçíà÷íî íå îïðåäåëèòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî çàäàòü åùåè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.Êëàññè�èêàöèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî êîðíÿì ïîëèíîìà
P (ξ′, ζ) áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â äèññåðòàöèè Àõìåäà Ìàõåðà [13℄.3. Ïåðåîïðåäåëåííûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà3.1. Áóäåì èñêàòü â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè R2

+ = {(x, z) ∈ R2 | z > 0} ðåøåíèÿäâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2
+ k2 u(x, z) = 0, (x, z) ∈ R2

+, (11)óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïðÿìîé z = 0

u(x, 0 + 0) = u0(x),
∂u

∂z
(x, 0 + 0) = u1(x), x ∈ R1. (12)Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè (11), (12) èçëîæèì ïîäðîáíî.Â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî k � êîìïëåêñíîå, íî ïîêà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k � âåùå-ñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. ×òîáû îáåñïå÷èòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è(11), (12), íóæíî áóäåò çàäàòü åùå è óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè (óñëîâèå èçëó÷åíèÿ).Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-åìî â R2

+ , è ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (ñëåäû) u(x, 0+0), ∂u/∂z(x, 0+0) íà ïðÿìîé z =
0 ñóùåñòâóþò âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, è ëî-êàëüíî ñóììèðóåìû ïî Ëåáåãó. ×òîáû èñïîëüçîâàòü ìåòîä èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðà-çîâàíèÿ Ôóðüå, ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî �óíêöèè u0(x), u1(x) ∈ Llo

1 (R1)èìåþò ìåäëåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòè �óíêöèè êàêðàñïðåäåëåíèÿ ìåäëåííîãî ðîñòà (ðåãóëÿðíûå) � ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà S′(R1) .Èñêîìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11) � ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ â R2
+ êîìïëåêñíî-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæå-íèå (x, z) ∈ R2

+ 7→ u ∈ C . Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ýòî îòîáðàæåíèå ñëåäóþùèì



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 9îáðàçîì: êàæäîìó çíà÷åíèþ z ∈ R1
+ ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ�óíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà x , ò. å. x ∈ R1 7→ u(x, z) ∈ C .Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè èìååò ìåä-ëåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîì z �ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå �óíêöèè ìåäëåííîãî ðîñòà. Ýòè �óíêöèè òàêæå áóäåìðàññìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íà ãðàíèöó ïîëó-ïëîñêîñòè ìîæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â S′(R1) ïðè z → 0 + 0 . Â äàëü-íåéøåì óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü îäíè è òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ �óíêöèé è äëÿðàñïðåäåëåíèé.Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî êàñàòåëüíîé ïåðåìåííîé x â çàäà÷å Êîøè (11), (12)äàåò óðàâíåíèå

∂2u

∂z2
(ξ, z) + (k2 − ξ2)u(ξ, z) = 0, z > 0 (13)(çäåñü u(ξ, z) � ðàñïðåäåëåíèå ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì z ) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(ξ, 0 + 0) = u0(ξ),
∂u

∂z
(ξ, 0 + 0) = u1(ξ) (14)(çäåñü òàêæå çàïèñàíû ðàâåíñòâà ðàñïðåäåëåíèé).Ôóíêöèþ z 7→ u(ξ, z), z > 0 áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèå íà

(0,+∞) ñî çíà÷åíèÿìè â S′(R1) (ñì. [14℄, [15, ï. 1.3℄). Ïðîäîëæèì åå íà ïîëóîñü
z < 0 , äîîïðåäåëèâ íóëåâûì ðàñïðåäåëåíèåì. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Âèíåðà �Ïýëè (ñì., íàïðèìåð, [16℄), â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå îáðàç Ôóðüå u(ξ, ζ)ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåí ïî ïåðåìåííîé ζ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòüêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ̇ .Ïåðåéäåì â (13) îò êëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ê îáîáùåííîé (ïðè ýòîì áóäóòó÷òåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (14)) è âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåí-íîé z . Ïîëó÷èì

(k2 − ξ2 − ζ2) u(ξ, ζ) =
1√
2π

[

u1(ξ) − iζu0(ξ)
]

. (15)3.2. Ïóñòü k � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì
γ+(ξ) = {(−∞,−k) : i

√

ξ2 − k2; (−k, k) :
√

k2 − ξ2; (k,+∞) : −i
√

ξ2 − k2}.Ýòà �óíêöèÿ � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íà âåùåñòâåííîé îñèâåòâè ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèè γ(ξ̇) =

√

k2 − ξ̇2 êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ξ̇ . Âåòâüâûäåëåíà â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó âåùåñòâåííîé îñè [−k, k] . Ëåãêî âè-äåòü, ÷òî
k2 − ξ2 − ζ2 = [γ+(ξ) − ζ] [γ+(ξ) + ζ].Ëåììà 1. �àñïðåäåëåíèå u(x, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (11), (12) ïðè âå-ùåñòâåííîì k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u1(ξ) − iγ+(ξ)u0(ξ) = 0, ξ < −k, u1(ξ) + iγ+(ξ)u0(ξ) = 0, ξ > k, (16)è åãî îáðàç Ôóðüå u(ξ, ζ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x, z) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Êàê óæå áûëî ïî-êàçàíî, åãî îáðàç Ôóðüå u(ξ, ζ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15).



10 È.Å. ÏËÅÙÈÍÑÊÀß, Í.Á. ÏËÅÙÈÍÑÊÈÉÏðè ξ < −k è ξ > k ïîëèíîì k2 − ξ2 − ζ2 êàê �óíêöèÿ ïåðåìåííîé ζ èìååòêîìïëåêñíûå êîðíè ±γ+(ξ) . Ïîýòîìó
u(ξ, ζ) =

1√
2π

[ v1(ξ)

ζ − γ+(ξ)
+

v2(ξ)

ζ + γ+(ξ)

]

,ãäå
v1(ξ) =

−u1(ξ) + iγ+(ξ) u0(ξ)

2γ+(ξ)
, v2(ξ) =

u1(ξ) + iγ+(ξ) u0(ξ)

2γ+(ξ)
.�àñïðåäåëåíèå u(ξ, ζ) ïî ïåðåìåííîé ζ äîëæíî áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìîâ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ζ̇ . Óñëîâèÿ (16) íåéòðàëèçóþòâîçìîæíûå ïîëþñû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.Ïðè −k < ξ < k êîðíè ïîëèíîìà � âåùåñòâåííûå. Ìåòîäîì âûõîäà â êîìïëåêñ-íóþ ïëîñêîñòü (òî÷íåå, â åå âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü) ïîëó÷èì

u(ξ, ζ) =
1√
2π

[ v1(ξ)

ζ + i0 − γ+(ξ)
+

v2(ξ)

ζ + i0 + γ+(ξ)

]

.Çäåñü îáà ñëàãàåìûõ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìû ïî ζ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.Çíà÷èò, åñëè u(ξ, ζ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (16), òîðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåìÔóðüå.3.3. Ïîñëå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷èì ïðè z > 0

u(x, z) =
−i√
2π

[

−k
∫

−∞

v2(ξ) e
iγ+(ξ)z e−iξx dξ +

+∞
∫

k

v1(ξ) e
−iγ+(ξ)z e−iξx dξ+

+

k
∫

−k

v1(ξ) e
−iγ+(ξ)z e−iξx dξ +

k
∫

−k

v2(ξ) e
iγ+(ξ)z e−iξx dξ

]

. (17)Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ñîäåðæàò çàòóõàþùèå â íàïðàâëåíèè îñè
z âîëíû, ïðè÷åì v1(ξ) = iu0(ξ) = −u1(ξ)/γ

+(ξ) ïðè ξ > k è v2(ξ) = iu0(ξ) =
= u1(ξ)/γ

+(ξ) ïðè ξ < −k . Â òðåòüåì ñëàãàåìîì ñîäåðæàòñÿ óõîäÿùèå íà áåñêî-íå÷íîñòü âîëíû, à â ÷åòâåðòîì � ïðèõîäÿùèå ñ áåñêîíå÷íîñòè. ×òîáû îïðåäåëèòüíàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà, íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ê óðàâíåíèþ�åëüìãîëüöà ñâîäèòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè åãîðåøåíèÿ îò âðåìåíè. Ýëåìåíòàðíàÿ ïëîñêàÿ âîëíà e−iζz ïåðåíîñèò ýíåðãèþ âäîëüîñè z ïðè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âèäà eiωt èëè â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèèïðè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âèäà e−iωt . Ìû óñëîâèìñÿ, ÷òî áûë âûáðàí ïåðâûéâàðèàíò çàâèñèìîñòè. ÒîãäàËåììà 2. �åøåíèå çàäà÷è (11), (12) ïðè âåùåñòâåííîì k ïðèíàäëåæèò êëàñ-ñó óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u1(ξ)+
+iγ+(ξ)u0(ξ) = 0 ïðè −k < ξ < k è êëàññó ïðèõîäÿùèõ ñ áåñêîíå÷íîñòè ðå-øåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u1(ξ) − iγ+(ξ)u0(ξ) = 0 ïðè −k < ξ < k .Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èçëó÷å-íèÿ, åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (17) íå ñîäåðæèòñÿ âîëí, ïðèõîäÿùèõ ñ áåñêîíå÷íîñòè.Îáîçíà÷èì

γ(ξ) =
{

|ξ| > k : i
√

ξ2 − k2; |ξ| < k : −
√

k2 − ξ2
}

,ýòà �óíêöèÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì êàêîé-ëèáî �óíêöèè, àíàëè-òè÷åñêîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Èç ëåììû 1 è 2 ñëåäóåò



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 11Òåîðåìà 2. �àñïðåäåëåíèå u(x, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (11), (12) è óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ ïðè âåùåñòâåííîì k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
u1(ξ) − iγ(ξ)u0(ξ) = 0. (18)Ïðè ýòîì

u(x, z) =
1√
2π

+∞
∫

−∞

u0(ξ) e
iγ(ξ)z−iξx dξ =

1√
2π

+∞
∫

−∞

−iu1(ξ)

γ(ξ)
eiγ(ξ)z−iξx dξ. (19)Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå è çàäà÷à Íåéìàíà äëÿóðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïîëóïëîñêîñòè èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâî-ðÿþùåå óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ.3.4. Èç óñëîâèÿ (18) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ñëåäû íà ïðÿìîé z = 0 ëþáîãî ðå-øåíèÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïîëóïëîñêîñòè z > 0 , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþèçëó÷åíèÿ, ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

u1(x) =
1√
2π

+∞
∫

−∞

iγ(ξ)u0(ξ)e
−iξx dξ, u0(x) =

1√
2π

+∞
∫

−∞

−i
γ(ξ)

u1(ξ)e
−iξx dξ. (20)Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ �îðìóë îïðåäåëÿþò âçàèìíî îáðàòíûå ïñåâäîäè��åðåíöèàëü-íûå îïåðàòîðû ñ ñèìâîëàìè iγ(ξ) è −i/γ(ξ) ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëû (20) ìîæíîòàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå

u1(x) =

+∞
∫

−∞

u0(τ)K0(τ, x) dτ, u0(x) =

+∞
∫

−∞

u1(τ)K1(τ, x) dτ, (21)ãäå
K0(τ, x) =

1

2π

+∞
∫

−∞

iγ0(ξ) e
iξ(τ−x) dξ =

−i
2
√
π

Γ(1/2)
k

|τ − x| H
(2)
1 (k|τ − x|),

K1(τ, x) = − 1

2π

+∞
∫

−∞

i

γ(ξ)
eiξ(τ−x) dξ =

i

2
√
π

Γ(1/2)H
(2)
0 (k|τ − x|).ßäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Kj(τ, x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäû �óíêöèé �ðè-íà äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïîëóïëîñêîñòè.3.5. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðèõîäÿùèå ñ áåñêîíå÷íîñòè âîëíû, òî âñå ïîëó÷åííûå�îðìóëû îñòàíóòñÿ âåðíûìè, åñëè ïåðåîïðåäåëèòü �óíêöèþ γ(ξ) òàê, ÷òîáû ååçíà÷åíèÿ áûëè ïîëîæèòåëüíûìè ïðè |ξ| < k .Äëÿ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè z < 0 ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ.Äîñòàòî÷íî èçìåíèòü â �îðìóëàõ çíàê ó �óíêöèè γ(ξ) .Òåîðåìà 3. �àñïðåäåëåíèå u(x, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ-íåíèÿ �åëüìãîëüöà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èçëó÷åíèÿïðè âåùåñòâåííîì k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u1(ξ) + iγ(ξ)u0(ξ) = 0. (22)
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u(x, z) =

1√
2π

+∞
∫

−∞

u0(ξ) e
−iγ(ξ)z−iξx dξ =

1√
2π

+∞
∫

−∞

iu1(ξ)

γ(ξ)
e−iγ(ξ)z−iξx dξ. (23)Ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (20), èìåþò âèä

u1(x) =
−1√
2π

+∞
∫

−∞

iγ(ξ)u0(ξ)e
−iξx dξ, u0(x) =

1√
2π

+∞
∫

−∞

i

γ(ξ)
u1(ξ)e

−iξx dξ, (24)èõ òàêæå ëåãêî ïðåäñòàâèòü â âèäå (21) (ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîððåêòèðîâêîé çíà-êîâ).3.6. Â ðàáîòàõ [17, 18℄ èñïîëüçîâàëîñü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå óõîäÿùåãîíà áåñêîíå÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11): u(x, z) � óõîäÿùåå îò ïðÿìîé z = 0â ïîëóïëîñêîñòü z > 0 ðåøåíèå, åñëè u(x, z) � ðàñïðåäåëåíèå ìåäëåííîãî ðîñòà,
suppu(x, z) ⊂ {z > 0} è

sing suppu(ξ, ζ) ∩ {ζ < 0} = ∅.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [19℄, åñëè k � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî óñëîâèÿ (16) ïðèíèìàþòâèä
u1(ξ) − iγ+(ξ)u0(ξ) = 0, ξ < 0, u1(ξ) + iγ+(ξ)u0(ξ) = 0, ξ > 0.Ïðè ýòîì çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, çàòóõàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè,è óñëîâèå èçëó÷åíèÿ äîáàâëÿòü íå íóæíî.Óñëîâèå (18) è åãî ñëåäñòâèå (20) ïîäðîáíî îáñóæäàëèñü â ðàáîòå àâòîðà èÄ.Í. Òóìàêîâà [20℄. Ïðîáëåìà âûáîðà âîçìîæíûõ êëàññîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøèäëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïîëóïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [21℄. Ìå-òîäîì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áûëà èññëåäîâàíà çàäà÷à Êîøè äëÿóðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïîëîñå [22�25℄ (ñì. òàêæå [13℄). Ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæ-íàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â êâàäðàíòå (÷åòâåðòè ïëîñêîñòè)èçó÷åíà â ðàáîòàõ [18, 26℄, ñì. òàêæå [27, ãë. 3℄ è [19℄. Çàäà÷à Êîøè äëÿ îáëàñòèñ êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöåé ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [47℄.3.7. Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå îáðàçû Ôóðüå ðàññìàòðèâàåìûõ ðàñïðåäåëåíèéìîæíî çàìåíèòü íà èõ êîý��èöèåíòû Ôóðüå. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå u(x, z) â ïîëó-ïëîñêîñòè z > 0 ÿâëÿåòñÿ l -ïåðèîäè÷åñêèì ïî ïåðåìåííîé x , òî åãî ñëåä u0(x) èñëåä u1(x) åãî ïðîèçâîäíîé ïî z íà ïðÿìîé z = 0 áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè ðàñïðåäå-ëåíèÿìè ñ òåì æå ïåðèîäîì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå èìååò ìåñòî. Îáîçíà÷èì

Λ = 2π/l .Òåîðåìà 4. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (11), (12) ñóùåñòâóåò òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà êîý��èöèåíòû Ôóðüå ðàñïðåäåëåíèé u0(x) è u1(x) ñâÿçàíûðàâåíñòâàìè
u1n − iγnu0n = 0, γn = γ(Λn), n = 0,±1, . . . (25)Ïðè ýòîì ïðè z > 0

u(x, z) =

+∞
∑

n=−∞

u0ne
iγnzeiΛnx =

+∞
∑

n=−∞

u1n

−i
γn

eiγnzeiΛnx. (26)



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 13Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâ (21), êîòîðûå ìîæíîïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: èíòåãðàëû ïî îñè çàìåíèòü íà èíòåãðàëû ïîîòðåçêó [0, l] , à ÿäðà � íà
K0(τ, y) =

1

l

+∞
∑

m=−∞

γme
iΛm(y−τ), K1(τ, y) =

1

l

+∞
∑

m=−∞

1

γm

eiΛm(y−τ).Òîãäà ïîëó÷èì ñóììàòîðíûå òîæäåñòâà
l

∫

0

(

+∞
∑

n=−∞

anγne
iΛnτ

)

K1(τ, y)dτ =

+∞
∑

n=−∞

ane
iΛny , y ∈ (0, l), (27)

l
∫

0

(

+∞
∑

n=−∞

ane
iΛnτ

)

K0(τ, y)dτ =

+∞
∑

n=−∞

anγne
iΛny , y ∈ (0, l). (28)Â ðàáîòàõ [4, 20℄ èç (26) âûâåäåíû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèèïîëóáåñêîíå÷íîãî ïëîñêîãî âîëíîâîäà (ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïîëóïî-ëîñå) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì âîëíàì.4. Çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ è çàäà÷è î ñêà÷êå äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà4.1. Ïóñòü S � äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì â ðàçä. 1ñîãëàøåíèåì îáîçíà÷èì

u±0 (y) = u±
∣

∣

S
, u±1 (y) =

∂u±

∂n±

∣

∣

∣

∣

S

, y ∈ S.Çàäà÷åé ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) áóäåì íàçû-âàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íóæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïî îáå ñòîðîíû îò S(â ëåâîé è ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòÿõ D± èëè â ëåâîì è ïðàâîì ïîëóïðîñòðàíñòâàõ),óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè y ∈ S óñëîâèÿì âèäà
p0(y)u

+(y) + q0(y)u
−(y) + r0(y) = 0, p1(y)

∂u+

∂n
(y) + q1(y)

∂u−

∂n
(y)+ r1(y) = 0. (29)Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (29) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ñêà÷êå ñ óñëîâèÿìè ñî-ïðÿæåíèÿ

u+(y) − u−(y) = p(y),
∂u+

∂n
(y) − ∂u−

∂n
(y) = q(y), y ∈ S. (30)�åøåíèÿ çàäà÷è î ñêà÷êå ìîæíî íàçûâàòü ïîòåíöèàëàìè.Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ, êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëå-äîâàíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-ìè, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è î ñêà÷êå (1), (30), íî äëÿ îäíîãî èç íèõ p ≡ 0 , àäëÿ äðóãîãî q ≡ 0 . Èíòåãðàë òèïà Êîøè

F (z) =
1

2πi

∫

L

f(τ)dτ

τ − zòàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì. Ñ åãî ïîìîùüþ â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ àíàëè-òè÷åñêèõ �óíêöèé è ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [10, 28℄ óñòàíîâëåíà



14 È.Å. ÏËÅÙÈÍÑÊÀß, Í.Á. ÏËÅÙÈÍÑÊÈÉýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé è õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÿäðîì Êîøè.Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå ìîæíî èñêàòü â �îðìå ðåøåíèéäâóõ çàäà÷ Êîøè, óñëîâèÿ êîòîðûõ çàäàíû íà ðàçíûõ ñòîðîíàõ S . Òàêèì æå ñïîñî-áîì ìîæíî ïîëó÷èòü è ðåøåíèå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ, íî ýòî ëåãêî ñäåëàòü òîëüêî âòîì ñëó÷àå, êîãäà ê óñëîâèÿì (29) ìîæíî ïðèìåíèòü èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå, íàïðèìåð, êîãäà êîý��èöèåíòû â óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ïîñòîÿííûå. Çà-äà÷à î ñêà÷êå íà ãèïåðïëîñêîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèâèäà (6) ðàññìàòðèâàëàñü â äèññåðòàöèè [13℄ (ñì. òàêæå [5℄).Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ñ êóñî÷íîíåïðåðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ê òàêèì çàäà÷àì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñâî-äÿòñÿ çàäà÷è äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ âîëí íà äå�åêòàõ ðàçëè÷-íîé ïðèðîäû. Ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïåðåéòè îò çàäà÷èäè�ðàêöèè ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ.4.2. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ñêà÷êå íà ïðÿìîé äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà ñ ðàç-ðûâíûì êîý��èöèåíòîì: íóæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2
+ k2(z)u(x, z) = 0, k(z) = {k+, z > 0; k−, z < 0}, (31)ïðè z > 0 è ïðè z < 0 â êëàññå óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü îò ïðÿìîé z = 0ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x, 0 + 0) − u(x, 0 − 0) = a(x),
∂u

∂z
(x, 0 + 0) − ∂u

∂z
(x, 0 − 0) = b(x), x ∈ R1. (32)Òåîðåìà 5. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå (31), (32) èìååò âèä

u±(x, z) =
1√
2π

+∞
∫

−∞

±A(ξ)γ∓(ξ) −B(ξ)

γ−(ξ) + γ+(ξ)
exp[∓γ±(ξ)z − iξx] dξ, (33)ãäå

γ±(ξ) =
√

k2
± − ξ2 = {|ξ| ≥ k± : i

√

ξ2 − k2
±; |ξ| ≤ k± : −

√

k2
± − ξ2}.Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëû (33) ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè ðàññìîòðåòü ñèñòåìó èç÷åòûðåõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå ñëåäîâ íà z = 0 èñêîìûõðåøåíèé è èõ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ: äâà óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäå-ëåííûõ çàäà÷ Êîøè è óðàâíåíèÿ

U+
0 (ξ) − U−

0 (ξ) = A(ξ), U+
1 (ξ) − U−

1 (ξ) = B(ξ) ∀ξ ∈ R1,êîòîðûå ñëåäóþò èç (32). Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíî åå ðåøåíèå, íóæíî çàïèñàòüîáðàçû Ôóðüå èñêîìûõ �óíêöèé è ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.Ê çàäà÷å î ñêà÷êå ñâîäèòñÿ ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à î ïàäåíèè íà ïëîñêóþ ãðàíè-öó ðàçäåëà ñðåä ïàðàëëåëüíî ïîëÿðèçîâàííûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ïðè÷åì èõèñòî÷íèêè ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû è â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è â íèæíåé. Â�óíêöèè a(x) è b(x) èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ âîéäóò ðàçíîñòè ñëåäîâ ïîòåíöèàëü-íûõ �óíêöèé ïðèõîäÿùèõ âîëí.4.3. Âòîðîé çàäà÷åé î ñêà÷êå íàçîâåì çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ�åëüìãîëüöà íà ïðÿìîé z = 0 , ê êîòîðîé ïðèâîäèò çàäà÷à î ïàäåíèè íà ïëîñêóþ



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 15ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí. Óñëîâèÿ (32) ïðèýòîì íóæíî çàìåíèòü íà óñëîâèÿ
u(x, 0 + 0) − u(x, 0 − 0) = a(x),

1

ε+

∂u

∂z
(x, 0 + 0) − 1

ε−

∂u

∂z
(x, 0 − 0) = b(x). (34)Òåîðåìà 6. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå (31), (34) èìååò âèä

u±(x, z) =
1√
2π

+∞
∫

−∞

±γ∓(ξ)

ε∓
a(ξ) − ib(ξ)

γ+(ξ)

ε+
+
γ−(ξ)

ε−

e±iγ±(ξ)z−iξx dξ. (35)Ýòà �îðìóëà ïîëó÷åíà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è �îðìóëà (33).Ôîðìóëû (33) è (35) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òàêîãî î÷åâèäíîãîñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ �àêòà, ÷òî ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû íà ïëîñêóþ ãðà-íèöó ðàçäåëà ñðåä îòðàæåííàÿ è ïðåëîìëåííàÿ âîëíû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìèâîëíàìè.Çàäà÷à î ñêà÷êå äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå àíàëîãè÷-íûì ìåòîäîì èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [22, 23℄. Â [4, 20℄ ïîëó÷åíî ÿâíîå ðåøåíèåçàäà÷è î ñêà÷êå íà îòðåçêå x = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â ïîëîñå 0 < z < hïðè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà íà ïðÿìûõ z = 0 ,
z = h .Çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé äâóìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàãðàíèöå ðàçäåëà ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ñðåä áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [29, 30℄.5. Ñêàëÿðíûå çàäà÷è äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíÏóñòü ïëîñêîñòü z = 0 ðàçäåëÿåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà z > 0 è z < 0 , çàïîë-íåííûõ äèýëåêòðèêîì ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè ε+ è ε− . Ñâåðõó íàãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä ïàäàåò TE-ïîëÿðèçîâàííàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, êîìïî-íåíòû êîòîðîé íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû y . Íóæíî íàéòè îòðàæåííóþ è ïðåëîì-ëåííóþ âîëíû (ñêàëÿðíîå ïîëå) â êëàññå ðåøåíèé, óõîäÿùèõ îò ïðÿìîé z = 0 íàáåñêîíå÷íîñòü.Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ ïîëåé, ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î ñêà÷êå(31), (32), ãäå a(x) è b(x) � çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé �óíêöèè ïàäàþùåãî ïîëÿ è ååíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïðè z = 0 . Òîãäà ïîòåíöèàëüíûå �óíêöèè îòðàæåííîãîè ïðåëîìëåííîãî ïîëåé äàþò �îðìóëû (33).�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé TE-âîëíû, ïàäàþùåéèç îáëàñòè z > 0 íà ìåòàëëè÷åñêóþ ëåíòó {z = 0, α < x < β} , ðàñïîëîæåííóþâ ïëîñêîñòè z = 0 . Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïàäàþùåå ïîëå çàäàíî è â âåðõíåì, è âíèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå, òî çàäà÷à äè�ðàêöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñîïðÿæåíèÿ ñîñìåøàííûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0 + 0) + u0(x, 0 + 0) = 0, u(x, 0 − 0) + u0(x, 0 − 0) = 0, x ∈ (α, β), (36)
u(x, 0 + 0) − u(x, 0 − 0) = 0,

∂u

∂z
(x, 0 + 0) − ∂u

∂z
(x, 0 − 0) = 0, x /∈ (α, β). (37)Åñëè èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è äè�ðàêöèè â �îðìå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñêà÷êå, òîèç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî a(x) = 0 âñþäó è b(x) = 0 âíå (α, β) . Òîãäà

u±(x, z) =
1√
2π

β
∫

α

b(ξ)

γ−(ξ) + γ+(ξ)
exp(−iξx) dξ = −u0(x, 0), x ∈ (α, β).



16 È.Å. ÏËÅÙÈÍÑÊÀß, Í.Á. ÏËÅÙÈÍÑÊÈÉÏåðåéäÿ îò îáðàçà Ôóðüå b(ξ) ê åãî ïðîîáðàçó b(x) , ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå.Òåîðåìà 7. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à äè�ðàêöèè TE-âîëíû íà ìåòàëëè÷åñêîé ëåíòåýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
β

∫

α

b(t)
[ 1

2π

+∞
∫

−∞

1

γ−(ξ) + γ+(ξ)
exp[i(t− x)ξ] dξ

]

dt = −u0(x, 0), x ∈ (α, β). (38)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ε+ = ε− , òî γ±(ξ) = γ(ξ) . Åñëè âû÷èñëèì âíóòðåííèéèíòåãðàë â (38), òî ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ �óíêöèåé Õàíêåëÿ â ÿäðå.5.2. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ â çàäà÷å äè�ðàêöèè íà ìåòàëëè÷åñêîé ëåíòåìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ñ ïîìîùüþ �îðìóë (20) è (24), ò. å. ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõòîæäåñòâ.Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà ïðè z > 0 è ïðè z < 0 â êëàññåðåøåíèé, óõîäÿùèõ îò ïðÿìîé z = 0 íà áåñêîíå÷íîñòü, â �îðìå ðåøåíèé çàäà÷èÊîøè äëÿ âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòåé ñ ãðàíè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè u±0 (x)è u±1 (x) .Îáîçíà÷èì M = (α, β) è N = (−∞, α) ∪ (β,+∞) . Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä
z = 0 äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

u+
0 (x) + u0

0(x) = 0, u−0 (x) = 0, x ∈ M, (39)
u+

0 (x) + u0
0(x) = u−0 (x), u+

1 (x) + u0
1(x) = u−1 (x), x ∈ N . (40)Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé ε± = ε . Èç (20) è (24) ñëåäóåò, ÷òî

u+
0 (t) =

∫

M

u+
1 (τ)K1(τ, t) dτ,

u+
1 (x) = −

∫

M

u0
0(t)K0(t, x) dt+

∫

N

u+
0 (t)K0(t, x) dt.

(41)Òåîðåìà 8. Çàäà÷à äè�ðàêöèè íà ïîëîñå ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíûì óðàâíå-íèÿì
∫

M

u+
1 (τ)K1(τ, t) dτ = −u0

0(t), t ∈ M, (42)
u+

1 (x) =

∫

M

u+
1 (τ)

[

∫

N

K1(τ, t)K0(t, x) dt

]

dτ −
∫

M

u0
0(t)K0(t, x) dt, x ∈ M. (43)Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (42) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èçïåðâîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (39). Óðàâíåíèå (43) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñêëþ÷àÿ èçóðàâíåíèé ñèñòåìû (41) ãðàíè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå u+
0 (x) . Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿëåãêî ïîëó÷èòü è äëÿ u−0 (t) íà N .5.3.Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (42), (43) è äðóãèå àíàëîãè÷íûå èì óðàâíåíèÿ áû-ëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [20℄ (ñì. òàêæå [19, 27, 31, 32℄). Ññûëêè íà íåêîòîðûå äðóãèåïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííûå ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ ýëåêòðî-ìàãíèòíûõ ïîëåé â ñëîæíûõ ñðåäàõ, ìîæíî íàéòè â îáçîðå [33℄.



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 17Ñóììàòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà âèäà (26), êàê èèíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ñâåäåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷äè�ðàêöèè ê ïàðíûì �óíêöèîíàëüíûì (ñóììàòîðíûì) óðàâíåíèÿì. Ýòè óðàâíå-íèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ðàçíûõ �îðìàõ íà äå�åêòå è âíå åãî. Ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåí-òû Ôóðüå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñèñòåìû �óíêöèé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïàðíî-ãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(ÁÑËÀÓ) äëÿ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ. Ïðè ýòîì ñóììàòîðíûå òîæäåñòâà ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû êàê ïðè âûâîäå ÁÑËÀÓ, òàê è ïðè ðåãóëÿðèçàöèè ñèñòåì, èìåþùèõñâîéñòâà íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.Áûëè ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ÁÑËÀÓ çàäà÷ äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí íà áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå [20, 31℄, íà ïåðåãîðîäêå â ïëîñêîìâîëíîâîäå, íà ñòûêå ïëîñêèõ âîëíîâîäîâ ðàçíîé òîëùèíû (íà ñòóïåí÷àòîé íåîä-íîðîäíîñòè) [27, 31℄ è íà ðàçâåòâëåíèÿõ ïëîñêîãî âîëíîâîäà [34�37℄. Ïðîâåäåíîîáîñíîâàíèå ìåòîäà óñå÷åíèÿ ÁÑËÀÓ. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷àì äè�ðàêöèè íà ïðîâîäÿùèõ ýêðàíàõ, îáñóæäà-ëèñü â ðàáîòàõ [38, 39℄.Â [40, 41℄ ìåòîäîì ðàçíîñòíûõ ñõåì ðåøåíà çàäà÷à äè�ðàêöèè âîëíû íà íà-êëîííîé ïåðåãîðîäêå â ïëîñêîì âîëíîâîäå, çäåñü ïðè ñâåäåíèè èñõîäíîé çàäà÷è êãðàíè÷íîé çàäà÷å â îãðàíè÷åííîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè èñïîëüçîâàíû òîæäåñòâàâèäà (27), (28). Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿë-ñÿ â ðàáîòàõ [42, 43℄, â òîì ÷èñëå â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä [44℄.Â [45℄ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ èñïîëüçîâàí ïðè ðåãóëÿðèçàöèè ïàðíîãîóðàâíåíèÿ, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ çàäà÷à äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íàñòûêå öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ. Çàäà÷à äè�ðàêöèè íà êðèâîëèíåéíîì ýêðàíåðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [46, 47℄.6. �ðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà6.1. �àññìîòðèì íåñêîëüêî êîîðäèíàòíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñ-âåëëà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå: çàäà÷ó Êîøè, çàäà÷ó î ñêà÷êå è çàäà÷ó ñîïðÿ-æåíèÿ ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (âåêòîðíóþ çàäà÷ó äè�ðàêöèè íàïëîñêîì ìåòàëëè÷åñêîì ýêðàíå).Îáîçíà÷èì ÷åðåç R3
+ è R3

− âåðõíåå è íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâà òðåõìåðíîãîïðîñòðàíñòâà ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (x, y, z) . Êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû
E è H ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî âåêòîðîâ ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùåãî îò âðå-ìåíè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (âûáðàíà çàâèñèìîñòü eiωt ) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìåóðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

rotH = iωε0ε(z)E, rotE = −iωµ0µ H, z 6= 0, (44)çäåñü ε(z) = {z > 0 : ε+; z < 0 : ε−} . Óñëîâèÿ Êîøè çàäàäèì â âèäå
[z0, E](x, y, 0) = e(x, y), [z0, H ](x, y, 0) = h(x, y) (45)(íà ïëîñêîñòè z = 0 çàäàíû ñëåäû êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ E è H ).Ïóñòü k � âîëíîâîå ÷èñëî, k2 = ω2µ0µε0ε . Îáîçíà÷èì

γ(ξ, η) =
√

k2 − ξ2 − η2 =







ξ2 + η2 ≥ k2 : i
√

ξ2 + η2 − k2;

ξ2 + η2 ≤ k2 : −
√

k2 − ξ2 − η2.Òåîðåìà 9. Ïàðà âåêòîð-�óíêöèé (E,H) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè(44), (45) â êëàññå óõîäÿùèõ â ïîëóïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå ñëåäîâ êîìïîíåíò íà ïëîñêîñòè z = 0 âûïîëíÿåòñÿ
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ωε0ε γ(ξ, η) e(ξ, η) + P (ξ, η) h(ξ, η) = 0 (46)èëè
P (ξ, η) e(ξ, η) − ωµ0µ γ(ξ, η) h(ξ, η) = 0, (47)ãäå

P (ξ, η) =

(

ξη k2 − ξ2

η2 − k2 −ξη

)

.Ïðè ýòîì
E(ξ, η, ζ) =

i

ζ + γ(ξ, η)

[

A e(ξ, η) +
1

ωε0ε
B(ξ, η) h(ξ, η)

]

,

H(ξ, η, ζ) =
i

ζ + γ(ξ, η)

[

− 1

ωµ0µ
B(ξ, η) e(ξ, η) +A h(ξ, η)

]

,ãäå
A =





1 0
0 1
0 0



 , B(ξ, η) =





0 0
0 0
η −ξ



 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì îò èñêîìûõ âåêòîð-�óíêöèé ê èõ îáðàçàìÔóðüå.Èç ïðåîáðàçîâàííûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, çàïèñàííûõ â âèäå ñèñòåìû ñêàëÿðíûõóðàâíåíèé, èñêëþ÷èì êîìïîíåíòû Ez è Hz . ×åòûðå îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû (êà-ñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ) áóäóò àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìû ïî ζ â âåðõíþþïîëóïëîñêîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâåíñòâà (46) è (47) âûïîëíÿþòñÿ ïðè
ξ2 + η2 > k2 . Ýòè æå ðàâåíñòâà ïðè ξ2 + η2 < k2 ðàâíîñèëüíû óñëîâèþ èçëó÷å-íèÿ.Â àíàëîãè÷íîì óòâåðæäåíèè äëÿ óõîäÿùèõ â íèæíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ðåøå-íèé çàäà÷è Êîøè â R3

− íóæíî èçìåíèòü çíàê ó �óíêöèè γ(ξ, η) .�àâåíñòâà (46) è (47) ñëåäóþò äðóã èç äðóãà. Ýòè ðàâåíñòâà óñòàíàâëèâàþòçàâèñèìîñòü ìåæäó ìåæäó çàäàííûìè íà ãðàíèöå îáëàñòè ñëåäàìè êàñàòåëüíûõêîìïîíåíò ïîëÿ íà ÿçûêå èõ îáðàçîâ Ôóðüå. Åñëè âåðíóòüñÿ ê ïðîîáðàçàì, ïîëó÷èì
e(x, y) = − 1

ωε0ε

∫∫

K(x1, y1;x, y) h(x1, y1) dx1 dy1, (48)
h(x, y) =

1

ωµ0µ

∫∫

K(x1, y1;x, y) e(x1, y1) dx1 dy1, (49)ãäå
K(x1, y1;x, y) =

1

(2π)2

∫∫

1

γ(ξ, η)
P (ξ, η) ei(x1 − x)ξ + i(y1 − y)η dξ dη.6.2. Çàäà÷à î ñêà÷êå íà ïëîñêîñòè z = 0 äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëàñòàâèòñÿ òàê: íàéòè ðåøåíèÿ (E+, H+) ïðè z > 0 è (E−, H−) ïðè z < 0 ñè-ñòåìû (44), ïðèíàäëåæàùèå êëàññàì ðåøåíèé, óõîäÿùèõ îò ïëîñêîñòè z = 0 âïîëóïðîñòðàíñòâà, è óäîâëåòâîðÿþùèå íà z = 0 óñëîâèÿì

[z0, E+ − E−](x, y, 0) = a(x, y), [z0, H+ −H−](x, y, 0) = b(x, y), (50)ãäå a(x, y), b(x, y) � çàäàííûå âåêòîð-�óíêöèè.



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 19Òåîðåìà 10. �åøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è èìååò âèä
E±(ξ, η, ζ) =

i

ζ ± γ±(ξ, η)

[

A e±(ξ, η) +
1

ωε0ε±
B(ξ, η) h±(ξ, η)

]

,

H±(ξ, η, ζ) =
i

ζ ± γ±(ξ, η)

[

− 1

ωµ0µ
B(ξ, η) e±(ξ, η) +A h±(ξ, η)

]

,ãäå
e±(ξ, η) =

±ε∓γ∓a(ξ, η) −
1

ωε0
P (ξ, η)b(ξ, η)

ε+γ+(ξ, η) + ε−γ−(ξ, η)
,

h±(ξ, η) =

1

ωµoµ
P (ξ, η)a(ξ, η) ± γ∓b(ξ, η)

γ+(ξ, η) + γ−(ξ, η)
.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå â �îð-ìå ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ âåðõíåãî è íèæíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâ, òî îáðàçû Ôó-ðüå ñëåäîâ êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ e±(ξ, η) , h±(ξ, η) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñèñòåìå èç ÷åòûðåõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé: äâóì óðàâíåíèÿì âèäà (46) è ïðåîáðà-çîâàííûì óñëîâèÿì çàäà÷è î ñêà÷êå (50). Ýòó ñèñòåìó ëåãêî ðåøèòü.Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è îïàäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ïëîñêóþ ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä.6.3. Ïóñòü M � ìåòàëëè÷åñêèé ýêðàí (ò. å. áåñêîíå÷íî òîíêàÿ èäåàëüíî ïðîâî-äÿùàÿ ïëàñòèíà), ðàñïîëîæåííûé â ïëîñêîñòè z = 0 , è N � åãî äîïîëíåíèå äî âñåéïëîñêîñòè. Ïóñòü ε± = ε , µ± = µ è E0(x, y, z) � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-ëÿ âîëíû, ïàäàþùåé íà ýêðàí (óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíåå ïîëå çàäàíî è ñâåðõó,è ñíèçó). Â çàäà÷å äè�ðàêöèè âîëíû íà ýêðàíå íóæíî íàéòè óõîäÿùèå îò ïëîñ-êîñòè z = 0 â ïîëóïðîñòðàíñòâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ìàêñâåëëà, óäîâëåòâîðÿþùèåãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

[z0, E± + E0](x, y) = 0, (x, y) ∈ M, (51)
[z0, E+ − E−](x, y) = 0, [z0, H+ −H−](x, y) = 0, (x, y) ∈ N . (52)Çàïèøåì äëÿ ñëåäîâ íà ïëîñêîñòè z = 0 êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ

E±, H± ðàâåíñòâà âèäà (48) è (49). Èç (51), (52) ñëåäóåò, ÷òî e+ = e− = −e0 íà Mè e+ = e− íà N . Îáîçíà÷èì e = e+ = e− . Òîãäà h+ + h− = 0 âñþäó íà ïëîñêîñòè
z = 0 , ïðè ýòîì h+ = h− = 0 íà N . Ñëåäîâàòåëüíî,

e(x, y) = ∓ 1

ωε0ε

∫∫

M

K(x1, y1;x, y) h±(x1, y1) dx1 dy1, (53)
h±(x, y) = ∓ 1

ωµ0µ

∫∫

M

K(x1, y1;x, y) e0(x1, y1) dx1 dy1±

± 1

ωµ0µ

∫∫

N

K(x1, y1;x, y) e(x1, y1) dx1 dy1. (54)



20 È.Å. ÏËÅÙÈÍÑÊÀß, Í.Á. ÏËÅÙÈÍÑÊÈÉÒåîðåìà 11. Çàäà÷à äè�ðàêöèè íà ïëîñêîì ýêðàíå ýêâèâàëåíòíà âåêòîðíûìèíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
∓ 1

ωε0ε

∫∫

M

K(x1, y1;x, y) h±(x1, y1) dx1 dy1 = −e0(x, y); (55)
h±(x, y) +

∫∫

M

h±(x1, y1)LN (x1, y1;x, y)dx1dy1 =

= ∓ 1

ωµ0µ

∫∫

M

K(x1, y1;x, y) e0(x1, y1) dx1 dy1, (56)
LN(x1, y1;x, y) =

1

k2

∫∫

N

K(x1, y1;x2, y2)K(x2, y2;x, y)dx2dy2.Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (55) ñëåäóåò èç (51) è (53). Óðàâíåíèå (56)íåòðóäíî ïîëó÷èòü, åñëè èñêëþ÷èòü èç (53) è (54) îäíó èç èñêîìûõ �óíêöèé.Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ìîæíî âûâåñòè è äëÿ ñëåäîâ e±(x, y) .Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (55) çàïèñàíî êàê óðàâíåíèå 1-ãî ðîäà. ×òîáû ýòî óðàâ-íåíèå áûëî êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé, íóæíî ñîîòâåòñòâóþùèé åãî ëåâîé÷àñòè îïåðàòîð ðàññìàòðèâàòü â ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ (äîñòà-òî÷íî ïî âûáðàííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è äè�ðàêöèè îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà òî÷íî îïèñàòü åãî îáëàñòü çíà÷åíèé). Äðóãîå èíòåãðàëü-íîå óðàâíåíèå 1-ãî ðîäà, ýêâèâàëåíòíîå çàäà÷å äè�ðàêöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñïîìîùüþ �îðìóë, äàþùèõ ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñêàçàí-íîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî a(x, y) = e+(x, y) − e−(x, y) = 0 âñþäó íà ïëîñêîñòè z = 0 ,à b(x, y) = h+(x, y) − h−(x, y) = 0 íà N , íî îñòàåòñÿ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé íà
M . Óðàâíåíèå äëÿ ýòîé �óíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �àêòè÷åñêè ãðàíè÷íîå óñëî-âèå (51). Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (56) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì 2-ãî ðîäà, åãî ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå (53).6.4. Ýòîò ðàçäåë íàïèñàí ïî äîêëàäàì íà Âñåðîññèéñêîé øêîëå-êîí�åðåíöèè,ïîñâÿùåííîé 130-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ä.Ô. Åãîðîâà â 1999 ã. è íà Ìåæäóíà-ðîäíîé êîí�åðåíöèè AMADE'99 [48�51℄. Íåêîòîðûå èç ïåðå÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâáûëè èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ [19, 32℄.Åñëè ïåðåéòè ê äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèÿì, òî ëåãêî ïîëó÷èòü ïðåä-ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â ïîëóáåñêîíå÷íîì öèëèíäðå ïðÿìîóãîëü-íîãî ñå÷åíèÿ. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçîâàíû â ðàáîòå [52℄ ïðè èññëåäîâàíèèçàäà÷è äè�ðàêöèè â ïðÿìîóãîëüíîì âîëíîâîäå íà íàêëîííîé ïåðåãîðîäêå.6.5. Â ðàáîòå [53℄ ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòèïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è â ïîëóáåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòèñ óñëîâèÿìè Êîøè íà òîðöå. Ñ ïîìîùüþ óñëîâèé òàêîãî âèäà çàäà÷à äè�ðàê-öèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ðàçâåòâëåíèè âîëíîâîäà ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿñ ìåòàëëè÷åñêèìè ñòåíêàìè ñâåäåíà ê ðåãóëÿðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõóðàâíåíèé.Ïóñòü D � ïîëóáåñêîíå÷íàÿ (z > 0) öèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿñáîêó ÷àñòüþ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè R è ñ òîðöà � ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì S



ÏÅ�ÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÛÅ ��ÀÍÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 21(÷àñòüþ ïëîñêîñòè z = 0). Áóäåì èñêàòü â D ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñ-âåëëà (44) äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä â êëàññå óõîäÿùèõ â íàïðàâëåíèè îñè zðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (45) íà S è
[n,E]

∣

∣

∣

R
= 0. (57)Êàê èçâåñòíî [54, ñ. 183�186℄, ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â áåñêîíå÷íîéöèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì âèäà (57) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿäïî ñîáñòâåííûì TE- è TM-âîëíàì. Îòñþäà ñëåäóåòÒåîðåìà 12. Âåêòîð-�óíêöèè E è H � ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (44), (45),(57) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëåäû íà S èõ êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ

e(x, y) è h(x, y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ âèäà
e(x, y) =

∫

S

h(ξ, η)K(ξ, η, x, y) dξ dη,ïðè ýòîì êîìïîíåíòû �óíêöèîíàëüíîé ìàòðèöû K óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîéñèñòåìå ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.7. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè7.1. Ñîñòîÿíèå óïðóãîãî íàïðÿæåííî-äå�îðìèðóåìîãî òåëà îïðåäåëÿþò òåíçîðíàïðÿæåíèé σ è âåêòîð ïåðåìåùåíèé u . Ïðè ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðå-ìåíè âèäà eiωt , ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé, îíè ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè(â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò)
∂σxx

∂x
+
∂σxy

∂y
+
∂σxz

∂z
+ ρω2 ux = 0,

∂σxy

∂x
+
∂σyy

∂y
+
∂σyz

∂z
+ ρω2 uy = 0,

∂σxz

∂x
+
∂σyz

∂y
+
∂σzz

∂z
+ ρω2 uz = 0.

(58)Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû. Óïðóãèå ñâîéñòâà ñðåäû çàäàäèì â �îðìå çàêîíà �óêàäëÿ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäû. Òîãäà äîïîëíèòåëüíî
σxx = (λ+ 2µ)

∂ux

∂x
+ λ

∂uy

∂y
+ λ

∂uz

∂z
, σxy = µ

∂ux

∂y
+ µ

∂uy

∂x
,

σyy = λ
∂ux

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂uy

∂y
+ λ

∂uz

∂z
, σyz = µ

∂uy

∂z
+ µ

∂uz

∂y
,

σzz = λ
∂ux

∂x
+ λ

∂uy

∂y
+ (λ + 2µ)

∂uz

∂z
, σxz = µ

∂ux

∂z
+ µ

∂uz

∂x
,

(59)ãäå λ è µ � ïîñòîÿííûå Ëàìå.Êàê èçâåñòíî, ïðàâûå ÷àñòè �îðìóë (59) ìîæíî ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèÿ (58) èïîëó÷èòü äëÿ ïåðåìåùåíèé ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(λ+ µ) graddiv u+ µ∆u+ ρω2u = 0.Åå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå

u = gradϕ+ rotψ,



22 È.Å. ÏËÅÙÈÍÑÊÀß, Í.Á. ÏËÅÙÈÍÑÊÈÉãäå ïðîäîëüíûé (ñêàëÿðíûé) ïîòåíöèàë ϕ è ïîïåðå÷íûé (âåêòîðíûé) ïîòåíöèàë
ψ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì �åëüìãîëüöà

∆ϕ+ k2
1ϕ = 0, ∆ψ + k2

2ψ = 0. (60)Çäåñü
k2
1 =

ρω2

λ+ 2µ
, k2

2 =
ρω2

µ
.Ïðè âåùåñòâåííûõ λ è µ , î÷åâèäíî, k1 < k2 . Êîìïîíåíòû ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëàäîëæíû òàêæå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ divψ = 0 , òàê ÷òî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòó ýòîãî ïîòåíöèàëà âñåãî äâå.Äâóì ïîòåíöèàëàì ñîîòâåòñòâóþò äâà âèäà ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå-íèé òåîðèè óïðóãîñòè, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óïðóãèå âîëíû, ðàñïðîñòðà-íÿþùèåñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Ïðè ýòîì ïîïåðå÷íûå âîëíû, â ñâîþ î÷åðåäü,òîæå ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ. Ïî ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèé (60) ëåãêîïîñòðîèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (58), (59) � ïðîäîëüíûå èëè ïî-ïåðå÷íûå âîëíû. Íî èññëåäîâàòü ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ýòîé ñèñòåìû, ñâîäÿ èõê ãðàíè÷íûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé (60), çàòðóäíèòåëüíî (çà èñêëþ÷åíèåì ðÿ-äà ïðîñòûõ ñëó÷àåâ). Ïîýòîìó áóäåì â äàëüíåéøåì èìåòü äåëî íåïîñðåäñòâåííî ñóðàâíåíèÿìè (58), (59).7.2. �àññìîòðèì ïåðåîïðåäåëåííóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (58),(59) â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå: íàéòè íàïðÿæåíèÿè ïåðåìåùåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîé ñèñòåìå è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

σxz(x, y, 0 + 0) = σxz0(x, y), σyz(x, y, 0 + 0) = σyz0(x, y),
σzz(x, y, 0 + 0) = σzz0(x, y), ux(x, y, 0 + 0) = ux0(x, y),
uy(x, y, 0 + 0) = uy0(x, y), uz(x, y, 0 + 0) = uz0(x, y).

(61)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå èñêîìûå �óíêöèè íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûâ ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 , èìåþò ìåäëåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè è èõ ñëåäûíà ïëîñêîñòè z = 0 êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåëüíûåçíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèé ïðè z → 0 + 0 ñóùåñòâóþò âñþäó, êðîìå ìíîæåñòâà ìåðûíóëü, èìåþò ìåäëåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè è ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáå-ãó. Èñêîìûå �óíêöèè â çàäà÷å Êîøè áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòîáðàæåíèÿ,êîòîðûå êàæäîìó çíà÷åíèþ z ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèèäâóõ àðãóìåíòîâ x è y � ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûå �óíêöèè ìåäëåííîãî ðîñòà. Âñå�óíêöèè â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåäû �óíêöèéâ óñëîâèÿõ (61) áóäåì ïîíèìàòü êàê ïðåäåëû â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå
S′ ïðè z → 0 + 0 .Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [55, ñ. 8℄, îáðàçû Ôóðüå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïåðåìåùå-íèé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé

A1A2 us =
1√
2π
Rs(ξ, η, ζ), s = x, y, z, (62)ãäå

A1 = ρω2 − (λ+ 2µ) (ξ2 + η2 + ζ2), A2 = ρω2 − µ (ξ2 + η2 + ζ2),

Rx(ξ, η, ζ) = (A1 + νξ2)σxz0 + νξη σyz0 + νξζ σzz0−
− iµζ(A1 + 2νξ2)ux0 − i2µνξηζ uy0 − iξ(λA2 + 2µνζ2)uz0,
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Ry(ξ, η, ζ) = νξη σxz0 + (A1 + νη2)σyz0 + νηζ σzz0−

− i2µνξηζ ux0 − iµζ(A1 + 2νη2)uy0 − iη(λA2 + 2µνζ2)uz0,

Rz(ξ, η, ζ) = νξζ σxz0 + νηζ σyz0 + (A1 + νζ2)σzz0−
− iµ(A1 + 2νζ2)(ξ ux0 + η uy0) − iζ[(λ + 2µ)A2 − 2µν(ξ2 + η2)]uz0.Ïóñòü

γj = γj(ξ, η) =
√

k2
j − ξ2 − η2 =











ξ2 + η2 ≤ k2
j : −

√

k2
j − ξ2 − η2;

ξ2 + η2 ≥ k2
j : i

√

ξ2 + η2 − k2
j .Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1(ξ, η), Q1(ξ, η) âûðàæåíèÿ

ξ σxz0 + η σyz0 ± γ1 σzz0 ∓ 2iµξγ1 ux0 ∓ 2iµηγ1 uy0 − i(ρω2 − 2µξ2 − 2µη2)uz0.Çäåñü è â ñëåäóþùèõ �îðìóëàõ âåðõíèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèÿì P , à íèæ-íèé � �óíêöèÿì Q . Àíàëîãè÷íî
P2x, Q2x(ξ, η) = ∓

(

γ2 +
η2

γ2

)

σxz0 ±
ξη

γ2
σyz0 + ξ σzz0 + iρω2 ux0 − ξS,

P2y , Q2y(ξ, η) = ±ξη
γ2
σxz0 ∓

(

γ2 +
ξ2

γ2

)

σyz0 + η σzz0 + iρω2 uy0 − ηS,

S = 2iµ(ξ ux0 + η uy0 ± γ2 uz0).Ëåììà 3. Èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà
Rx(ξ, η, γ1) = ν ξ P1, Ry(ξ, η, γ1) = ν η P1, Rz(ξ, η, γ1) = ν γ1 P1,

Rx(ξ, η,−γ1) = ν ξ Q1, Ry(ξ, η,−γ1) = ν η Q1, Rz(ξ, η,−γ1) = −ν γ1Q1,

Rx(ξ, η, γ2) = νγ2 P2x, Ry(ξ, η, γ2) = νγ2 P2y ,

Rx(ξ, η,−γ2) = −νγ2Q2x, Ry(ξ, η,−γ2) = −νγ2Q2y,

Rz(ξ, η, γ2) = −ν [ξ P2x + η P2y], Rz(ξ, η,−γ2) = −ν [ξ Q2x + η Q2y].Òåîðåìà 13. Çàäà÷à Êîøè (58), (59), (61) èìååò ðåøåíèå â êëàññå óõîäÿùèõíà áåñêîíå÷íîñòü ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
P1 = 0, P2x = 0, P2y = 0. (63)Ïðè ýòîì

ux(ξ, η, ζ) =
1√
2π

1

2ρω2

[

ξ

γ1
Q1(ξ, η)

1

ζ + γ1
+Q2x(ξ, η)

1

ζ + γ2

]

,

uy(ξ, η, ζ) =
1√
2π

1

2ρω2

[

η

γ1
Q1(ξ, η)

1

ζ + γ1
+Q2y(ξ, η)

1

ζ + γ2

]

, (64)
uz(ξ, η, ζ) =

1√
2π

1

2ρω2

[

−Q1(ξ)
1

ζ + γ1
+
ξQ2x + ηQ2y

γ2

1

ζ + γ2

]

.
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A1 = (λ+ 2µ)[γ1 − ζ] [γ1 + ζ], A2 = µ[γ2 − ζ] [γ2 + ζ]è ðàçëîæèì ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ íà ïðîñòûå äðîáè. Ïîëó÷èì ïðè s = x, y, z

us =
1√
2π

[

As(ξ, η)

ζ − γ1
+
Bs(ξ, η)

ζ + γ1
+
Cs(ξ, η)

ζ − γ2
+
Ds(ξ, η)

ζ + γ2

]

,ãäå
As =

Rs(ξ, η, γ1)

−2νρω2γ1
, Bs =

Rs(ξ, η,−γ1)

2νρω2γ1
, Cs =

Rs(ξ, η, γ2)

2νρω2γ2
, Ds =

Rs(ξ, η,−γ2)

−2νρω2γ2
.Ïî òåîðåìå Âèíåðà �Ïýëè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà As = 0 , Cs = 0 ïðèòåõ ξ , η , ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ γj ÷èñòî ìíèìûå. ×òîáû â ðåøåíèè çàäà÷è Êî-øè íå ñîäåðæàëîñü ïðèõîäÿùèõ ñ áåñêîíå÷íîñòè âîëí, ýòè æå ðàâåíñòâà äîëæíûâûïîëíÿòüñÿ è ïðè òåõ ξ , η , ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ γj âåùåñòâåííûå.Â [55℄ ïðèâåäåíû äðóãèå �îðìû óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çà-äà÷è Êîøè.7.3. Â äâóìåðíîì (ïëîñêîì ñëó÷àå) ïðè ∂/∂z = 0 âñå �îðìóëû íåìíîãî óïðî-ùàþòñÿ (ñì. [56℄), èñêîìûõ �óíêöèé îñòàåòñÿ ïÿòü. Â ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷åÊîøè íóæíî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂σx

∂x
+
∂τ

∂y
+ ρω2ux = 0,

∂τ

∂x
+
∂σy

∂y
+ ρω2uy = 0,

σx = (λ + 2µ)
∂ux

∂x
+ λ

∂uy

∂y
, σy = λ

∂ux

∂x
+ (λ+ 2µ)

∂uy

∂y
, τ = µ

(∂ux

∂y
+
∂uy

∂x

)

,

(65)óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
σy(x, 0) = σy0(x), τ(x, 0) = τ0(x), ux(x, 0) = ux0(x), uy(x, 0) = uy0(x). (66)Îáîçíà÷èì

γj(ξ) =
√

k2
j − ξ2 =

{

|ξ| ≤ kj : −
√

k2
j − ξ2; |ξ| ≥ kj : i

√

ξ2 − k2
j

}

,

P1(ξ) = ξτ0(ξ) + γ1(ξ)σy0(ξ) − 2iµξγ1(ξ)ux0(ξ) − i(ρω2 − 2µξ2)uy0(ξ),

Q1(ξ) = ξτ0(ξ) − γ1(ξ)σy0(ξ) + 2iµξγ1(ξ)ux0(ξ) − i(ρω2 − 2µξ2)uy0(ξ),

P2(ξ) = −γ2(ξ)τ0(ξ) + ξσy0(ξ) + i(ρω2 − 2µξ2)ux0(ξ) − 2iµξγ2(ξ)uy0(ξ),

Q2(ξ) = γ2(ξ)τ0(ξ) + ξσy0(ξ) + i(ρω2 − 2µξ2)ux0(ξ) + 2iµξγ2(ξ)uy0(ξ).Òåîðåìà 14. Çàäà÷à Êîøè (65), (66) èìååò ðåøåíèå â êëàññå óõîäÿùèõ íàáåñêîíå÷íîñòü ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
P1(ξ) = 0, P2(ξ) = 0. (67)
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ux(x, y) =

−i
2ρω2

1√
2π

+∞
∫

−∞

[

ξ

γ1(ξ)
Q1(ξ)e

iγ1(ξ)y +Q2(ξ)e
iγ2(ξ)y

]

e−iξx dξ,

uy(x, y) =
−i

2ρω2

1√
2π

+∞
∫

−∞

[

−Q1(ξ)e
iγ1(ξ)y +

ξ

γ2(ξ)
Q2(ξ)e

iγ2(ξ)y

]

e−iξx dξ.

(68)Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî â ðàáîòå [56℄.�åøåíèÿ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè è äëÿ óïðóãîãîïðîñòðàíñòâà ïîëó÷åíû â [55, 56℄ ñ ïîìîùüþ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäå-ëåííûõ çàäà÷ Êîøè.Â ðàáîòå [57℄ ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè óïðóãîé âîëíûâ òðåõñëîéíîé ñðåäå. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óïðóãîé ïîëîñû ðàññìàòðèâàëàñü â [56℄.Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ óïðóãîé ïîëîñû èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [58, 59℄.8. Äè�ðàêöèÿ óïðóãèõ âîëí íà äå�åêòàõ8.1. Çàäà÷è äè�ðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà äå�åêòàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû (òðåùè-íàõ, òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ è ò. ä.) ìîãóò áûòü ñâåäåíû, êàê è çàäà÷è äè�ðàêöèè ýëåê-òðîìàãíèòíûõ âîëí, ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâèëè ìåòîäîì çàäà÷è î ñêà÷êå. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìåðíûì ñëó÷àåì. Ïðåäâàðèòåëüíîðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñêà÷êå.Ïóñòü ïðÿìàÿ y = 0 ðàçäåëÿåò äâå ïîëóïëîñêîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè, êî-òîðûå îïèñûâàþòñÿ íàáîðàìè ïîñòîÿííûõ ρ+, λ+, µ+ è ρ−, λ−, µ− ñîîòâåòñòâåí-íî. Íóæíî íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà (65) ïðè z > 0 è ïðè z < 0 âêëàññå óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü óïðóãèõ âîëí ïî çàäàííûì íà ãðàíèöå ðàçäåëàñðåä ðàçíîñòÿì ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé
σ+

y0(x) − σ−
y0(x) = a(x), τ+

0 (x) − τ−0 (x) = b(x),

u+
x0(x) − u−x0(x) = c(x), u+

y0(x) − u−y0(x) = d(x).
(69)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå â �îðìå ðåøåíèé çàäà÷ Êîøè â îò-äåëüíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ. Ê óñëîâèÿì (69) äîáàâèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Êîøè âèäà (67) (äëÿ íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè âûðà-æåíèÿ �óíêöèé Pj è Qj íóæíî çàìåíèòü äðóã íà äðóãà). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå, íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó èç âîñüìè ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî îáðàçîâ Ôóðüå âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàíè÷-íûõ �óíêöèé. Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó â äâàýòàïà (ñì. [56, ï. 6℄,): ñíà÷àëà íóæíî èñêëþ÷èòü íàïðÿæåíèÿ, à çàòåì ââåñòè íîâûåèñêîìûå �óíêöèè c(ξ), d(ξ) òàê, ÷òî

u±x0(ξ) =
1

2

(

±c(ξ) + ux(ξ)
)

, u±y0(ξ) =
1

2

(

±d(ξ) + uy(ξ)
)

.Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 15. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå ñ ãðàíè÷-íûì óñëîâèåì (69) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè â êëàññå



26 È.Å. ÏËÅÙÈÍÑÊÀß, Í.Á. ÏËÅÙÈÍÑÊÈÉóõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü ðåøåíèé. Ïðè z > 0 è ïðè z < 0 ýòî ðåøåíèå èìååòâèä (68), ãäå
Q±

1 (ξ) = 2i
ω2ρ±γ

±
1 (ξ)

G±(ξ)

[

±ξu±x0(ξ) − γ±2 (ξ)u±y0(ξ)
]

,

Q±
2 (ξ) = 2i

ω2ρ±γ
±
2 (ξ)

G±(ξ)

[

γ±1 (ξ)u±x0(ξ) −±ξu±y0(ξ)
]

,

(70)
G±(ξ) = ξ2 + γ±1 (ξ) γ±2 (ξ).8.2. �àññìîòðèì çàäà÷ó äè�ðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà òðåùèíå M â îäíîðîäíîéèçîòðîïíîé ñðåäå, ò. å. â ñëó÷àå, êîãäà ρ± = ρ, λ± = λ, µ± = µ è, ñëåäîâàòåëüíî,

γ±1 (ξ) = γ1(ξ) , γ±2 (ξ) = γ2(ξ) è G±(ξ) = G(ξ) . Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíàÿâîëíà çàäàíà è â âåðõíåé, è â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Òîãäà âíå M ñêà÷êè âñåõãðàíè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàâíû íóëþ, à íà M ðàâíû íóëþ ñêà÷êè íàïðÿæåíèé,è ñ êàæäîé ñòîðîíû òðåùèíû
σ±

y0(x) + σ0
y0(x) = 0, τ±0 (x) + τ0

0 (x) = 0, x ∈M. (71)Òàêèì îáðàçîì, a(ξ) = 0 , b(ξ) = 0 , à ðàñïðåäåëåíèÿ c(x), d(x) íà M äîëæíûáûòü îïðåäåëåíû èç óñëîâèé (69).Âûðàçèì σ±
y0(ξ) è τ±0 (ξ) ÷åðåç c(x) è d(x) . Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ �óíêöèé c(ξ), d(ξ) âûðîæäàåòñÿ â íåçàâèñèìûå óðàâíåíèÿ

ρω2γ2(ξ)

G(ξ)
uy0(ξ) = ξ

[ ρω2

G(ξ)
− 2µ

]

c(ξ),
ρω2γ1(ξ)

G(ξ)
ux0(ξ) = ξ

[

2µ− ρω2

G(ξ)

]

d(ξ).Ïîýòîìó
σ±

y0(ξ) = i
(ρω2 − 2µξ2)2 + 4µ2ξ2γ1(ξ)γ2(ξ)

2ρω2γ1(ξ)
d(ξ),

τ±0 (ξ) = i
(ρω2 − 2µξ2)2 + 4µ2ξ2γ1(ξ)γ2(ξ)

2ρω2γ2(ξ)
c(ξ),è óñëîâèÿ (69) ñâîäÿòñÿ ê ïàðå íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

1√
2π

+∞
∫

−∞

i
(ρω2 − 2µξ2)2 + 4µ2ξ2γ1(ξ)γ2(ξ)

2ρω2γ2(ξ)
c(ξ) e−iξx dξ = −τ0

0 (x), x ∈M,

1√
2π

+∞
∫

−∞

i
(ρω2 − 2µξ2)2 + 4µ2ξ2γ1(ξ)γ2(ξ)

2ρω2γ1(ξ)
d(ξ) e−iξx dξ = −σ0

y0(x), x ∈M.Îòñþäà ñëåäóåòÒåîðåìà 16. Çàäà÷à äè�ðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà òðåùèíà ðàâíîñèëüíà ïàðåèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
∫

M

c(t)Kc(t, x) dt = −τ0
0 (x),

∫

M

d(t)Kd(t, x) dt = −σ0
y0(x), x ∈M, (72)ãäå

Kc(t, x) =
i

2π

+∞
∫

−∞

(ρω2 − 2µξ2)2 + 4µ2ξ2γ1(ξ)γ2(ξ)

2ρω2γ2(ξ)
eiξ(t−x) dξ,
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Kd(t, x) =

i

2π

+∞
∫

−∞

(ρω2 − 2µξ2)2 + 4µ2ξ2γ1(ξ)γ2(ξ)

2ρω2γ1(ξ)
eiξ(t−x) dξ.Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [60℄ (óðàâíåíèÿ (4.5) è (4.6)),äëÿ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áûë ïðèìåíåí ìåòîä �àëåðêèíà. Â êà÷åñòâå âñïîìîãà-òåëüíîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü çàäà÷à î ñêà÷êå äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå.Çàäà÷à äè�ðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå òðåùèí ñâåäåíà êÁÑËÀÓ â [61℄.9. Çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé9.1. Ïðè èññëåäîâàíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà â ñìå-øàííûõ îáëàñòÿõ, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Òðèêîìè è �åëëåðñòåäòà, ÷àñòî èñ-ïîëüçóåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [62�64℄. Â îòäåëüíûõ ÷àñòÿõ ñìåøàííîéîáëàñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è, ïðè ýòîì íà ãðàíèöå èçìåíåíèÿòèïà îáû÷íî çàäàþòñÿ (â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïå-ðåìåííûìè) çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ è åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé � �óíêöèè

τ(x) è ν(x) . Äëÿ êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþ-ùèå ýòè �óíêöèè. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âìåñòå ñ çàäàííûìè íà ãðàíèöå èçìåíåíèÿòèïà óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ è ïðèâîäÿò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ëåãêî âè-äåòü, ÷òî çàâèñèìîñòè ìåæäó �óíêöèÿìè τ(x) è ν(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñëîâèÿðàçðåøèìîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷, ïðè÷åì êàêäëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, òàê è äëÿ óðàâíåíèé äðóãèõ òèïîâ.Â [65℄ (ñì. òàêæå [5, 13℄) ìåòîä âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è Êîøèèñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ñêà÷êå è ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñ äå�åêòîì íà ëèíèèèçìåíåíèÿ òèïà äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà â ñìåøàííûõ îáëàñòÿõ.9.2. Ìåòîä ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è ïðèèññëåäîâàíèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îäíèì ïðèìåðîì.�àññìîòðèì ïåðåîïðåäåëåííóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
∂u

∂t
= a2

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂z2

)

, z > 0, t > 0. (73)Áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
u
∣

∣

∣

t=0
= ϕ(x, z), u

∣

∣

∣

z=0
= χ(x, t),

∂u

∂z

∣

∣

∣

z=0
= ψ(x, t). (74)Îòìåòèì, ÷òî áûëî áû äîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Îáîçíà÷èì

γ(ξ, τ) =

√

i
τ

a2
− ξ2 =

1 + i

a
√

2

√

τ + ia2ξ2.Òåîðåìà 17. �åøåíèå çàäà÷è (73), (74) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îáðàçû Ôóðüå ãðàíè÷íûõ �óíêöèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
1

a2
ϕ(ξ, γ(ξ, τ)) − ψ(ξ, τ) + iγ(ξ, τ)χ(ξ, τ) = 0. (75)Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (75) îáåñïå÷èâàåò àíàëèòè÷åñêóþïðîäîëæèìîñòü ïî ïåðåìåííîé ζ ñ âåùåñòâåííîé îñè â âåðõíþþ êîìïëåêñíóþ ïî-ëóïëîñêîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(

ζ2 + ξ2 − i
τ

a2

)

u(ξ, ζ, τ) =
1√
2π

[ 1

a2
ϕ(ξ, ζ) − ψ(ξ, τ) + iζχ(ξ, τ)

]

.
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1

a2
ϕ
(1 + i

a
√

2

√
τ
)

− ψ(τ) + i
1 + i

a
√

2

√
τχ(τ) = 0.Îòìåòèì, ÷òî çäåñü �óíêöèè χ(t) è ψ(t) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèåì äðîáíîãî ïîðÿäêà 1/2 . Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèàíàëèçå õîðîøî èçâåñòíîé �îðìóëû, äàþùåé ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèèòåïëà â ïîëóîãðàíè÷åííîì ñòåðæíå (ñì., íàïðèìåð, [66, ãë. XXIX, �2℄).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 03-01-96184).

Summary

I.E. Pleshchinskaya, N.B. Pleshchinskii. Over-determined boundary value problems for

elliptic partial differential equations and their applications to waves diffraction theory.

The review of the results of investigation of the boundary value problems with redundant

boundary conditions for the partial differential equations is given. The necessary and sufficient

conditions of solvability for the over-determined problems are obtained by the integral Fourier

transform method in the classes of distributions for the equations with constant coefficients.

The Helmholtz equation, the Maxwell equations and sets of equations for the dynamic elasticity

theory are considered as examples. These solvability conditions are used for reducing some

problems of propagation and diffraction of electromagnetic and elastic waves theory to the
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