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ÓÄÊ 532.546ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÌÈËÍ-ÒÎÌÑÎÍÀÍÀ ÑËÓ×ÀÉ ÊÎÍÖÅÍÒ�È×ÅÑÊÎ�Î ÊÎËÜÖÀÀ.Ì. Ìàëüöåâà, Þ.Â. Îáíîñîâ, Ñ.Â. �îãîçèíÀííîòàöèÿÄàíî çàìêíóòîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïëîñêîé òåîðèè �èëüòðàöèè â áåñ-êîíå÷íîé òðåõ-êîìïîíåíòíîé ãåòåðîãåííîé ñðåäå ñ çàäàííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ, f(z) , èñêî-ìîãî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà. Ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ èçîòðîïíîå êîíöåíòðè÷åñêîåêîëüöî, äâà äðóãèõ èçîòðîïíûõ êîìïîíåíòà äîïîëíÿþò êîëüöî äî ïîëíîé ïëîñêîñòè.Íîâûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáåííîñòåéãëàâíîé ÷àñòè f(z) , âêëþ÷àÿ ñëó÷àè èõ ãðàíè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, îáîá-ùàÿ áîëåå ðàííèå ïîñòàíîâêè, ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâêðàåâîãî óñëîâèÿ. Ïðèâåäåíû ÷åòûðå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ, èïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè òîêà è ýêâèïîòåíöèàëè.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå àáñîëþòíî ðàçëè÷íûå �èçè÷åñêèå ïðîöåññû â òåî-ðèè �èëüòðàöèè, ýëåêòðîäèíàìèêè, ìàãíèòîäèíàìèêè, òåïëîïðîâîäíîñòè è äð.,îïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, ò. å. îäíèìè è òåìè æåäè��åðåíöèàëüíûìè (èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûìè) óðàâíåíèÿìè è ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îäíà èç ìîäåëåé òåîðèè ãåòåðîãåííûõ ñðåä.À èìåííî, â êà÷åñòâå ïëîñêîé òðåõ�àçíîé ãåòåðîãåííîé ñðåäû ðàññìàòðèâà-åòñÿ âñÿ ïëîñêîñòü ñ äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ r è R(0 < r < R), ðàçäåëÿþùèìè ðàçíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñðåäû. Òî÷íåå, èçó÷àåò-ñÿ âîïðîñ î âîçìóùåíèè çàäàííîãî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ïóòåì âíåñåíèÿ âáåñêîíå÷íóþ ïëîñêóþ èçîòðîïíóþ ñðåäó S1 èíîðîäíîãî ãåòåðîãåííîãî äâóõ�àç-íîãî êðóãîâîãî âêëþ÷åíèÿ S2∪S3 (ñì. ðèñ. 1). Çàäà÷à â òàêîé ïîñòàíîâêå,  îäíîéñòîðîíû, îáîáùàåò èçâåñòíóþ òåîðåìó Ìèëí-Òîìñîíà îá îêðóæíîñòè [1℄ òàê æå,êàê è ðåçóëüòàòû ðàáîò [2, 3℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåííî òàêàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü âðàáîòå [4℄. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå â ýòîé ðàáîòå �îðìóëû äëÿ ðåøåíèÿñïðàâåäëèâû ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà çàäàííûé ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ îñîáåííîñòè âíóòðè êðóãà S3 = {z : |z| < r} , âêîëüöå S2 = {z : r < |z| < R} è â îáëàñòè S1 = {z : |z| > R} ñîîòâåòñòâåííî. Îäíà-êî ÿñíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ó ïîòåíöèàëà ëîãàðè�ìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé â êîëüöå S2èëè âíóòðè êðóãà S3 îí òàêæå áóäåò èìåòü â îáùåì ñëó÷àå îñîáåííîñòü è â áåñêî-íå÷íî óäàëåííîé òî÷êå â îáëàñòè S1 , ïîýòîìó òðåáóåìîå ðàçáèåíèå íåâîçìîæíî, èïðèâåäåííûå â ðàáîòå [4℄ �îðìóëû (II), (III) â ýòèõ ñëó÷àÿõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðè-ìåíèìû. Ñèòóàöèÿ çäåñü òàêàÿ æå, êàê è ñ ¾îáùèì¿ ðåøåíèåì çàäà÷è î êðóãîâîìâêëþ÷åíèè, ïîëó÷åííûì â [2℄, êîãäà ýòî ðåøåíèå ïðè íàëè÷èè ëîãàðè�ìè÷åñêîéîñîáåííîñòè ïîòåíöèàëà âíóòðè êðóãîâîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðèøëîñü ïîäïðàâëÿòü èñ-õîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. �îðàçäî áîëåå îáùàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäëà-ãàåìîé íèæå çàäà÷à î äâóõ ïðîèçâîëüíûõ êðóãîâûõ âêëþ÷åíèÿõ ðàññìàòðèâàëàñü âðàáîòå [6℄, íî òàì, â ÷àñòíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àñèììåòðè÷íîãî êîëüöà, ðåøåíèåïîëó÷åíî ëèøü ïðè âíåøíåì ðàñïîëîæåíèè îñîáåííîñòåé çàäàííîãî êîìïëåêñíîãîïîòåíöèàëà.
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�èñ. 1. Êîíöåíòðè÷åñêîå êîëüöîÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàííàÿ âûøå çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îñî-áåííîñòè çàäàííîãî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàñïîëîæåíûîòíîñèòåëüíî êîìïîíåíòîâ ñðåäû, âêëþ÷àÿ è ðàíåå íå ðàññìàòðèâàâøèéñÿ ñëó÷àéèõ ãðàíè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðåä-øåñòâåííèêîâ ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ïîëó÷åíî íàìè â ñëó÷àåêîìïëåêñíûõ êîý��èöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ (òàêèå óñëîâèÿ âîçíèêàþò, íàïðè-ìåð, â òåîðèè ýëåêòðîäèíàìèêè).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü çàäàííûé â èçîòðîïíîé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë f(z) ñ êî-íå÷íûì ÷èñëîì îñîáåííîñòåé â òî÷êàõ ìíîæåñòâà T âîçìóùåí ïóòåì âíåñåíèÿ âïëîñêîñòü èíîðîäíîãî äâóõ�àçíîãî ãåòåðîãåííîãî âêëþ÷åíèÿ S3 ∪ S2 .Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: S = S1 ∪ S2 ∪ S3 , F (z) = f ′(z) , w(z) = = ϕ(x, y) +
iψ(x, y) � ñîîòâåòñòâóþùèé âîçìóùåííûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë, v(z) = w′(z) =
vx(x, y) − ivy(x, y) � �óíêöèÿ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè
v(x, y) = (vx(x, y), vy(x, y)) , åñëè ïîñëåäíèé èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîìïëåêñíî-çíà÷íóþ �óíêöèþ v(x, y) = vx(x, y)+ivy(x, y) . Â òåðìèíàõ �óíêöèè v(x, y) çàäà÷àñîñòîèò â ñëåäóþùåì: òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ïîëå
v(x, y) = vp(x, y) , (x, y) ∈ Sp, p = 1, 2, 3 , ÿâëÿþùååñÿ ïîòåíöèàëüíûì è ñîëåíîè-äàëüíûì:

div vp(x, y) = 0, rotvp(x, y) = 0 (1)â êàæäîé èçîòðîïíîé �àçå Sp âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî-÷åê ìíîæåñòâà T ∩ S . Íà ãðàíèöå êîíòàêòà ðàçíîðîäíûõ �àç ∂S = ∂S1 ∪ ∂S3 =
Γ1 ∪ Γ3 ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðå-äåëüíûõ çíà÷åíèé âåêòîðîâ vp è v2 , ρ̆pvp è ρ̆2v2 , p = 1, 3 , ñîîòâåòñòâåííî:

[vp(x, y)]n = [v2(x, y)]n, [ρ̆pvp(x, y)]τ = [ρ̆2v2(x, y)]τ , p = 1, 3. (2)Âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè (2) ïîñòîÿííûé â �àçå Sp êîý��èöèåíò ρ̆p õàðàêòåðèçóåò�èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû. Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò êîý��èöèåíò ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì:
ρ̆p = ρp

∥∥∥∥
1 βp

−βp 1

∥∥∥∥ ,ãäå (êàê, íàïðèìåð, â òåîðèè ýëåêòðîäèíàìèêè) ρp ≥ 0 � ñîïðîòèâëåíèå, à βp ∈ R �ïàðàìåòð Õîëëà �àçû Sp, p = 1, 2, 3.Â òåðìèíàõ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà w(x, y) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) â òåîðèè ãèä-ðîäèíàìèêè çàäà÷à (1), (2) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé (βp = 0):
kpϕ2(t) = k2ϕp(t), ψ2(t) = ψp(t), t ∈ Γp, p = 1, 3.



ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÌÈËÍ-ÒÎÌÑÎÍÀ. . . 37Çäåñü ϕ = ϕp(x, y) � ïîòåíöèàë ïîëÿ, ψ = ψp(x, y) � �óíêöèÿ òîêà â �àçå Sp ,
∂ϕ/∂x = vx è −∂ϕ/∂y = −vy � ãàðìîíè÷åñêèå ñîïðÿæåííûå �óíêöèè, kp = 1/ρp �ïðîâîäèìîñòü êîìïîíåíòû Sp .Òàêèì îáðàçîì, �èçè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü (x, y) èíòåðïðåòèðóåòñÿ ó íàñ êàê ïëîñ-êîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z = x + iy , âåêòîð v � êàê êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ�óíêöèÿ v(z) = vx + ivy , à òåíçîð ρ̆p â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàêêîìïëåêñíîå ÷èñëî ρ̆p = ρp(1 − iβp) .Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñ v(z) �óíêöèÿ v(z) = vp(z) = vpx(x, y) − ivpy(x, y) ,
z ∈ Sp , p = 1, 2, 3, â ñèëó óñëîâèÿ (1) ãîëîìîð�íà â êàæäîé èç êîìïîíåíò Sp èíåïðåðûâíà â èõ çàìûêàíèè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ìíîæåñòâà T , ïðè÷åì âòî÷êàõ S∩T åå ãëàâíàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé ÷àñòüþ çàäàííîé �óíêöèè F (z) ,à î ïîâåäåíèè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ∂S ∩ T , åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ, áóäåò ñêàçàíîïîçæå.Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ t′(s) ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó s îò �óíêöèèòî÷êè t(s) ∈ Γ1,3 ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ê Γ1,3 â ýòîé òî÷êå,ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Im[t′(s)v2(t)] = Im[t′(s)vp(t)], Re[t′(s)ρ̆2v2(t)] = Re[t′(s)ρ̆pvp(t)].Âûïèñàííûå âåùåñòâåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû [5, ñ. 53℄ ñëåäóþùåìóêîìïëåêñíîìó óñëîâèþ:
v2(t) = A2pvp(t) −B2p[t

′(s)]−2vp(t), t ∈ Γp, p = 1, 3, (3)ãäå
Apq =

ρp + ρq

2ρp

− i
ρpβp − ρqβq

2ρp

, Bpq =
ρp − ρq

2ρp

− i
ρpβp − ρqβq

2ρp

. (4)Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå:
Bpq/Apq = ∆pq, (5)è âûòåêàþùèå èç (4), (5) ñîîòíîøåíèÿ:

Bpq = 1 − Apq, Aqp = ρpApq/ρq, Bqp = −ρpBpq/ρq,

|Aqp|
2 − |Bqp|

2 = ρp/ρq, Bqp/Aqp = −∆pq.
(6)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t′(s) = it/r íà Γ3 è t′(s) = it/R íà Γ1 , ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3)çàïèøåòñÿ â âèäå:

{
v2(t) = A21v1 + B21R

2t−2v1(t), t ∈ Γ1 = {t : |t| = R},

v2(t) = A23v3 + B23r
2t−2v3(t), t ∈ Γ3 = {t : |t| = r}.

(7)Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîãî ïî-òîêà, F (z) = f ′(z) , êàê îäíîçíà÷íàÿ ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîìïîëþñîâ â ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè C ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé. Èññëåäî-âàíèå çàäà÷è (7) ïðîâåäåì ñíà÷àëà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî F (z) íå èìååò ïîëþñîâíà ∂S .Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ �óíêöèþ F (z) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-ìû F (z) = F1(z) + F2(z) + F3(z) , ãäå êàæäàÿ èç �óíêöèé Fp(z) èìååò êîíå÷íîå÷èñëî ïîëþñîâ â îáëàñòè Sp (p = 1, 2, 3). Èññëåäîâàíèå çàäà÷è (7) íà÷íåì ñ íàèáî-ëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ.



38 À.Ì. ÌÀËÜÖÅÂÀ È Ä�.2. �åøåíèå çàäà÷è (7) â ñëó÷àå, êîãäà res∞F2(z) = res∞F3(z) = 0Êóñî÷íî-ìåðîìîð�íîå ðåøåíèå v(z) çàäà÷è (7) áóäåì îòûñêèâàòü â ñëåäóþùåé�îðìå:
v(z) = vp(z) = Fp(z) + vp0(z), z ∈ Sp, p = 1, 2, 3, (8)ãäå Fp(z) = f ′

p(z) � èçâåñòíàÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü �óíêöèè vp(z) , à vp0(z) � íåèçâåñòíàÿïðàâèëüíàÿ ÷àñòü, ãîëîìîð�íàÿ â Sp . Ïðè ýòîì �óíêöèÿ F1(z) ïðåäñòàâëÿåò èçñåáÿ ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ äðîáåé è ïîëèíîìà, à F2,3(z) � ñóììû ïðî-ñòûõ äðîáåé. Íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè F2,3(z) è èñêîìàÿ ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü v10 ,â îáùåì ñëó÷àå, èìåþò íóëü ïî êðàéíåé ìåðå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî â ðàññìàò-ðèâàåìîé ñèòóàöèè, êîãäà res∞F2(z) = res∞F3(z) = 0 , �óíêöèè F2,3(z) è èñêîìàÿ�óíêöèÿ v10(z) íà áåñêîíå÷íîñòè èìåþò íóëü íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà.�îëîìîð�íàÿ â êîëüöå S2 �óíêöèÿ v20(z) ïî òåîðåìå Ëîðàíà åäèíñòâåííûìîáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû:
v20(z) = v+

20(z) + v−20(z), v−20(∞) = 0, (9)ãäå �óíêöèè v+
20(z) è v−20(z) ãîëîìîð�íû, ñîîòâåòñòâåííî, â êðóãå ðàäèóñà R è âîâíåøíîñòè êðóãà ðàäèóñà r .�àññìîòðèì ñëåäóþùèå �óíêöèè

Φ(z) =

{
F2(z) + v+

20(z) −A23v30(z) −B23r
2z−2F̂3(z), |z| ≤ r,

−v−20(z) +A23F3(z) +B23r
2z−2v̂30(z), |z| ≥ r.

(10)
Ψ(z) =

{
A21F1(z) − v+

20(z) +B21R
2z−2ṽ10(z), |z| ≤ R,

F2(z) + v−20(z) −A21v10(z) −B21R
2z−2F̃1(z), |z| ≥ R,

(11)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ̂
ϕ(z) = ϕ(r2/z), ϕ̃(z) = ϕ(R2/z). (12)Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ �óíêöèÿ z−2F̂3(z) èìååò â íóëå óñòðàíèìóþîñîáåííîñòü, à çíà÷èò, ýòà �óíêöèÿ, êàê è �óíêöèè F2(z) , v+

20(z) , v30(z) , ãîëî-ìîð�íà â S3 . Ôóíêöèè v−20(z) , F3(z) , z−2v̂30(z) ãîëîìîð�íû âíå S3 è ñòðåìÿòñÿ êíóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íà ãðàíèöå Γ3 ëåâîå è ïðàâîå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ �óíê-öèè Φ(z) â ñèëó (7)�(9) ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ (10) ãîëîìîð�íà â C èñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè, è ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ Φ(z) ≡ 0 . Àíàëîãè÷íî,èñïîëüçóÿ (11), ïîëó÷èì Ψ(z) ≡ 0 .Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:
F2(z) + v+

20(z) −A23v30(z) −B23r
2z−2F̂3(z) = 0, |z| ≤ r,

−v−20(z) +A23F3(z) +B23r
2z−2v̂30(z) = 0, |z| ≥ r,

(13)
A21F1(z) − v+

20(z) +B21R
2z−2ṽ10(z) = 0, |z| ≤ R,

F2(z) + v−20(z) −A21v10(z) −B21R
2z−2F̃1(z) = 0, |z| ≥ R.

(14)Èñêëþ÷èì èç ñèñòåìû (13) �óíêöèþ v30(z) è ñäåëàåì â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâåçàìåíó z → gz , ãäå
g = r2/R2 < 1. (15)Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (4)�(6), (12) è ðàâåíñòâî F̂2(gz) = F̃2(z) , ïðèäåì ê óðàâíå-íèþ

B32gz
2

R2
(F2(gz) + v+

20(gz)) − F̃3(z) +A32ṽ
−

20(z) = 0, |z| ≤ R2/r. (16)



ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÌÈËÍ-ÒÎÌÑÎÍÀ. . . 39Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñêëþ÷åíèå èç ñèñòåìû (14) �óíêöèè v10 ïðèâîäèò êðåçóëüòàòó:
A12v

+
20(z) +

B12R
2

z2
(F̃2(z) + ṽ−20(z)) − F1(z) = 0, |z| ≤ R. (17)Èñêëþ÷àÿ òåïåðü èç ñîîòíîøåíèé (16) è (17) �óíêöèþ ṽ−20(z) , ïîëó÷èì �óíê-öèîíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî v+

20(z) :
v+
20(z) = δ(v+

20(gz) + F2(gz)) +
∆21R

2

z2

(
F̃3(z)

A32

+ F̃2(z)

)
+
F1(z)

A12
, (18)ãäå |z| ≤ R , à

δ = g∆21∆23 = g∆. (19)Ôóíêöèè F2(z) è F3(z) , èìåþùèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íà áåñêîíå÷íîñòèíóëü âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
F3(z) = F30(z)R

2/z2, F2(z) = F20(z)R
2/z2, (20)ãäå F30(z) è F20(z) � îãðàíè÷åííûå íà áåñêîíå÷íîñòè �óíêöèè (ìíîæèòåëü R2âçÿò äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ �îðìóë). Â ñèëó (20) óðàâíåíèå (18) ïðèíèìàåòâèä:

v+
20(z) = δ(v+

20(gz) + F2(gz)) + ∆21

(
F̃30(z)

A32

+ F̃20(z)

)
+
F1(z)

A12
. (21)Çàìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â (21) z íà gkz , k = 1, 2, 3, . . . , ïðèäåì ê áåñêîíå÷-íîé ñèñòåìå, èñêëþ÷àÿ èç êîòîðîé v+

20(gz) , v+
20(g

2z), . . . , ïîñëå N øàãîâ ïîëó÷èìóðàâíåíèå
v+
20(z) = δN+1v+

20(g
N+1z) +

N∑

k=1

δkF2(g
kz) + ∆21A

−1

32

N∑

k=0

δkF̃30(g
kz)+

+ ∆21

N∑

k=0

δkF̃20(g
kz) +A−1

12

N∑

k=0

δkF1(g
kz), |z| ≤ R. (22)Òàê êàê âåëè÷èíà (19) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, òî δN+1 → 0 , è èç (22) âïðåäåëå, êîãäà N → ∞ , ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) â âèäå àáñîëþòíî èðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ïðè |z| ≤ R ðÿäà:

v+
20(z) + F2(z) =

∞∑

k=0

δk

[
F2(g

kz) + ∆21

(
F̃30(g

kz)

A32

+ F̃20(g
kz)

)
+
F1(g

kz)

A12

]
. (23)Ïîñëåäîâàòåëüíî èç óðàâíåíèé (13) è (14) íàéäåì îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå �óíê-öèè

v30(z) = ∆32g
−1F̂30(z) +A−1

23 (v+
20(z) + F2(z)),

v−20(z) = A−1
32 F3(z) + ∆23r

2z−2(v̂+
20(z) + F̂2(z)),

v10(z) = ∆12R
2z−2F̃1(z) +A−1

21 (v−20(z) + F2(z)).



40 À.Ì. ÌÀËÜÖÅÂÀ È Ä�.Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî îïåðàòîð ϕ̂ , ïðèìåíåííûé ê �óíêöèÿì ϕ(gkz) , ϕ̃(gkz) , ïå-ðåâîäèò ïåðâóþ èç íèõ â �óíêöèþ ϕ̂(g−kz) , ðàâíóþ çíà÷åíèþ ϕ̂(z) â òî÷êå g−kz ,à âòîðóþ � â ϕ(g−k−1z) , ïîëó÷èì
v̂+
20(z) + F̂2(z) =

=

∞∑

k=0

δ
k

[
F̂2(z/g

k) + ∆21

(
F30(z/g

k+1)

A23
+ F20(z/g

k+1)

)
+
F̂1(z/g

k)

A12

]
. (24)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (7) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåé �îðìå:

v1(z) = F1(z) + ∆12R
2z−2F̃1(z) +A−1

21

(
F2(z) +A−1

23 F3(z)
)
+

+
r2∆23

z2A21

∞∑

k=0

δ
k

[
F̂2(z/g

k) + ∆21

(
F30(z/g

k+1)

A23
+ F20(z/g

k+1)

)
+
F̂1(z/g

k)

A12

]
, (25)

v2(z) =
F3(z)

A32
+

∞∑

k=0

δk

[
F2(g

kz) + ∆21

(
F̃30(g

kz)

A32

+ F̃20(g
kz)

)
+
F1(g

kz)

A12

]
+

+ ∆23
r2

z2

∞∑

k=0

δ
k

[
F̂2(z/g

k) + ∆21

(
F30(z/g

k+1)

A23
+ F20(z/g

k+1)

)
+
F̂1(z/g

k)

A12

]
, (26)

v3(z) = F3(z) + ∆32g
−1F̂30(z)+

+A−1
23

∞∑

k=0

δk

[
F2(g

kz) + ∆21

(
F̃30(g

kz)

A32

+ F̃20(g
kz)

)
+
F1(g

kz)

A12

]
, (27)ãäå âñå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (4), (5), (15), (19), (20), à ïîä �óíê-öèåé ϕ̂(gjz) (ϕ̃(gjz)) ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè ϕ̂(z) (ϕ̃(z)) â òî÷êå gjz .Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ êîý��èöèåíòîâ (βj = 0 , j =

= 1, 2, 3) è F (z) = F1(z) , ðåøåíèå (25)�(27) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñïîëó÷åííûì â [4℄ ðåøåíèåì (I).Â ïðèâîäèìîì íèæå è âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ áóäåì ñ÷èòàòü ïðîâî-äèìîñòü âíåøíåé ñðåäû S1 ðàâíîé åäèíèöå (k1 = 1/ρ1 = 1), ÷òî íå óìåíüøàåòîáùíîñòè, òàê êàê ðåøåíèå (25)�(27) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò ëèøü îò îò-íîñèòåëüíûõ ïðîâîäèìîñòåé kj/k1 = ρ1/ρj . Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîñòîòû â ïðèìåðàõáóäåì ðàññìàòðèâàòü âåùåñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà βj = 0 , j = 1, 2, 3 .Ïðèìåð 1. Ïóñòü çàäàííûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë f(z) îïðåäåëÿåò òå÷åíèåñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V 0 â áåñêîíå÷íîñòè è åäèíñòâåííûì èñòî÷íèêîì/ñòîêîìâ êîíå÷íîé òî÷êå z0 , ò. å. f ′(z) = F (z) = F1(z) = V0 + Q/(z − z0) . Òðåáóåòñÿíàéòè ëèíèè òîêà è ýêâèïîòåíöèàëè âîçìóùåííîãî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà âðåçóëüòàòå âíåñåíèÿ â ñðåäó S1 äâóõ�àçíîãî êðóãîâîãî âêëþ÷åíèÿ ñ âíåøíèìðàäèóñîì R = 10 è âíóòðåííèì r = 5 , åñëè |z0| > R . Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæå-íèÿõ F2(z) = F3(z) ≡ 0 , è �îðìóëû (25)�(27) â ðàññìàòðèâàåìîì âåùåñòâåííîìñëó÷àå ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó
v1(z) = V0 +

Q

z − z0
−
Q∆12

z − z̃0
+
Q∆13

z
+

+ V 0
R2

z2

∆12 + g∆23

1 − δ
−

∆23Q

A12A21

∞∑

k=0

∆k

z − gkz∗0
,
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�èñ. 2. Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ëèíèè òîêà, ïóíêòèðíûìè � ýêâèïîòåíöèàëè
v2(z) =

V0

A12(1 − δ)
+

Q∆23

A12(1 − ∆)z
+

V 0∆23

A12(1 − δ)

r2

z2
−

−
∆23Q

A12

∞∑

k=0

∆k

z − gkz∗0
+

Q

A12

∞∑

k=0

∆k

z − g−kz0
,

v3(z) =
V0

A12A23(1 − δ)
+

Q

A12A23

∞∑

k=0

∆k

z − g−kz0
.�àñ÷åò âîçìóùåííîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé �èëüòðàöèè ïî ïðèâåäåííûì �îðìóëàì ïðèïðîâîäèìîñòÿõ �àç âêëþ÷åíèÿ k2 = 0.1 , k3 = 10 , ìîùíîñòè Q = 10 èñòî÷íèêà âòî÷êå z0 = 12 è V0 = 1 îòðàæåí íà ðèñ. 2.3. �åøåíèå çàäà÷è (7) ïðè |res∞F2(z)| + |res∞F3(z)| 6= 0Â ñèëó ïðèíöèïà íàëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà F (z) =

a2/(z − z2) + a3/(z − z3) = F2(z) + F3(z) , ãäå zj ∈ Sj , j = 2, 3 (ñëó÷àé ïðîèçâîëü-íûõ F2(z) , F3(z) , áåç îñîáåííîñòåé íà ãðàíèöå, ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì ñëîæåíèåìèñêîìîãî ðåøåíèÿ ñ ðàíåå íàéäåííûì ðåøåíèåì (25)�(27)).Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé (8), (9) â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷èì:




v1(z) = v10(z),

v2(z) = F2(z) + v+
20(z) + v−20(z),

v3(z) = F3(z) + v30(z),

(28)ãäå, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, �óíêöèÿ v10(z) èìååò íóëü ïåðâîãî ïîðÿäêàíà áåñêîíå÷íîñòè, åñëè res∞F2(z)+res∞F3(z) 6= 0 , è íóëü íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà



42 À.Ì. ÌÀËÜÖÅÂÀ È Ä�.â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ó÷èòûâàÿ (28), ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå �óíêöèè:
Φ(z) =






a2

z − z2
+ v+

20(z) −A23v30(z) −
B23r

2

z

a3

(r2 − z3z)
, |z| ≤ r,

A23
a3

z − z3
− v−20(z) +

B23r
2

z2
v̂30(z), |z| ≥ r,

(29)
Ψ(z) =





v+
20(z) −

B21R
2

z2
ṽ10(z), |z| ≤ R,

A21v10(z) − v−20(z) −
a2

z − z2
, |z| ≥ R.

(30)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ (29) ãîëîìîð�íà â ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè C \ {0} ,òàê êàê îíà, î÷åâèäíî, ãîëîìîð�íà â ïðîêîëîòîì êðóãå S′

3 è âíå ýòîãî êðóãà. Íàãðàíèöå ∂S3 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè (29) èçâíå è èçíóòðè S3 ñîâïàäàþòâ ñèëó âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (7). Òàê êàê â íóëå ó Φ(z) ïðîñòîé ïîëþñ,à íà áåñêîíå÷íîñòè îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ
Φ(z) ≡ C1/z , ãäå C1 � íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿáóäåò îïðåäåëåíà ïîçäíåå.Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è �óíêöèÿ (30) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äîïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû â âèäå Ψ(z) ≡ C2/z .Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé






a2

z − z2
+ v+

20(z) −A23v30(z) −
B23r

2

z

a3

(r2 − z3z)
=
C1

z
, |z| ≤ r,

A23
a3

z − z3
− v−20(z) +

B23r
2

z2
v̂30(z) =

C1

z
, |z| ≥ r,

(31)





v+
20(z) −

B21R
2

z2
ṽ10(z)) =

C2

z
, |z| ≤ R,

A21v10(z) − v−20(z) −
a2

z − z2
=
C2

z
, |z| ≥ R.

(32)Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (31) è óñëîâèÿ ãîëîìîð�íîñòè �óíêöèé v30(z)è v+
20(z) â òî÷êå z = 0 íàéäåì êîíñòàíòó C1 :

C1 = −B23a3. (33)Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (31) �óíêöèþ v30(z) , ñ ó÷åòîì (33) íàéäåì:
B23z

2

r2

(
v+
20(z) +

a2

z − z2

)
+ (|A23|

2 − |B23|
2z3r

−2z)
a3z

r2 − z3z
−

−A23v̂
−

20(z) = −A23B23a3r
−2z, |z| ≤ r.Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè z íà zr2/R2 = gz , ïîëó÷èì:

B23gz
2

R2

(
v+
20(gz) +

a2

gz − z2

)
+ (|A23|

2 − |B23|
2z3R

−2z)
a3z

R2 − z3z
−

−A23ṽ
−

20(z) = −A23B23a3R
−2z, |z| ≤ R2/r. (34)Èç ñèñòåìû (32) èñêëþ÷èì �óíêöèþ ṽ10(z) :

A21v
+
20(z) −B21

R2

z2

(
ṽ−20(z) +

a2z

R2 − z2z

)
=
C2A21 + C2B21

z
, |z| ≤ R. (35)



ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÌÈËÍ-ÒÎÌÑÎÍÀ. . . 43Èñêëþ÷àÿ òåïåðü èç óðàâíåíèé (34) è (35) �óíêöèþ ṽ−20(z) , ïðèäåì ê ñëåäóþ-ùåìó �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî v+
20(z) :

v+
20(z) − δ

(
v+
20(gz) +

a2

gz − z2

)
− ∆21

(
a3z3A

−1

32

R2 − z3z
+

a2z2

R2 − z2z

)
=

=
(
∆21(A23a3 +B23a3 + a2) + C2 + C2∆21

)
/z, |z| ≤ R. (36)Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (36) ãîëîìîð�íà â íà÷àëå êîîðäèíàò, à çíà÷èò, ïðàâàÿ÷àñòü äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, ÷òî äàåò óñëîâèå äëÿ îïðåäåëåíèÿêîíñòàíòû C2 :

C2 + C2∆21 = −∆21(A23a3 +B23a3 + a2).Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
C2 = B12A21(c− ∆21c), ãäå c = A23a3 +B23a3 + a2.Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (4)�(6) äëÿ êîí-ñòàíòû C2 ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

C2 = −B21A, ãäå A = (B12a2 +A12a2 +B13a3 +A13a3). (37)Îïðåäåëÿÿ C2 ïî �îðìóëå (37), óðàâíåíèå (36) ïðèâåäåì ê âèäó:
v+
20(z) − δ

(
v+
20(gz) +

a2

gz − z2

)
+ ∆21

(
a3A

−1

32

z − z̃3
+

a2

z − z̃2

)
= 0,ãäå èñïîëüçîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

z̃j = R2/zj , z∗j = r2/zj. (38)�åøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ, íàéäåííîå òî÷íî òàê æå, êàê ðàíåå áûëî íàéäåíîðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21), ïðåäñòàâèìî â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà
v+
20(z) =

∞∑

k=0

∆k

[
a2∆

z − g−(k+1)z2
− ∆21

(
a3A

−1

32

z − g−kz̃3
+

a2

z − g−kz̃2

)]
, (39)ãäå

∆ = ∆21∆23. (40)Èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (7) íàõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (28), (31),(32), (33), (37), (39), (40) â ñëåäóþùåé �îðìå:
v1(z) =

∆13A

z
−A−1

21

∞∑

k=0

∆
k
[

a2∆23

z − gk+1z̃2
−

a2

z − gkz2
−

a3A
−1
32

z − gkz3

]
, (41)

v2(z) =

∞∑

k=0

∆k

[
a2∆

z − g−(k+1)z2
− ∆21

(
a2

z − g−kz̃2
+

a3A
−1

32

z − g−kz̃3

)]
−

−

∞∑

k=0

∆
k
(

a2∆23

z − gk+1z̃2
−

a2

z − gkz2
−

a3A
−1
32

z − gkz3

)
+
B23A

A13z
, (42)
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�èñ. 3. Ëåâûé ðèñóíîê ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ èñòî÷íèêà, ïðàâûé � âèõðåèñòî÷íèêà
v3(z) =

a3

z − z3
−

∆32a3

z − z∗3
+

+

∞∑

k=0

∆k

A23

[
a2

z − g−kz2
− ∆21

(
a2

z − g−kz̃2
+

a3A
−1

32

z − g−kz̃3

)]
. (43)Â ÷àñòíîñòè, åñëè ρ2 = ρ3 , a2 = 0 , a3 = a , z3 = z0 , �îðìóëû (41)�(43) ïðèíè-ìàþò âèä

v1(z) =
aA−1

21

z − z0
+

∆12

z
(B12a+A12a), v2(z) = v3(z) =

a

z − z0
+

a∆21

z − z̃0
,ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåãî ðåøå-íèÿ èç [3℄.Ïðèìåð 2. Ïóñòü S3 = {z : |z| < 5} , S2 = {z : 5 < |z| < 10} è S1 = {z : |z| >

> 10} . Ïðîâîäèìîñòè ñðåä S1 , S2 è S3 ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, k1 = 1 , k2 = 1/3 ,
k3 = 1/5 , êîý��èöèåíòû Apq , Bpq îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (4) ïðè βj = 0 ,
j = 1, 2, 3 .Ïóñòü â îáëàñòè S3 â òî÷êå z3 = 3 + i çàäàí åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê èíòåí-ñèâíîñòè Q = 2 . Òàêèì îáðàçîì, F3(z) = Q/(z − z3) (a3 = Q , z3 = 3 + i ). Ñî-îòâåòñòâóþùèå ëèíèè òîêà è ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3ñëåâà.Ïóñòü â òî÷êå z3 = 3 + i ðàñïîëîæåí âèõðåèñòî÷íèê è F3(z) = (2 − 2i )/(z−
−z3) . Ëèíèè òîêà è ýêâèïîòåíöèàëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà âçàèìîîðòîãîíàëüíûõñåìåéñòâà ñïèðàëåé, ñ �îêóñîì â òî÷êå z3 (ñïðàâà íà ðèñ. 3)Ïðèìåð 3. Ïóñòü ïðîâîäèìîñòè ñðåä òàêèå æå, êàê è â ïðèìåðå 2. Â îáëàñòè S3ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê (F3(z) = 4/(z−3)), à â îáëàñòè S2 � ñòîê (F2(z) = −2/(z−8)).Ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè òîêà è ýêâèïîòåíöèàëè, íàéäåííûå ïî �îðìóëàì (41)�(43), èçîáðàæåíû íà ðèñ. 4.
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�èñ. 4. Ñëó÷àé èñòî÷íèêà â òî÷êå z = 3 è ñòîêà â òî÷êå z = 84. �åøåíèå çàäà÷è (7) ïðè íàëè÷èè îñîáåííîñòåéó çàäàííîãî ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå ∂SÂ ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë f(z) èìååòêîíå÷íîå ÷èñëî îñîáåííîñòåé â òî÷êàõ ãðàíèöû ∂S . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, äî-ñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñëó÷àé ïîòåíöèàëà, èìåþùåãî ïî îäíîé îñîáåííîñòè íà Γ1 è
Γ3 , ò. å. êîãäà

F (z) = f ′(z) =

n∑

k=1

ak(z − t1)
−k +

m∑

k=1

bk(z − t2)
−k = F01(z) + F02(z),ãäå t1 ∈ Γ1 , t2 ∈ Γ3 .Òàê æå, êàê è â ðàáîòå [3℄, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãëàâíûå ÷àñòè Fj(z) èñ-êîìîãî ðåøåíèÿ v(z) = vj(z) , z ∈ Sj , èìåþò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è F (z) , àèìåííî,

F1(z) =

n∑

k=1

a1k(z − t1)
−k, F3(z) =

m∑

k=1

b3k(z − t2)
−k,

F2(z) =

n∑

k=1

a2k(z − t1)
−k +

m∑

k=1

b2k(z − t2)
−k = F21(z) + F22(z),

(44)ïðè ýòîì â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ è ãëàäêîñòè ãðàíèöû äîëæíû âûïîëíÿòüñÿðàâåíñòâà F1(z) + F21(z) = 2F01(z) , F3(z) + F22(z) = 2F02(z) , ïîýòîìó
a1k + a2k = 2ak, k = 1, 2, . . . , n; b2k + b3k = 2bk, k = 1, 2, . . . ,m. (45)Åñëè èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (8) ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), òî â äàííîì ñëó÷àå, âîòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ, íàäî áóäåò îïðåäåëÿòü íå òîëüêî íåèçâåñòíûå ðåãóëÿðíûå÷àñòè vj0 , íî è êîý��èöèåíòû a1k , a2k (k = 1, 2, . . . , n), b2k , b3k (k = 1, 2, . . . ,m)ãëàâíûõ ÷àñòåé (44) èñêîìûõ �óíêöèé vj .Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèé (8), (44) ââåäåì �óíêöèè

Φ(z) =




v+
20(z) −A23v30(z) + F21(z), |z| ≤ r,

A23F3(z) − v−20(z) − F22(z) +
B23r

2

z2
(v̂30(z) + F̂3(z)), |z| ≥ r;

(46)
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Ψ(z) =




v−20(z) −A21v10(z) + F22(z), |z| ≥ R,

−v+
20(z) +A21F1(z) − F21(z) +

B21R
2

z2
(ṽ10(z) + F̃1(z)), |z| ≤ R.

(47)ßñíî, ÷òî �óíêöèÿ (46) ãîëîìîð�íà âíóòðè è âíå êðóãà S3 , ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íàáåñêîíå÷íîñòè è â ñèëó âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (7) íåïðåðûâíà íà ãðàíèöå ∂S3 .Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ Φ(z) ≡ 0 . Ïðè÷åì äëÿ òîãî, ÷òîáû Φ(z) áûëà íåïðåðûâíà âòî÷êå t2 íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà
A23F3(z) − F22(z) −B23



 b31
z − t2

+
m∑

k=2

tk−1
2

(z − t2)k

m∑

j=k

b3j

(
j−2
k−2

)

(−t2)j−1



 ≡ 0, (48)ãäå èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå
r2z−2F̂3(z) = b31

(
1

z
−

1

z − t2

)
−

m∑

k=2

tk−1
2

(z − t2)k

m∑

j=k

b3j(−t2)
1−j
(

j−2
k−2

)
. (49)Ó÷èòûâàÿ (44), ïðèðàâíÿåì íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè âñåõ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ

z − t2 â âûðàæåíèè (48) è ñ ïîìîùüþ (45) ïðèäåì ê ñèñòåìå
(1 +A23)b3k − (1 −A23)(−t2/t2)

k−1b3k = 2b∗k, k = 1, 2, . . . ,m, (50)ãäå
b∗1 = b1, b∗m = bm, b∗k = bk +

B23

2t1−k
2

m∑

j=k+1

b3j

(
j−2
k−2

)

(−t2)j−1
, k = 2, 3, . . . ,m− 1. (51)�åøåíèå ñèñòåìû (50) èìååò âèä

b3k = ((1 +A23)b
∗

k + (1 −A23)(−t2/t2)
k−1b∗k)/(2ReA23), k = 1, 2, . . . ,m. (52)Ñ ïîìîùüþ (51) ïî �îðìóëàì (52) ñíà÷àëà îïðåäåëÿþòñÿ b31 , b3m , à çàòåì, åñëè

m > 2 , ïîñëåäîâàòåëüíî b3 m−1 , b3 m−2 , . . . , b32 .Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû b21 , b31 , íàéäåííûå íà îñíîâàíèè �îðìóë (50)�(52), â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (5) è ñîîòíîøåíèé (6) ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè
A23b31 −B23b31 = b21, A32b21 −B32b21 = b31. (53)Êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà F22(z) òåïåðü íàõîäÿòñÿ íà îñíîâàíèè (45) ïî �îð-ìóëàì b2k = 2bk − b3k . Îäíàêî, èñïîëüçóÿ óñëîâèå v3(t) = A32v2 + B32r

2t−2v2(t),
|t| = r , ýêâèâàëåíòíîå âòîðîìó óñëîâèþ (7), ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå (52)�îðìóëû

b2k = ((1 +A32)b̃k + (1 −A32)(−t2/t2)
k−1b̃k)/(2ReA32), k = 1, 2, . . . ,m, (54)ãäå b̃k âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (51) ïîñëå çàìåíû B23 íà B32 .Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ (46), (48), (49), ïîëó÷èì

v+
20(z) −A23v30(z) + F21(z) ≡ 0, |z| ≤ r,

B23r
2z−2v̂30(z) − v−20(z) +B23b31/z ≡ 0, |z| ≥ r.

(55)Â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ �óíêöèè v30(z) èç äâóõ ïîñëåäíèõ òîæäåñòâ ïðèäåì êóðàâíåíèþ
B23(v

+
20(z) + F21(z) + A23b31/z) −A23r

2z−2v̂−20(z) ≡ 0, |z| ≤ r. (56)
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A21F1(z) − F21(z) −B21


 a11

z − t1
+

n∑

k=2

tk−1
1

(z − t1)k

n∑

j=k

a1j

(
j−2
k−2

)

(−t1)j−1


 ≡ 0,�óíêöèÿ (47) ðàâíà C/z , ãäå ïàðàìåòð C áóäåò îïðåäåëåí ïîçäíåå. Ñ ïîìîùüþïîñëåäíåãî óñëîâèÿ è (45) êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ F1(z) , F21(z) îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

a1k = ((1 +A21)a
∗

k + (1 −A21)(−t1/t1)
k−1a∗k)/(2ReA21),

a2k = ((1 +A12)ãk + (1 −A12)(−t1/t1)
k−1ãk)/(2ReA12),

k = 1, 2, . . . , n, (57)ãäå
a∗1 = a1, a∗n = an, a∗k = ak +

B21

2t1−k
1

n∑

j=k+1

a1j

(
j−2
k−2

)

(−t1)j−1
, k = 2, 3, . . . , n− 1, (58)à ãk âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (58) ïîñëå çàìåíû B21 â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ �îð-ìóë íà B12 . Êîý��èöèåíòû a1k , a2k îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (57), (58) â òîéæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê îïðåäåëÿëèñü êîý��èöèåíòû b3k , b2k ïî �îðìóëàì(51), (52). Òàê êàê Ψ(z) = C/z , òî íà îñíîâàíèè (47) è ïðåäñòàâëåíèÿ

R2z−2F̃1(z) = a11

(
1

z
−

1

z − t1

)
−

n∑

k=2

tk−1
1

(z − t1)k

n∑

j=k

a1j(−t1)
1−j
(

j−2
k−2

)ïîëó÷èì
v−20(z) −A21v10(z) + F22(z) = C/z, |z| ≥ R,

B21(R
2z−2ṽ10(z) + a11) − v+

20(z) = C/z, |z| ≤ R.
(59)Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (59) �óíêöèþ v10(z) , íàéäåì

B21R
2

z2
(ṽ−20(z) + F̃22(z)) +A21

(
B21a11

z
− v+

20(z)

)
≡
A21C +B21C

z
(60)ïðè |z| ≤ R .Èç óðàâíåíèé (56), (60), çàìåíÿÿ â ïåðâîì èç íèõ z íà gz , ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ�óíêöèè v−20(z) , ó÷èòûâàÿ (53), ïîëó÷èì �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî

v+
20(z) :
v+
20(z) − δ(v+

20(gz) + F21(gz)) + ∆21F20(z) =

= (B21a11 + ∆21A23b31 − C − ∆21C)/z, |z| ≤ R, (61)ãäå δ îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (19), à
F20(z) =

b21
z

−
R2

z2
F̃22(z) =

b21

z − t̃2
− t̃2

m∑

k=2

b2k(−t2)
−kzk−2

(z − t̃2)k
, (62)â ñâîþ î÷åðåäü t̃2 = R2/t2 . Ïðåæäå, ÷åì ðåøàòü ïîëó÷åííîå �óíêöèîíàëüíîåóðàâíåíèå, çàìåòèì, ÷òî åãî ëåâàÿ ÷àñòü ãîëîìîð�íà â òî÷êå z = 0 , à çíà÷èò,êîý��èöèåíò ïðè 1/z â ïðàâîé ÷àñòè äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà C , ðåøåíèå êîòîðîãî ñ ó÷åòîì



48 À.Ì. ÌÀËÜÖÅÂÀ È Ä�.ïðåäñòàâëåíèÿ (5) è ñîîòíîøåíèé (6) ïîñëå ðÿäà óïðîùåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòüâèäå
C = B21(A12c+B12c), c = A21a11 +A23b31. (63)Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî v+

20(z) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
v+
20(z) = δ(v+

20(gz) + F21(gz)) − ∆21F20(z), |z| ≤ R.�åøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ âêðóãå |z| < R ðÿä
v+
20(z) =

∞∑

k=0

δk
(
δF21(g

k+1z) − ∆21F20(g
kz)
)
.Èç ñîîòíîøåíèé (55), (59) òåïåðü ëåãêî îïðåäåëèòü �óíêöèè v10 , v−20 , v30 , àâìåñòå ñ íèìè íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèé (8), (9) è ðåøåíèå çàäà÷è (7):

v1(z) = F1(z) +A−1
21

[
F22(z) − C/z +B23b31/z+

+ r2z−2∆23

∞∑

k=0

δ
k
(
F21(gkr2/z) − ∆21F20(gkr2/z)

)]
,

v2(z) = F2(z) +

∞∑

k=0

δk
(
δF21(g

k+1z) − ∆21F20(g
kz)
)
+

+B23b31/z + r2z−2∆23

∞∑

k=0

δ
k
(
F21(gkr2/z) − ∆21F20(gkr2/z)

)
, (64)

v3(z) = F3(z) +A−1
23

∞∑

0

δk
(
F21(g

kz) − ∆21F20(g
kz)
)
,ãäå êîý��èöèåíòû �óíêöèé (44) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (51), (52) (54), (57),(58), �óíêöèÿ F20 çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (62), à ïàðàìåòðû g , δ è C íàõîäÿòñÿ èçñîîòíîøåíèé (15), (19) è (63) ñîîòâåòñòâåííî.Çàìå÷àíèå. Åñëè ρ1 = ρ2 , β1 = β2 è F (z) = F02(z) , òî B12 = B21 = ∆12 =

= ∆21 = ∆ = C = 0 , A12 = A21 = 1 , F01 ≡ F1 ≡ F21 ≡ 0 , è �îðìóëû (64) ïðèâîäÿòê ðåçóëüòàòó
v1(z) = v2(z) = F21(z) +

B23b31
z

, v3(z) = F3(z),ãäå êîý��èöèåíòû bkj , k = 2, 3 , ïîëèíîìîâ F21(z) , F3(z) îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îð-ìóëàì (51)�(54). Âûïèñàííîå ðåøåíèå, ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé, ñîâïàäàåò ññîîòâåòñòâóþùèì ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì â [3℄.Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì â çàêëþ÷åíèå çàäà÷ó î �îðìèðîâàíèè âîçìóùåííîãîïîëÿ ñêîðîñòåé �èëüòðàöèè â ñëó÷àå, êîãäà çàäàííûé åäèíñòâåííûé âèõðåèñòî÷-íèê/ñòîê ïîïàäàåò â ãðàíè÷íóþ òî÷êó t2 íà Γ3 , ò. å. â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ F (z) =
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�èñ. 5. Ñëó÷àé èñòî÷íèêà ìîùíîñòè Q = 10 â ãðàíè÷íîé òî÷êå t2 = r è ïðîâîäèìîñòåé
k2 = 0.1 , k3 = 10

F02(z) = b1/(z − t2) . Ñîîòâåòñòâåííî, F01 ≡ F1 ≡ F21 ≡ 0 , F20(z) = b21/(z − t̃2) ,
F22(z) = b21/(z − t2) , F3(z) = b31/(z − t2) , ãäå

b21 =
(1 +A32)b1 + (1 −A32)b1

A32 +A32

, b31 =
(1 +A23)b1 + (1 −A23)b1

A23 +A23

.Ñ ó÷åòîì âûïèñàííûõ ïðåäñòàâëåíèé íà îñíîâàíèè �îðìóë (64) ïîëó÷èì
v1(z) =

b21
A21

∞∑

k=0

∆
k

z − gkt2
−
α

z
,

v2(z) = b21

∞∑

k=0

∆
k

z − gkt2
− ∆21b21

∞∑

k=0

∆k

z − g−k t̃2
+
β

z
,

v3(z) =
b31
z − t2

−
∆21b21
A23

∞∑

k=0

∆k

z − g−k t̃2
,ãäå

α = C −B23b31 + ∆b21/(1 − ∆), β = C − α,à C îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (63) ñ a11 = 0 . Âû÷èñëåíèÿ ïî ïðèâåäåííûì �îð-ìóëàì ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îòðàæåíû íàðèñ. 5.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî è Áåëîðóññêîãî �îí-äîâ �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 06-01-81019-Áåë_à è Ô06�-106).SummaryA.M. Mal'teva, Yu.V. Obnosov, S.V. Rogosin A generalization of Milne-Thomson theoremfor the ase of annulus.A losed analytial solution to the problem on 2-D seepage �ow with a given main part,
f(z) , of a desired omplex potential in an in�nite heterogeneous three-omponent porous
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