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Аннотация

Статья посвящена решению задачи идентификации дискретных стохастических про-
цессов, порождаемых автоматными марковскими моделями. Актуальность работы обу-
словлена потребностью повышения эффективности распознавания автоматных марков-
ских моделей в соответствии с выделением определенных подклассов исследуемых объек-
тов. Эффективность идентификации автоматных марковских моделей с определенной до-
верительной вероятностью достигается снижением длины цепи Маркова, а также умень-
шением вычислительной сложности алгоритмов распознавания и минимизацией погреш-
ности вычисления признаков относительно эргодических стохастических матриц, зада-
ющих автоматные марковские модели. В работе предложена модификация известного
алгоритма «прямого-обратного хода» для решения задачи идентификации автоматных
марковских моделей, определенных с помощью эргодических стохастических матриц по
порождаемым ими реализациям цепей Маркова. Исследовано применение модифициро-
ванного алгоритма «прямого-обратного хода» к решению задачи идентификации авто-
матных марковских моделей, определенных с помощью циклической стохастической мат-
рицы. Рассчитаны оценки вычислительной сложности предложенных алгоритмов иден-
тификации. Наиболее важными из полученных результатов представляются следующие
моменты. Модифицированный алгоритм позволяет определить значения вероятности то-
го, что наблюдаемая последовательность сгенерирована на основе автоматной марковской
модели заданного класса, которая, в свою очередь, определяется структурой задающей
ее стохастической матрицы. Особенностью предложенного алгоритма является способ-
ность распознать класс автоматной марковской модели в том случае, когда в порожда-
емой последовательности некоторые состояния не наблюдаемы. Полученные результаты
позволяют с большей вычислительной эффективностью идентифицировать автоматную
марковскую модель по выходной последовательности. Указанная задача может быть ис-
пользована для решения широкого круга задач идентификации цепей Маркова, в том
числе частично скрытых от наблюдения.

Ключевые слова: цепь Маркова, идентификация, стохастическая матрица, алго-
ритм «прямого-обратного хода»

Введение

Автоматные марковские модели (АММ) используются для моделирования, ана-
лиза, управления и контроля объектов и процессов, имеющих стохастическую при-
роду, в сложных системах управления, диагностики и др. [1–4]. Актуальными явля-
ются задачи синтеза и анализа марковских моделей [5–8]. Теоретический и прак-
тический интерес представляют вопросы классификации и идентификации цепей
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Маркова (ЦМ); эти вопросы, в частности, возникают при решении задач распозна-
вания АММ. Задачи анализа энтропийных и асимптотических свойств дискретных
марковских процессов рассматривались в работах отечественных (Ю.А. Альпин [9],
Р.Г. Бухараев [10], В.М. Захаров [11, 12], А.А. Лоренц [13], В.И. Романовский [14],
Н.Г. Федотов [15] и др.) и зарубежных ученых (Дж. Кемени и Дж. Снелл [16],
И. Ли, Д. Джадж, А. Зельнер [17] и др.). Проблема известных подходов к рас-
познаванию АММ, предложенных в [2, 8, 9, 17], состоит в том, что они основаны
на вычислении функционалов по последовательностям конечной длины, генери-
руемых АММ с некоторой погрешностью относительно задающей ее эргодической
стохастической матрицы (ЭСМ), что снижает точность анализа на основе указан-
ных функционалов при ограничениях на длину наблюдаемой последовательности,
особенно для ЦМ длины порядка 102–103 . Поэтому требуется разработка новых
подходов к распознаванию эффективных при анализе выходных последователь-
ностей, реализаций ЦМ конечной длины. Эффективность методов определяется
снижением длины последовательности ЦМ,требуемой для решения задачи иден-
тификации и классификации АММ, определенных на основе заданных подклассов
ЭСМ, с некоторой доверительной вероятностью, а также с уменьшением вычисли-
тельной сложности алгоритмов распознавания и снижением погрешности вычис-
ления признаков относительно ЭСМ. При этом должны учитываться такие пара-
метры модели, как размерность ЭСМ, точность представления элементов ЦМ и
наличие в последовательности скрытых элементов.

В [18, 19] были предложены методы идентификации АММ, основанные на вы-
числении функционалов непосредственно по реализациям ЦМ с учетом структуры
ЭСМ, определяющих АММ. Предложенные методы позволили повысить инфор-
мативность решения задачи распознавания АММ, их идентификации с большей
доверительной вероятностью для меньшего количества генерируемых элементов
ЦМ.

В настоящей работе предлагается модель идентификации АММ, определенных
на базе ЭСМ, на основе порождаемых ими реализаций ЦМ с помощью модифи-
кации алгоритма «прямого-обратного хода». Ранее этот метод был предложен для
решения задачи распознавания речи в рамках скрытой марковской модели в ра-
боте [1]. Предложенный модифицированный метод позволяет исключить проме-
жуточные вычисления n-грамм и решить задачу идентификации АММ непосред-
ственно по реализациям ЦМ. Задача решена для регулярных и нерегулярных ЦМ.
Рассчитаны также оценки сложности предложенных алгоритмов идентификации.
Описанная модель может использоваться и для идентификации АММ со скрытыми
элементами наблюдаемой последовательности.

1. Цепи Маркова и автоматные марковские модели

Будем рассматривать случайный процесс с дискретными состояниями s0, s1,
s2, . . ., sk . Обозначим через t = 1, 2, . . . моменты времени, в которые происходит
изменение состояния системы. В случае марковского процесса для любого момен-
та времени t0 вероятность любого состояния системы в будущем (при t > t0 )
зависит только от ее состояния в настоящий момент времени и не зависит от то-
го, когда и каким образом система S пришла в текущее состояние. Это означает, что
для любой последовательности ЦМ имеет место равенство [14]: (P (Xt+1 = st+1|Xt =
= st, Xt−1 = st−1, . . ., X0 = s0) = P (Xt+1 = st+1|Xt = st) для всех st+1, st, . . .,
s0 ∈ S.

Пусть задана простая однородная цепь Маркова задана в виде [15]

(S, Ps, π0) , (1)
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где S = {si} , i = 0, 1, . . ., n− 1, – множество состояний ЦМ, Ps – эргодическая
стохастическая матрица вида Ps = (pij) размерности n × n , i, j = 0, 1, . . ., n− 1 ,
π0 – n-мерный вектор начального распределения вероятности появления каждого
состояния ЦМ.

Закон ЦМ представляют в виде неотрицательной стохастической матрицы пе-
реходных вероятностей, где pαβ – переходные вероятности [14]:

P =




p11 p12 . . . p1n

p21 p22 . . . p2n

. . .
pn1 pn2 . . . pnn


 ,

n∑

j=1

pij = 1, i = 1, 2, . . ., n.

В классе ЭСМ можно выделить различные подгруппы матриц (положительные,
треугольные, блочно-сообщающиеся и др.), определяемые взаимным расположе-
нием положительных элементов. Такое выделение подклассов позволяет поставить
задачи классификации и идентификации марковских моделей.

В настоящей работе определяются марковские модели, заданные на базе как
эргодических стохастических матриц, так и нерегулярных циклических ЦМ, опре-
деляемые следующим образом.

Для множества состояний S неразложимой ЦМ можно определить разбиение
на r непересекающихся циклических подмножеств S1, S2, . . ., Sr такое, что ЦМ,
находясь в какой-либо момент времени в состоянии подмножества Sk , в следую-
щий момент неизбежно переходит в группу Sk+1 . ЦМ движется по циклическим
классам в определенном порядке, возвращаясь в класс с начальным состоянием

через r шагов, при этом ni =
∣∣Si

∣∣ , i = 1, 2, . . . , r ,
r∑

i=1

ni = n [3]. Возвращение в со-

стояние si ∈ S может происходить во все достаточно большие моменты времени,
кратные периоду k . Пусть все периоды k имеют наибольший общий делитель r ,
r > 1 . Последовательность таких шагов называют циклом порядка k матрицы P
(периодом) [14].

Если t = kr , то, начиная из состояния si ∈ Sl , через t шагов, система прини-
мает состояние из того же циклического класса sj ∈ Sl , l = 1, 2, . . . , r . В зависимо-
сти от значения периода k, k = 1, 2, . . . , r, можно выделить подклассы циклических
стохастических матриц.

Автоматной марковской моделью будем называть автономный вероятностный
автомат без выхода вида [16]

(S, ϕ(s′/s)) , (2)

где S = {si} , i = 0, 1, n − 1 – множество состояний ЦМ вида (1) , s, s′ ∈ S ,
ϕ(s′, s) − функция переходов, заданная стохастической матрицейPs , Ps = (pij) ,
размерности n× n , i, j = 0, 1, . . . , n− 1 .

На основе АММ вида (2), задавая различные функции ϕ(s′, s) , получаем раз-
личные классы АММ, определяемые ЭСМ P , P ∈ Q . Таким образом, определим
задачу идентификации АММ по реализациям ЦМ, получаемых на основе заданных
подклассов АММ. Рассматриваемая нами задача состоит в том, чтобы показать,
как можно построить модель, пригодную для распознавания класса АММ непо-
средственно по наблюдаемой последовательности ее состояний с заданной довери-
тельной вероятностью. Первая возникающая проблема при решении задачи рас-
познавания АММ связана с увеличением вычислительной сложности процедуры
распознавания при увеличении размерности ЭСМ Ps . Решение второй проблемы
подразумевает уменьшение длины последовательности наблюдений, достаточной



МОДИФИЦИРОВАННЫЙ АЛГОРИТМ «ПРЯМОГО-ОБРАТНОГО ХОДА» 581

для идентификации. Третий вопрос пригодности того или иного алгоритма иден-
тификации возникает при наличии в последовательности пропущенных (ненаблю-
даемых) элементов последовательности. В настоящей работе мы получаем оценки
предложенных алгоритмов, учитывая вышеуказанные параметры и ограничения
исследуемой модели распознавания АММ, что позволяет выбирать для заданного
класса АММ более эффективный метод идентификации.

2. Модифицированный алгоритм «прямого-обратного хода»

Пусть для АММ (P ∈ Q) сгенерировано множество S реализаций цепи Мар-
кова длины N вида Ŝ(N) = s1, s2, . . . , sN , где st – состояние АММ вида (2) в мо-
мент времени t , t = 1, 2, . . . , N . Пусть задано множество Q подклассов ЭСМ P ,
АММ(P ∈ Q) , которые выделены в зависимости от расположения положительных
элементов ЭСМ P . Исследуемые ЭСМ имеют максимальную энтропию, определя-
емую в соответствии с [20]. На ЭСМ P накладывается ограничение: значения по-
ложительных элементов P кратны заданной величине D . На всем множестве реа-

лизаций ЦМ существует разбиение на подмножества S =
r⋃

i=1

Qi (подклассы ЭСМ).

Требуется решить следующие задачи.
A. Определить P (Ŝ(N)|(P )) – вероятность того, что Ŝ(N) сгенерирована на

основе (P ) , где ЭСМ P принадлежит заданному подклассу Qi .
B. Определить для заданного множества ЭСМ {P1, P2, . . ., Pc} , значение

P (Ŝ(N)|(Pa)) = max
l=1,...,c

{
P (Ŝ(N)|(Pl))

}
, то есть определить (Pa) , которая сгене-

рировала заданную Ŝ(N) с большей вероятностью.
В модели идентификации скрытой марковской модели ставится задача вычис-

ления вероятности того, что последовательность, наблюдаемая на выходе, соответ-
ствует заданной модели. Предложенный модифицированный алгоритм дает воз-
можность решить задачу идентификации АММ на основе порождаемых ею реали-
заций ЦМ и позволяет определить значения P (Ŝ(N)|(P )) – вероятности того, что
Ŝ(N) сгенерирована на основе P , где ЭСМ P размерности n × n принадлежит
заданному подклассу и имеет максимальную энтропию.

Алгоритм «прямого-обратного хода» для скрытых марковских моде-
лей. Пусть задано множество состояний модели S = (S1, S2, . . . , SN ) , а состояние
модели в момент t обозначим через qt [3].

Множество наблюдаемых символов обозначим V = (v1, v2, . . . , vM ) . Матрица
переходных вероятностей есть A = {aij} , aij = P [qt+1 = Sj |qt = Si] , 1 ≤ i, j ≤ N .
Распределение вероятности появления символов наблюдения в состоянии j есть
B = {b(k)} bj(k) = P

[
vk at t

∣∣qt = Sj .
]
, 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ k ≤ M . Начальное распреде-

ление вероятностей равно πi = p [q1 = St] , 1 ≤ i ≤ N . Пусть O = O1, O2, . . . , OT –
наблюдаемые символы скрытой марковской модели. В рамках описанной модели
решается задача определения P (O |χ ) – вероятности P (O |χ ) появления последо-
вательности наблюдений O для модели χ = (A,B, π) и выбора последовательности
состояний Q = q1, q2, . . . , qr , которая в некотором смысле будет оптимальной (наи-
лучшим образом соответствовать имеющейся последовательности наблюдений [3].

Для решения задачи распознавания наблюдаемой последовательности в рамках
скрытой марковской модели Л.Р. Рабинером в работе [3] предлагается алгоритм
«прямого-обратного хода», состоящего из следующих этапов.

1. Вводится прямая переменная αt(i) = P (O1O2, . . . , Ot, qt = Si |λ) , представля-
ющая собой вероятность появления для данной модели частичной последователь-
ности наблюдения O = O1, O2, . . . , Ot до момента времени t .
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2. Инициализуруются переменные α1(i) = πibi(O1) , 1 ≤ i ≤ N . При этом уста-
навливается значение прямой переменной, равной совместной вероятности состоя-
ния и начального значения O1 последовательности наблюдений.

3. По индукции вычисляются переменные

αt+1(j) =

[
N∑

i=1

αt(i) · aij

]
· bj(Ot+1), t = 1, . . . , T − 1, 1 ≤ j ≤ N. (3)

Суммирование по всем возможным состояниям Si со всеми возможными преды-
дущими наблюдениями дает вероятность появления в момент t + 1 состояния Sj .

4. Вычисляется вероятность

P (O |χ) =
N∑

i=1

αT (i). (4)

Пусть задана последовательность наблюдаемых состояний АММ Ŝ(N) =
= s(1)s(2) . . . s(N) , где st – состояние АММ вида (2) в момент времени t , t =
= 1, 2, . . . , N .

Для распознавания последовательности Ŝ(N) = s(1)s(2) . . . s(N) введем мас-
сивы переменных:

αt(i) = P (s(1)s(2) . . . s(t), s(t) = si|AMM(P )), t = 1, . . . , N, i = 1, . . . , m,

которые позволяют определить вероятность того, что АММ(P ) к моменту вре-
мени t порождает последовательность Ŝ(t) = s(1)s(2) . . . s(t) и в момент времени t
АММ(P ) находится в состоянии si .

Введем переменную

zi =

{
1, если s(t + 1) = sj ,

0 в противном случа,
i = 1, . . . , n

определяющую наличие перехода в наблюдаемой последовательности состояний
АММ из состояния si в состояние sj в следующий момент времени t+1 . Преобра-
зуем выражение (3), взяв за bi(O1) значение zi . Перепишем этап инициализации 2:

α1(i) = π0(i) · zi, i = 1, . . . , n, zi =

{
1, если s(t + 1) = sj ,

0 в противном случае.

Здесь устанавливается значение прямой переменной, равное произведению началь-
ного значения последовательности наблюдений O1 и переменной zi .

Тогда на следующем этапе 3 определяем значение αt+1(j) посредством вычис-
ления произведения переходных вероятностей из состояния si в состояние sj и
вероятностей того, что в момент времени t будет достигнуто состояние si из n
возможных состояний АММ. Суммирование этих произведений по всем возмож-
ным состояниям дает вероятность появления состояния sj в момент времени t + 1
совместно со всеми вероятностями появления предыдущих элементов последова-
тельности. При вычислении αt+1(j) необходимо учесть значение zi . Таким обра-
зом, перепишем выражение (4) в виде:

αt+1(j) =

[
m∑

i=1

αt(i) · pij

]
· zj , t = 1, . . . , N − 1, j = n.
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Этап 4 дает искомую вероятность P (S(N)|λ) : P (Ŝ(N)|(P )) = αN (s(N)) .
Рассмотрим случай, когда не все состояния последовательности на выходе АММ

наблюдаемы.
Пусть Ŝk(N) – ЦМ длины N , вида, аналогичного Ŝ(N) , для которой сущест-

вуют k моментов времени, k < N , в которые состояния s(t) скрыты от наблю-
дения. При выполнении этапа 2 вычисления значений αt+1(i) , t = 1, 2, . . . , N − 1 ,
i = 1, 2, . . . , n , имеет место выражение

αt+1(j) =

[
n∑

i=1

αt(i) · pij

]
· z′j , z′j =

{
1, если s(t + 1) скрыто

zj в противном случае

Кроме того, если s(N) скрыто от наблюдения, то вероятность равна

P (Ŝk(N)|(P )) =
m∑

i=1

αN (i).

Задача B решается путем выполнения предложенного алгоритма для задачи А
c раз – по количеству различных ЭСМ, задающих подклассы АММ. В результате
получаем множество значений

{
P (Ŝ(N)|(Pl))

}
, l = 1, 2, . . . , c . Путем выполнения

(c− 1) -го сравнения получаем искомое значение вероятности α :

P (Ŝ(N)|(Pa)) = max
l=1,...,c

{
P (Ŝ(N)|(Pl))

}
.

Решение задач A и B позволяет идентифицировать принадлежность марков-
ской последовательности, в том числе ЦМ, содержащей состояния, скрытые от
наблюдения, к заданной АММ(P). Полученная модификация алгоритма «прямого-
обратного хода» для АММ, определенных с помощью ЭСМ эффективна по вычис-
лительной сложности в сравнении с предложенными в работах [18, 19] методами.
Справедлива [21]

Теорема 1. Вычислительная сложность поиска значения P (Ŝk(N)|(P )) , если
s(N) не скрыто от наблюдения, составляет (N − 1 + k(n− 1)) · (n− 1) операций
умножения и сложения; если s(N) скрыто от наблюдения, то вычислительная
сложность увеличивается на (n− 1) операцию сложения.

Из теоремы 1 вытекает, что, вычислительная сложность предложенного мето-
да при решении задачи идентификации конечных простых однородных ЦМ имеет
порядок O(Nn) в случае, если все ее элементы наблюдаемы, когда как наличие
ненаблюдаемых элементов в количестве, сопоставимом с длиной последовательно-
сти N , увеличивает порядок вычислительной сложности алгоритма до O(Nn2) .

Рассмотрим поставленную задачу для идентификации АММ, заданных с помо-
щью класса циклических ЭСМ [16]. Класс АММ определяется периодом r , r > 1 .
Пусть задано множество циклических стохастических матриц периода r (ЦСМr)
с максимальной энтропией: P ∈ Pn(ЦСМr) , где Pn(ЦСМr) – семейство ЦСМr

размерности n× n , полученное путем разбиения множества из n состояний АММ
на r непустых подмножеств, |Pn(ЦСМr)| = S(n, r) . Модифицированный метод
«прямого-обратного хода» позволяет определить вероятность того, что АММ(P ) ,
где P ∈ Pn(ЦСМr) , к моменту времени t порождает последовательность Ŝ(t) =
= s(1)s(2), . . . , s(t) и в момент времени t АММ(P ) находится в состоянии si .

Значения α
′
t(i) , t = 1, 2, . . . , N i = 1, 2, . . . , n находятся методом индукции в

соответствии со следующим алгоритмом [22].
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Шаг 1. На этапе инициализации переменных вычисляем:

α′1(i) =

{
1, если (π0(i) > 0) & (zi = 1),

0 в противном случае.
i = 1, 2, . . . ,m;

zi =

{
1, если s(t + 1) = sj ,

0 в противном случае,
t = 0.

Шаг 2. Для этапа индукции полагаем, что

α′t+1(j) =

{
1, если (∃α′t(i) · pij > 0) & (zj = 1),

0 в противном случае,
t = 1, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,m.

Шаг 3. Если α′N (s(N)) > 0 , то s(N) ∈ SCr и производится расчет вероят-
ности идентификации принадлежности s(N) заданному подклассу SCr согласно
формуле

P (S(N) |AMM(P ) ) = 1−
(

n− 1
n

D

)N

.

Замечание. Если на шаге 2 алгоритма получаем, что

m∑

j=1

α′t+1(j) = 0,

то s(N) /∈ SCr .

Пусть Ŝk(N) – ЦМ длины N , вида, аналогичного Ŝ(N) , для которой сущест-
вуют k моментов времени, k < N , в которые состояния s(t) скрыты от наблюде-
ния.

Для идентификации последовательности, часть элементов которой скрыта от
наблюдения, при выполнении шага 2 алгоритма идентификации, строится логиче-
ское выражение

α′t+1(j) =

{
1, если (∃αt(i) · pij > 0) &

(
z′j = 1

)
,

0 в противном случае;

z′j =

{
1, если s(t + 1) скрыто,

zj в противном случае.

Кроме того, если s(N) скрыто от наблюдения, то

α′N
(
Ŝk(N)

)
=

{
1, если ∃αN (i) > 0,

0 в противном случае.

Для модифицированного алгоритма «прямого-обратного хода» идентификации
АММ, определенных в настоящей работе на базе циклических стохастических мат-
риц, справедлива [21]

Теорема 2. Вычислительная сложность поиска значения P (Ŝk(N)|(P )) , где
P ∈ Pn(ЦСМr) , для значения k , сопоставимого с длиной N циклической ЦМ,
имеет порядок O(Nn2) , а для семейства P ∈ Pn(ЦСМr) – порядок O(S(n, r)Nn2) .
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Заключение

В настоящей статье предложена модель распознавания непосредственно по
наблюдаемой последовательности состояний АММ, основанная на модификации
алгоритма «прямого-обратного хода». Предложенная модель позволяет количест-
венно оценить вероятность идентификации последовательности ЦМ на предмет
возможности генерирования ее заданной АММ.

Проанализирована зависимость порядка вычислительной сложности алгорит-
мов от таких параметров автоматной марковской модели, как количество состо-
яний и длина идентифицируемой последовательности. Наличие ненаблюдаемых
элементов в количестве, сопоставимом с длинной последовательности N , увеличи-
вает порядок вычислительной сложности алгоритма.

Показана применимость модифицированной модели идентификации методом
«прямого обратного хода» относительно ЦМ, сгенерированных АММ на основе
стохастических матриц класса циклических. Идентификация возможна как для
ЦМ, все состояния которых наблюдаемы в полном объеме, так и для марковских
последовательностей, часть состояний которых скрыта от наблюдения.
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Abstract

The paper is devoted to solving the problem of identifying discrete stochastic processes
generated on the basis of automata Markov models. This problem is relevant because of
the need to increase the efficiency of automata Markov models recognition. The effectiveness
of identifying automata Markov models with a certain confidence probability is determined by
the decrease in the length of Markov chains, as well as by the decrease in the computational
complexity of algorithms for recognizing and minimizing the error in calculating traits rela-
tive to the ergodic stochastic matrices that define automata Markov models. The modified
model allows to determine the probability values that a sequence is generated on the basis of
the automata Markov model of the given class, which, in turn, is determined by the struc-
ture of the stochastic matrix. A feature of this model is the ability of the algorithm to
recognize the class of the automata Markov model in the case when some states are not
observable in the generated sequence. A modification of the “forward-backward” algorithm
and its adaptation to the problem of identification of automata Markov models defined using
ergodic stochastic matrices on the basis of the realizations of Markov chains generated by
them has been proposed. In the paper, the task of modifying the “forward-backward” al-
gorithm for automata Markov models determined on the basis of cyclic ergodic stochastic
matrices has been solved. The estimates of the computational complexity of the proposed
identification algorithms have been calculated. The most important of the results obtained are
the following. A feature of this model is the ability of the algorithm to recognize the class of
the automata Markov model in the case when some states are not observable in the generated
sequence. The results obtained make it possible to better identify the automata Markov mo-
dels by the output sequence. This problem can be applied to solve a wide range of problems
of identification of Markov chains, including partially hidden ones.

Keywords: Markov chains, identification, stochastic matrix, “forward-backward” algo-
rithm
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