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ÓÄÊ 514.16Î ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ ÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÑ ÍÅÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÌÅÒ�ÈÊÎÉÀ.È. ÅãîðîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ââîäÿòñÿ ëîêàëüíûå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ΠBn,y . �àññìàò-ðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.Â ðàáîòå [1℄ Â.È. Ïàíüæåíñêèé ââåë ëîêàëüíî êîíè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Kn âêëàññå ïðîñòðàíñòâ 0

gn,y . Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó ââåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Kn , ââîäèìëîêàëüíûå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ΠBn,y â êëàññå áîëåå îáùèõ ìåò-ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ âåêòîðíûõ ýëåìåíòîâ H
gn,y [2℄. Ïðîñòðàíñòâà H

gn,y õàðàêòåðè-çóþòñÿ òåì, ÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gjk(x, y) íå îáÿçàòåëüíî îäíîðîäíûé íóëåâîéñòåïåíè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò yα [2℄. Ïóñòü èìååì òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-ñòðàíñòâî ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) . Äàëåå, ïóñòü z = f(y) � óðàâíåíèåêðèâîé â ïëîñêîñòè (ZOY ) è ýòà êðèâàÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè OZ . Óðàâíåíèå îá-ðàçîâàííîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:
z = f(±

√

x2 + y2) (1)èëè
z2 = ϕ(x2 + y2),ãäå f2(±

√

x2 + y2)
def
= ϕ(x2 + y2) .�àäèóñ-âåêòîð ëþáîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îð-òîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü XOY . Óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â ïà-ðàìåòðè÷åñêîì âèäå:







z2 = ϕ(u2 + ν2),
x = u,
y = ν,ãäå u , ν � ïàðàìåòðû. Èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà ýòîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ èìååòâèä

dσ2 = du2 + dν2 + ψ(u2 + ν2)(udu+ νdν)2, (2)ãäå ϕ′2

ϕ

def
= ψ . Â n-ìåðíîì ñëó÷àå èìååì ìåòðèêó n-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè:
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)2

+
(

du2
)2

+ · · · + (dun)
2
+

+ψ(
(

u1
)2

+
(

u2
)2

+ · · · + (un)
2
)(u1du1 + u2du2 + · · · + undun)2. (3)Ìåòðèêà (2) ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ åñòü ìåòðèêà ïëîñêîñòè XOY èëè åå îáëà-ñòè ñ âûäåëåííîé òî÷êîé O , çàâèñÿùàÿ îò êîìïîíåíò âåêòîðà, èñõîäÿùåãî èç ýòîéòî÷êè. Â îáùåì ñëó÷àå ìåòðèêà (3) åñòü ìåòðèêà öåíòðîà��èííîãî ïðîñòðàíñòâàèëè åãî îáëàñòè, çàâèñÿùàÿ îò êîìïîíåíò âåêòîðà, èñõîäÿùåãî èç òî÷êè O .



Î ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ 51Îïðåäåëåíèå 1. Ëîêàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ΠB2,y ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íà-çûâàåòñÿ äâóõìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå X2 , â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-ñòâå TxX êîòîðîãî çàäàíà ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ãëàäêèìîáðàçîì çàâèñÿùàÿ îò x, x ∈ X2 .Ïóñòü (xi) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà X2 , (xi, yi) � ëîêàëüíûå, åñòåñòâåííûåêîîðäèíàòû íà TX, òîãäà ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà ΠB2,y èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ds2 = bij(x)dx

idxj + ψ(bij(x)y
iyj, x)(bij(x)y

idxj)2,ãäå bij(x) � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà Vn(x) . Êîìïîíåíòû ìåò-ðè÷åñêîãî òåíçîðà gij(x, y) ïðîñòðàíñòâà ΠB2,y èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
gjk(x, y) = bjk(x) + ψ(bij(x)y

iyj, x)bjp(x)bks(x)y
pys (4)èëè

gjk(x, y) = Fj·k + ψ(2F, x)F·jF·k, (5)ãäå
F =

1

2
bij(x)y

iyj , F·k = bkp(x)y
p, F·i·j = bij(x), bij(x)y

iyj = 2F.Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî
gjk·l = 2ψ′

2F (2F, x) · F·jF·kF·l + ψ(2F, x)(F·j·lF·k + F·jF·k·l), (6)èëè
gjk·l = 2ψ′

2F (bij(x)y
iyj)bjp(x)bks(x)blr(x)y

pysyr+

+ψ(bij(x)y
iyj , x)[bjl(x)bkp(x) + bjp(x)bkl(x)]y

p. (7)Åñëè â (4) ïîëîæèòü
ψ(bij(x)y

iyj, x) = ψ(2F, x) =
a2

2F
=

a2

bij(x)yiyj
, (8)òî ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1℄. Âñå ðàññóæäåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà n-ìåðíûé ñëó÷àé (i, j = 1, 2, . . . , n) . Äàëåå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ââåäåí-íûõ âûøå ïðîñòðàíñòâ ΠBn,y . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òåíçîð

Sjkl = gjk·l − gjl·k (j, k, l = 1, 2, . . . , n).Äëÿ ïðîñòðàíñòâ (5) èìååì
Sjkl = ψ(2F, x)(F·j·lF·k − F·j·kF·l). (9)Åñëè òåíçîð Sjkl = 0 , òî òåíçîð F·j·k � âûðîæäåííûé. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñëåäó-þùèì âûâîäàì.Òåîðåìà 1. Ìåòðèêà ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ÿâëÿ-åòñÿ íåïîòåíöèàëüíîé.Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ΠBn,y òåíçîð Bkl = gok·l − gol·k = 0, òî åñòü

gok·l = gol·k (òåíçîð gok·l ñèììåòðè÷íûé).



52 À.È. Å�Î�ÎÂÑïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2 âûòåêàåò èç ñòðóêòóðû òåíçîðà gok·l :
gok·l = [4ψ′

2F (2F, x)F + ψ(2F, x)]F·kF·l + 2Fψ(2F, x)F·k·l (10)èëè
gok·l = [2ψ′

2F (bij(x)y
iyj , x)bij(x)y

iyj + ψ(bij(x)y
iyj, x)]bks(x)y

sbrl(x)y
r+

+ψ(bij(x)y
iyj, x)bij(x)y

iyjbkl(x). (11)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
gik(x, y) = bik(x) + αyiyk, (12)ãäå

α = −
ψ(bij(x)y

iyj , x)

[1 + ψ(bij(x)yiyj, x) · bij(x)yiyj ]èëè
α = −

ψ(2F, x)

[1 + 2ψ(2F, x)F ]
.Èòàê, ìû óáåäèëèñü â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî âûâîäà.Òåîðåìà 3. Òåíçîð gik(x, y) ïðîñòðàíñòâà ΠBn,y èìååò ñòðóêòóðó (12), àòåíçîðû gjk·l , gok·l èìåþò ñòðóêòóðû (7), (11) ñîîòâåòñòâåííî.Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij(y) (i, j = 1, 2, . . . , n) êàñàòåëüíîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàí-ñòâà ïîëó÷àåòñÿ èç gij(x, y) �èêñèðîâàíèåì òî÷êè êàñàíèÿ.Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà ΠBn,y â êàæäîé åãî òî÷êå áàçû Xn êàñàåòñÿîäíî è òîæå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ìåòðèêà êîòîðîãî åñòü ìåòðèêà ïîâåðõíîñòèâðàùåíèÿ. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó.Òåîðåìà 4. Êàñàòåëüíîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî Vn(x) ëîêàëüíîãî ïðîñòðàí-ñòâà ΠBn,y ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóáïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì.Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ΠBn,y ìîæíî ââåñòè àññîöèèðîâàííóþîáîáùåííóþ �èíñëåðîâó ñòðóêòóðó

Φ(x, y) =
1

2
gij(x, y)y

iyj, (13)êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Â ñëó÷àå ââåäåííîé íàìè ìåòðèêè ïðî-ñòðàíñòâà ΠBn,y èìååì
Φ(x, y) = F + 2ψ(2F, x)F 2 (14)èëè

Φ(x, y) =
1

2
bij(x)y

iyj +
1

2
ψ(bij(x)y

iyj) · (bkl(x)y
kyl)2. (15)Ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (15) îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâî H

Fn,y [2] .Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîñòðàíñòâî ΠBn,y äîïóñêàëî ãðóïïó äâèæåíèé Gr ìàêñè-ìàëüíîãî ïîðÿäêà r = n(n+ 1)/2 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ψ íå çàâèñåëîîò âòîðîãî àðãóìåíòà (x) è bij(x) áûëè êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðè-ìàíîâà ïðîñòðàíñòâà Vn(x) ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Äëÿ ìàêñèìàëüíî ïîäâèæíûõïðîñòðàíñòâ ΠBn,y ñêàëÿðíûé êâàäðàò 〈η, η〉 êàñàòåëüíîãî âåêòîðà η ïðîñòðàíñòâà
ΠBn,y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

〈η, η〉 = ‖η, η‖ + ψ(‖y, y‖), ‖η, y‖2, (16)



Î ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ 53ãäå ‖ , ‖ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ìåòðèêè ïîñòîÿííîéêðèâèçíû ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì bij(x) . Ôîðìóëà (16) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâà-ðèàíòíóþ �îðìó çàïèñè. Â ïðîñòðàíñòâàõ H
gn,y ìîæíî ââåñòè òåíçîð Tkl(x, y) . Îííàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íå�èíñëåðîâîñòè è ðàâåí ïî îïðåäåëåíèþ

Tkl
def
= gol·k + gok·l +

1

2
goo·k·l.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

goo·l = 4[2F 2ψ′

2F (2F, x) + Fψ(2F, x)]F·l, (17)

goo·k·l = CF·k·l +DF·kF·l, (18)ãäå
C

def
= 8F 2ψ′

2F (2F, x) + 4ψ(2F, x)F,

D
def
= 24Fψ′

2F (2F, x) + 16F 2ψ′′

2F (2F, x) + 4ψ(2F, x).Åñëè
goo·l = 0,òî

2Fψ′

2F (2F, x) + ψ(2F, x) = 0,è, ñëåäîâàòåëüíî,
ψ(2F, x) =

C(x)

2F
=

C(x)

bij(x)yiyj
.Èòàê, ìû óáåäèëèñü â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî âûâîäà.Òåîðåìà 5. Åñëè òåíçîð goo·l = 0 , òî ïðîñòðàíñòâî ΠBn,y åñòü ëîêàëüíîêîíè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Kn .Äëÿ ââåäåííûõ íàìè ïðîñòðàíñòâ ΠBn,y òåíçîð íå�èíñëåðîâîñòè Tkl èìååòñëåäóþùóþ ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó:

Tkl = AF·kF·l +BF·k·l, (19)ãäå
A = 4[5ψ′

2F (2F, x)F + ψ(2F, x) + 2F 2ψ′′

2F (2F, x)],

B = 2[3Fψ(2F, x) + 2F 2ψ′

2F (2F, x)].Åñëè òåíçîð íå�èíñëåðîâîñòè Tkl = 0 , à B 6= 0 , òî òåíçîð F·k·l âûðîæäåííûé, ÷òîíåâîçìîæíî. Óñëîâèå B 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî
ψ(2F, x) 6=

C(x)

(2F )3
èëè (

ψ(bij(x)y
iyj , x) 6=

C(x)

(bij(x)yiyj)3

)

.Òåîðåìà 6. Òåíçîð íå�èíñëåðîâîñòè Tkl(x, y) ïðîñòðàíñòâà ΠBn,y íåîáõîäè-ìî èìååò ñòðóêòóðó (19).Çàìå÷àíèå 1. Åñëè òåíçîð
Πk = gij · gij·k = 0,òî ïðîñòðàíñòâî ΠBn,y åñòü ïðîñòðàíñòâî Kn . Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿâûòåêàåò èç ñòðóêòóðû òåíçîðà Πk :

Πk =
2(2ψ′

2F (2F, x)F + ψ(2F, x))

(1 + 2Fψ(2F, x))
F·k.
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