
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 530.145:539.18ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÕ ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉÂ ÏÎËÅ ÑÂÅ�ÕÒßÆÅËÎ�Î ßÄ�À�.Õ. �àéíóòäèíîâ, À.À. Ìóòûãóëëèíà, À.Ñ. ÏåòðîâàÀííîòàöèÿÏðîáëåìà îïèñàíèÿ ýëåêòðîííûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â ïîëå ñâåðõòÿæåëûõ ÿäåð,¾ïîãðóæåííûõ¿ â íèæíèé êîíòèíóóì, ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ �îðìàëèçìà îáîáùåí-íîé êâàíòîâîé äèíàìèêè, ðàçâèòîãî â ðàáîòå (J. Phys. A: Math. Gen. � 1999. � V. 32. �P. 5657�5677). Ïîêàçàíî, ÷òî ýëåêòðîííîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, ¾ïîãðóæåííîå¿ â êîíòè-íóóì, õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå òåîðèèýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò áðåéò-âèãíåðîâñêóþ �îðìó.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâåðõòÿæåëûå ÿäðà, ýëåêòðîííûå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ, íåñòà-áèëüíûé âàêóóì. ÂâåäåíèåÄîñòèãíóòûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîãðåññ â îáëàñòè òåõíèêè ñòîëêíîâåíèéòÿæåëûõ èîíîâ îòêðûë âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü ñâåðõòÿæåëûå êâàçèìîëåêóëû ññóììàðíûì çàðÿäîì Z > 170 . Íàïðèìåð, ïðè ñòîëêíîâåíèè ÿäåð óðàíà U íè-æå êóëîíîâñêîãî áàðüåðà íà êîðîòêîå âðåìÿ îáðàçóåòñÿ ñâåðõòÿæåëàÿ ìîëåêóëà ñçàðÿäîì Z = 184 . Â ïîëå òàêîé ìîëåêóëû èç âàêóóìà ìîãóò ðîæäàòüñÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûå ïàðû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âàêóóì ïðèîáðåòàåò çàðÿä è ñòàíîâèòñÿ íåñòà-áèëüíûì. Ýòà íåñòàáèëüíîñòü îáóñëîâëåíà òåì �àêòîì, ÷òî â ïîëå ÿäðà ñî ñâåðõ-êðèòè÷åñêèì çàðÿäîì íåçàíÿòîå ýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå ïîãðóæàåòñÿ â êîíòèíóóìè, êàê ñëåäñòâèå, ìîæåò áûòü ñïîíòàííî çàïîëíåíî ýëåêòðîíîì ïðè îäíîâðåìåííîéýìèññèè ïîçèòðîíà [1℄. Çàäà÷à îïèñàíèÿ òàêèõ ïîãðóæàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé ñóùå-ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è îá îáû÷íûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèÿõ â êâàíòîâîé ýëåê-òðîäèíàìèêå (ÊÝÄ), êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìàëèçìà àäèàáàòè-÷åñêîé S -ìàòðèöû. Â ñëó÷àå ïîãðóæàþùèõñÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ïðèõîäèòñÿèìåòü äåëî ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (ñîñòîÿíèÿ ðàçìàçàíû ïî íåêîòîðîìóýíåðãåòè÷åñêîìó èíòåðâàëó), à íå ñ �èêñèðîâàííîé ýíåðãèåé ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.Ýòî ýíåðãåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾ïîãðóæåííîå¿ ñâÿçàííîåñîñòîÿíèå íåñòàáèëüíî è ðàñïàäàåòñÿ ñ ðîæäåíèåì ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû.Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ òàêîãî ðàñïàäà íå ìîæåò áûòü îïèñàí â ðàìêàõ �îðìà-ëèçìà S -ìàòðèöû. Ýòî ïðèâîäèò ê ñåðüåçíûì ïðîáëåìàì, ïîñêîëüêó, êàê õîðîøîèçâåñòíî, â ÊÝÄ ìîæíî óñòðàíèòü óëüòðà�èîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè èç S -ìàòðèöûè �óíêöèé �ðèíà, íî íå èç âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ñèñòå-ìû: ðåãóëÿðèçàöèÿ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàñõîäÿùèåñÿ ÷ëåíûàâòîìàòè÷åñêè ïîÿâëÿþòñÿ â óðàâíåíèÿõ Øðåäèíãåðà è Òîìàíàãà �Øâèíãåðà. Ïî-ýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ëèøü �îðìàëüíîå çíà÷åíèå â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.Ïîñêîëüêó ëîêàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé ðàñõîäèìîñòåé â êâàíòîâîéòåîðèè ïîëÿ, êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ââåäåíèåì íåëîêàëüíîãî�îðì-�àêòîðà â ïëîòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ. Îäíàêî ââåäåíèå òà-êîãî �îðì-�àêòîðà ïðèâîäèò ê ïîòåðå êîâàðèàíòíîñòè. Ïðè÷èíà ýòîãî î÷åâèäíà.



ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ 105Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ëîêàëüíî âî âðåìåíè, è ãàìèëüòîíèàí îïèñûâàåò ëîêàëü-íîå âçàèìîäåéñòâèå. Â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðîöåññû ìãíîâåííî-ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò áûòü íåëîêàëüíû â ïðîñòðàíñòâå. Íî â êâàíòîâîé òåîðèèïîëÿ âçàèìîäåéñòâèå, ðàçìàçàííîå ïî ïðîñòðàíñòâó, äîëæíî áûòü òàêæå íåëîêàëü-íî âî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ââåäåíèå íåëîêàëüíîñòè â òåîðèþ áûëî âíóò-ðåííå íåïðîòèâîðå÷èâûì, íåîáõîäèìî íàéòè ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è îá ýâîëþöèèâ ñëó÷àå íåëîêàëüíûõ âî âðåìåíè âçàèìîäåéñòâèé. Âìåñòå ñ òåì â ðàáîòå [2℄ áû-ëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îáùèì äèíàìè÷åñêèìóðàâíåíèåì, ñîâìåñòíûì ñ îáùåïðèíÿòûìè êîíöåïöèÿìè êâàíòîâîé �èçèêè, è êàêñëåäñòâèå íàèáîëåå îáùèõ ïðèíöèïîâ êàíîíè÷åñêîé è �åéíìàíîâñêîé �îðìóëè-ðîâîê êâàíòîâîé òåîðèè áûëî âûâåäåíî áîëåå îáùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ. ßâëÿ-ÿñü ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà â ñëó÷àå ìãíîâåííûõ âçàèìîäåéñòâèé,ýòî îáîáùåííîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êâàíòîâóþ äèíàìè-êó íà ñëó÷àé íåëîêàëüíûõ âî âðåìåíè âçàèìîäåéñòâèé. �àçâèòûé òàêèì îáðàçîì�îðìàëèçì îáîáùåííîé êâàíòîâîé äèíàìèêè (ÎÊÄ) îòêðûë íîâûå âîçìîæíîñòèäëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà ïðîáëåì â ÿäåðíîé [5℄ è àòîìíîé [6℄ �èçèêå. Â äàííîé ðàáîòå�îðìàëèçì ÎÊÄ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû îïèñàíèÿ ýëåêòðîí-íûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé, ¾ïîãðóæåííûõ¿ â íèæíèé êîíòèíóóì, â ïîëå ñâåðõ-òÿæåëûõ ÿäåð. Ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû ïîçâîëÿåòïîñëåäîâàòåëüíî ó÷èòûâàòü òîò �àêò, ÷òî ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ, ¾ïîãðóæåííûå¿ âêîíòèíóóì, îïèñûâàþòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.1. Îáîáùåííàÿ êâàíòîâàÿ äèíàìèêàÂ �îðìàëèçìå ÎÊÄ îïåðàòîð ýâîëþöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
U(t, t0) = 1 +

t∫

t0

dt2

t2∫
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dt1S̃(t2, t1), (1)ãäå S̃(t2, t1) îïèñûâàåò âêëàä â îïåðàòîð ýâîëþöèè îò ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì âçà-èìîäåéñòâèå â ñèñòåìå íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1 è çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíòâðåìåíè t2 . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð ýâîëþöèè â �îðìå (1) áûë óíèòàðíûì äëÿëþáûõ t è t0 , îïåðàòîð S̃(t2, t1) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
(t2 − t1)S̃(t2, t1) =
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t4∫

t1

dt3(t4 − t3)S̃(t2, t4)S̃(t3, t1). (2)Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü îïåðàòîð S̃(t2, t1) äëÿ ëþáûõ âðåìåí
t1 è t2 , åñëè îïåðàòîðû S̃(t′2, t

′
1) , ñîîòâåòñòâóþùèå áåñêîíå÷íî ìàëûì âðåìåíàìäëèòåëüíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ τ = t′2 − t′1 , èçâåñòíû.Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàèáîëüøèé âêëàä â îïåðàòîð ýâîëþöèè â ïðå-äåëå ïðè t2 → t1 äàþò ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ �óíäàìåíòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåìâ èçó÷àåìîé ñèñòåìå. Îáîçíà÷àÿ ýòîò âêëàä ÷åðåç Hint(t2, t1) , ìîæíî çàïèñàòü

S̃(t2, t1) →
t2→t1

Hint(t2, t1) + o(τε), (3)ãäå τ = t2−t1 . Åñëè Hint(t2, t1) îïðåäåëåí, óðàâíåíèå (2) ïîçâîëÿåò íàéòè îïåðàòîð
S̃(t2, t1). Òîãäà �îðìóëà (1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòüîïåðàòîð ýâîëþöèè U(t, t0) è, ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â ëþáîé ìîìåíòâðåìåíè t . Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå äâè-æåíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû.



106 �.Õ. �ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂ È Ä�.Â ñëó÷àå èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû îïåðàòîð S̃(t2, t1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ââèäå
S̃(t2, t1) = exp(iH0t2)T̃ (t2 − t1) exp(−iH0t1), (4)ãäå H0 � ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí. Ïåðåõîäÿ ê òåðìèíàì T -îïåðàòîðà, äëÿ îïåðà-òîðà ýâîëþöèè â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà ïîëó÷èì:

Us(t, 0) =
i

2π

∞∫
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dx exp(−izt)G(z), (5)ãäå
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< n2|n1 >
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+
< n2|T (z)|n1 >

(z − En2
)(z − En1

)
, (6)ãäå z = x+ iy , è y > 0 , n îçíà÷àåò ïîëíûé íàáîð äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ïåðå-ìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó â öåëîì, |n〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñâîáîäíîãîãàìèëüòîíèàíà H0 , à 〈n2|T (z)|n1〉 îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

〈n2|T (z)|n1〉 = i

∞∫

0

dτ exp(izτ)〈n2|T̃ (τ)|n1〉. (7)Îáîáùåííîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (2), çàïèñàííîå â òåðìèíàõ T -îïåðàòîðà,èìååò âèä [2℄
d〈n2|T (z)|n1〉

dz
= −

∑
n

〈n2|T (z)|n〉〈n|T (z)|n1〉

(z − En)2
(8)ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

T (z) →
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B(z), (9)ãäå
B(z) = i

∞∫

0

dτ exp(izτ)H
(s)
int (τ)

H
(s)
int (t2 − t1) = exp(−iH0t2)Hint(t2, t1) exp(iH0t1) � îáîáùåííûé îïåðàòîð âçàè-ìîäåéñòâèÿ â ïðåäñòàâëåíèè Øðåäèíãåðà. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (8) óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ
< n2|T (z1)|n1 > − < n2|T (z2)|n1 >=

= (z2 − z1)
∑

n

< n2|T (z2)|n >< n|T (z1)|n1 >

(z2 − En)(z1 − En)
. (10)Ýòî óðàâíåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ äëÿ îïåðà-òîðà �ðèíà:

G(z1) −G(z2) = (z2 − z1)G(z2)G(z1). (11)Çàïèñàííîå â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ S̃(t2, t1) , óðàâíåíèå (2) íå ñîäåðæèò îïåðàòî-ðîâ, îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå, è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî óäîâëåòâî-ðÿòüñÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ àìïëèòóä S̃(t2, t1) , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿâêëàäàìè â îïåðàòîð ýâîëþöèè îò ïðîöåññîâ ñ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè ìîìåíòà-ìè íà÷àëà è êîíöà âçàèìîäåéñòâèÿ â ñèñòåìå. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ (8) è (10)ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ T -îïåðàòîðà. Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìñëåäñòâèÿì êîìïîçèöèîííîãî çàêîíà è ïðåäñòàâëåíèÿ (1), âûðàæàþùåãî �åéíìà-íîâñêèé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, âûâîäÿòñÿ èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâêâàíòîâîé òåîðèè áåç îáðàùåíèÿ ê äîïîëíèòåëüíûì ïîñòóëàòàì, òàêèì, êàê óðàâ-íåíèå Øðåäèíãåðà â êàíîíè÷åñêîì ïîäõîäå è �îðìóëà èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿìâ �åéíìàíîâñêîé �îðìóëèðîâêå.



ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ 1072. ¾Ïîãðóæåíèå¿ ýëåêòðîííûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â êîíòèíóóìÒåïåðü, èñïîëüçóÿ �îðìàëèçì ÎÊÄ, ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ¾ïîãðóæåíèÿ¿ ýëåê-òðîííûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â êîíòèíóóì. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è íà÷íåì ñ ðàñ-ñìîòðåíèÿ îïåðàòîðà �ðèíà. Îïåðàòîð �ðèíà G(z) è îïåðàòîð T (z) , îïðåäåëåííûåóðàâíåíèÿìè (6) è (7) ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:
G(z) = G0(z) +G0(z)T (z)G0(z), (12)ãäå

G0(z) =
∑

n

|n〉〈n|

z − En + i0åñòü ñâîáîäíûé îïåðàòîð �ðèíà, îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.Äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè â ïîëå ÿäðà åñòåñòâåííî ñíîâà ïåðå-îïðåäåëèòü ¾ñâîáîäíûé¿ ãðèíîâñêèé îïåðàòîð ââåäåíèåì â îïèñûâàåìûå èì ïðî-öåññû êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ ñ ÿäðîì. Äëÿ ýòîãîìû äîëæíû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûå âåêòîðà äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà
H(Z) = iγµ(∂/∂xµ) +m+ V (r, Z), (13)ãäå V (Z) ≡ ZU(r, Z) � êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ÿäðà, êîòîðûé çàâèñèò îò Z òîëüêî÷åðåç ðàäèóñ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿäåðíîãî çàðÿäà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò

Z . Äëÿ 170 < Z < 200 ýòà çàâèñèìîñòü ïðåíåáðåæèìî ñëàáà, è ìû ìîæåì çàïèñàòü
V (Z) = ZU(r). (14)Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ðåøèòü óðàâíåíèå Äèðàêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(Z) :
H(Z)|ψ〉 = E|ψ〉. (15)Äëÿ òî÷å÷íûõ ÿäåð ýòî óðàâíåíèå èìååò òî÷íûå ðåøåíèÿ ïðè Zα < 1 . Ïðè

Z = 1/α = 137 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15) äîñòèãàþò êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Äëÿ ìîäè-�èöèðîâàííûõ êóëîíîâñêèõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äëÿíåòî÷å÷íûõ ÿäåð, ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü òàêæå ðåøåíî äëÿ âñåõ Z , âïëîòü äîêðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ çàðÿäà Zcr ≈ 170 [1℄. Â ñëó÷àå òàêèõ ïîòåíöèàëîâ ìîæíîïîëó÷èòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15) äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé âïëîòü äî Zcr , ïðèêîòîðîì ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ïîãðóæàåòñÿ, òî åñòü èñ÷åçàåò â íåïðåðûâíîì ñïåê-òðå îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ Z > Zcr åñòåñòâåííî ðàçäåëèòü
V (Z) íà äâå ÷àñòè:

V (Z) = V (Zcr) + V (Z ′),ãäå Z ′ = Z − Zcr , è âêëþ÷èòü â ¾ñâîáîäíûé¿ ãðèíîâñêèé îïåðàòîð òîëüêî âçàè-ìîäåéñòâèå, îïèñûâàåìîå ïîòåíöèàëîì V (Zcr) . Ïóñòü |ψ
(cr)
n 〉 � ñîáñòâåííûé âåêòîðäëÿ Z = Zcr , òî åñòü

H(Zcr)|ψ
(cr)
n 〉 = En|ψ

(cr)
n 〉. (16)Îïåðàòîð �ðèíà, êîòîðûé îïèñûâàåò ýâîëþöèþ â ñëó÷àå, êîãäà âçàèìîäåéñòâèåâ ñèñòåìå ñâîäèòñÿ òîëüêî ê âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ ñ ÿäðîì,îïèñûâàåìîìó ïîòåíöèàëîì V (r, Zcr) , èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G
(cr)
0 =

∑
n

|ψ
(cr)
n 〉〈ψ

(cr)
n |

z − En

, (17)



108 �.Õ. �ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂ È Ä�.ãäå n � ïîëíûé íàáîð äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõñèñòåìó â öåëîì. Ïðè òàêîì âûáîðå ñâîáîäíîãî îïåðàòîðà �ðèíà ïîëíûé ãðèíîâ-ñêèé îïåðàòîð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
G(z) = G

(cr)
0 (z) +G

(cr)
0 (z)Tcr(z)G

(cr)
0 (z), (18)ãäå îïåðàòîð Tcr(z) îïèñûâàåò ïîëíîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ ñÿäðîì è ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, èñêëþ÷àÿ âçàèìîäåéñòâèå, õàðàêòåðèçóåìîå ïî-òåíöèàëîì V (r, Zcr) . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð �ðèíà (18) óäîâëåòâîðÿë óðàâíåíèþ(6), îïåðàòîð Tcr(z) äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

dTcr(z)

dz
= −

∑
n

Tcr(z)|ψ
(cr)
n >< ψ

(cr)
n |Tcr(z)

(z − En)2
. (19)Îòìåòèì, ÷òî áóäó÷è ñëåäñòâèåì îáîáùåííîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, óðàâíå-íèå (19) ïî �îðìå ñîâïàäàåò ñ ýòèì èñõîäíûì óðàâíåíèåì. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èåçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â óðàâíåíèè (19) â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ �îêîâñêî-ãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà |ψn〉 ãàìèëüòîíèàíà H(Zcr) .Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (19) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

Tcr(z) →
|z|→∞

B(z) − V (Zcr), (20)ìîæíî îïèñàòü ýëåêòðîííûå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ â ïîëÿõ ñ äîêðèòè÷åñêèì ïîòåí-öèàëîì, ïðîöåññû ðîæäåíèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð â òàêèõ ïîëÿõ è ýâîëþöèþâàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ.Âàæíî, ÷òî Tcr(z) îïèñûâàåò íå òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, íîè èõ ñàìîäåéñòâèå. Íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò êòîìó, ÷òî óðàâíåíèå (19) îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ñèíãóëÿðíûì â �èçè÷åñêîéîáëàñòè. Îäíàêî ýòó òðóäíîñòü ìîæíî îáîéòè ñ ïîìîùüþ ðåäóêöèè [7℄, êîòîðàÿçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ¾ñâîáîäíûé¿ îïåðàòîð �ðèíà G
(cr)
0 (z) çàìåíÿåòñÿ íà îïå-ðàòîð G̃0(z) , îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ ñèñòåìû â ñëó÷àå, êîãäà èìååò ìåñòî òîëüêîâçàèìîäåéñòâèå ñ ¾âàêóóìîì¿, òî åñòü íåò ïåðåõîäîâ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿ-íèÿìè |ψ

(cr)
n > , à Tcr(z) çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà M(z) , êîòîðûé îïèñûâàåòïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè
G

(cr)
0 +G

(cr)
0 (z)Tcr(z)G

(cr)
0 (z) = G̃0(z) + G̃0(z)M(z)G̃0(z) = G(z) (21)Â ðåçóëüòàòå òàêîé ðåäóêöèè ìîãóò áûòü âûâåäåíû óðàâíåíèÿ, êîòîðûå äàþò âîç-ìîæíîñòü íàéòè M(z) è ¾ñâîáîäíûé¿ îïåðàòîð �ðèíà G̃0(z) . Íà ïðàêòèêå áîëååóäîáíî çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ íå äëÿ îïåðàòîðà �ðèíà G̃0(z) , à äëÿ àìïëèòóäû

Cn(z) , îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì
〈ψ(cr)

n |G̃0(z)|ψ
(cr)
n 〉 =

〈ψ
(cr)
n |ψ

(cr)
n 〉

z − En − Cn(z)
. (22)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ M(z) è Cn(z) èìåþò âèä:

〈ψ(cr)
m |M(z)|ψ(cr)

n 〉 →
|z|→∞

〈ψ(cr)
m |B(z)|ψ(cr)

n 〉 − 〈ψ(cr)
m |V (Zcr)|ψ

(cr)
n 〉, n 6= m (23)

Cn(z) →
|z|→∞

〈ψ(cr)
n |B(z)|ψ(cr)

n 〉 − 〈ψ(cr)
n |V (Zcr)|ψ

(cr)
n 〉. (24)Îòìåòèì, ÷òî îòëè÷èå M(z) îò Tcr(z) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî M(z) íå îïèñûâàåòâçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè |1s〉 ñ âàêóóìîì.



ÝÍÅ��ÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ 109Òåïåðü ðàññìîòðèì �èçèêó ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïîñëå ¾ïîãðóæåíèÿ¿ ýëåê-òðîííûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé â íèæíèé êîíòèíóóì. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ìàëûõ
Z ′ , êîãäà â êîíòèíóóì ¾ïîãðóæåíî¿ òîëüêî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå |1s〉 . Ìàòðè÷íûåýëåìåíòû îïåðàòîðà �ðèíà 〈1s|G̃(z)|1s〉 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

〈1s|G̃0(z)|1s〉 =
〈1s|1s〉

z − E1s − C1s(z)
=

1

z − E1s − C1s(z)
. (25)Ïîäñòàíîâêà óðàâíåíèÿ (21) ñ 〈1s|G̃0(z)|1s〉 , îïðåäåëåííûì ñ ïîìîùüþ (25), â óðàâ-íåíèå (11) äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà C1s(z) :

dC1s(z)

dz
= −

∑
n6=1s

〈1s|M(z)G̃0(z)|ψ
(cr)
n 〉〈ψ(cr)

n |G̃0(z)M(z)|1s〉. (26)Äëÿ ìàëûõ Z ′ â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òàêèìè êâàíòîâî-ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèì ý��åêòàìè, êàê ïîëÿðèçàöèÿ âàêóóìà è ëýìáîâñêèé ñäâèã.Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (23) ïðèíèìàåò âèä
〈ψ(cr)

m |M(z)|ψ(cr)
n 〉 →

|z|→∞
〈ψ(cr)

m |V (Z ′)|ψ(cr)
n 〉, n 6= m. (27)Îáîáùåííîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ýòèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â ëèäèðóþùåìïîðÿäêå äàåò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

M(z) = V (Z ′). (28)Ïîäñòàâëÿÿ (28) â óðàâíåíèå (26), ïîëó÷àåì
dC1s(z)

dz
= −

∑
n6=1s

〈1s|V (Z ′)G̃0(z)|ψ
(cr)
n 〉〈ψ(cr)

n |G̃0(z)V (Z ′)|1s〉. (29)Â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü Cn(z) ïî îòíîøåíèþ ê En â îïåðà-òîðå G̃0(z) è çàïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå
dC1s(z)

dz
= −

∑
n6=1s

< 1s|V (Z ′)G
(cr)
0 (z)|ψ(cr)

n >< ψ(cr)
n |G

(cr)
0 (z)V (Z ′)|1s > (30)ñî ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ C1s(z) :

C1s(z) →
|z|→∞

〈1s|V (Z ′)|1s〉 (31)Â ýòîì ïðèáëèæåíèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü äûðî÷íûé �îðìàëèçì Äèðàêà è ïåðå-ïèñàòü óðàâíåíèå (30) â âèäå
dC1s(z)

dz
= −

∫

|E|>me

dE
〈1s|V (Z ′)|ϕE〉〈ϕE |V (Z ′)|1s〉

(z − E)2
. (32)Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (31) èìååò âèä

C1s(z) =

∫

|E|>me

dE
|VE |

2

z − E
+ ∆E1s, (33)



110 �.Õ. �ÀÉÍÓÒÄÈÍÎÂ È Ä�.Çäåñü |ϕE〉 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñâîáîäíîãî äèðàêîâñêîãî ãàìèëüòîíèàíà H0 =
= iγµ(∂/∂xµ) + m , ïðèíàäëåæàùèå êàê âåðõíåìó (E > m), òàê è íèæíåìó êîí-òèíóóìàì è èìåþùèå íîðìèðîâêó 〈ϕE′ |ϕE〉 = δ(E′ − E) ; VE = 〈1s|V (Z ′)|ϕE〉 ,
∆E1s = 〈1s|V (Z ′)|1s〉 .Ôóíêöèè C1s(z) , îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì (33), ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþ-ùåì âèäå:

C1s(z) = F (z) − iΓ/2 + ∆E1s, (34)ãäå F (z) � èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ
F (z) = P

∫

|E|>me

dE
|VE |

2

z − E
, (35)è Γ = 2π|VE |

2 . Ïðåíåáðåãàÿ F (z) ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆E1s , äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
〈1s|G(z)|1s〉 èìååì

〈1s|G(z)|1s〉 =
1

z − E1s − ∆E1s + iΓ/2
. (36)Ýòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

〈1s|G(z)|1s〉 =
1

2π

∫
dE

|a(E)|2

z − E
, (37)ãäå

a(E) =
1

E − E1s − ∆E + iΓ/2
. (38)Èç óðàâíåíèÿ (37) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |1s〉 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ââèäå

|1s〉 =

∫

|E|>me

a(E)|ϕE〉 dE. (39)Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîííîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå |1s〉 , ¾ïîãðóæåííîå¿ â íèæ-íèé êîíòèíóóì, íå èìååò îïðåäåëåííîé ýíåðãèè è õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèìðàñïðåäåëåíèåì, îïèñûâàåìûì �óíêöèåé a(E) . Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (38),ïðè ìàëûõ Z ′ ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò áðåéò-âèãíåðîâñêóþ �îðìó ñ ìàêñèìóìîìâáëèçè ýíåðãèè E = E1s + ∆E1s , ëåæàùåé â íèæíåì êîíòèíóóìå.Çàêëþ÷åíèåÈñïîëüçóÿ �îðìàëèçì ÎÊÄ, ìû îïèñàëè ïðîöåññ ¾ïîãðóæåíèÿ¿ ýëåêòðîííî-ãî ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ |1s〉 â íèæíèé êîíòèíóóì. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ Z ′âåêòîð ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä (39) è õàðàêòåðèçóåòñÿ áðåéò-âèãíåðîâñêèì ýíåðãåòè-÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì òîãî �àêòà, ÷òî íåçàïîëíåííîåýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå, ¾ïîãðóæàþùååñÿ¿ â êîíòèíóóì, ìîæåò áûòü ñïîíòàííî çà-ïîëíåíî ýëåêòðîíîì ñ îäíîâðåìåííîé ýìèññèåé ïîçèòðîíà. Íàøè ðåçóëüòàòû ïîë-íîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíà-ìèêè ñèëüíûõ ïîëåé [1℄. Âàæíî, ÷òî ìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòûïîëó÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè îáîáùåííîãî äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ëèäèðóþùåìïîðÿäêå è ñïðàâåäëèâû ïðè ìàëûõ Z ′ . Íàïðèìåð, ïðè áîëüøèõ Z ′ â íèæíèé êîí-òèíóóì ïîãðóæàåòñÿ áîëåå ÷åì îäíî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, è ýíåðãåòè÷åñêèå ðàñïðå-äåëåíèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé ìîãóò èìåòü �îðìó, îòëè÷íóþ îò áðåéò-âèãíåðîâñêîé. Âîòëè÷èå îò ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ, ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ÎÊÄ, ïîçâîëÿåò ðåøèòü
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