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Аннотация

Предложен эффективный приближенный метод определения всех захваченных мод
уравнения Гельмгольца на основе метода конечных элементов и точных нелокальных кра-
евых условий. Рассмотрен бесконечный двумерный канал с параллельными стенками на
бесконечности, который может содержать препятствия произвольной формы, при этом
предполагается, что частоты захваченных мод лежат ниже некоторого порогового зна-
чения. Предлагаемая дискретная задача представляет собой алгебраическую задачу на
собственные значения для симметричных положительно определенных разреженных мат-
риц, одна из которых зависит нелинейно от спектрального параметра. Разработан быст-
рый итерационный метод решения подобных задач. Приведены результаты численных
расчетов.

Ключевые слова: акустический волновод, захваченная мода, дискретный и непре-
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Введение

В настоящей работе предлагается и численно исследуется приближенный ме-
тод на основе метода конечных элементов (МКЭ) для решения задачи о распро-
странении волн, описываемых уравнением Гельмгольца, в неограниченном в одном
направлении двумерном акустическом волноводе.

В рамках классической волновой теории захваченные моды (trapped modes)
представляют собой гармонические во времени колебания на некоторой четко
определенной частоте, локализованные вблизи границы волновода или ловушеч-
ной структуры в неограниченной области. Затухание по мере удаления от объекта
захвата обычно является экспоненциальным. В зависимости от контекста захва-
ченные моды известны как акустические резонансы, волны Рэлея –Блоха, крае-
вые волны, поверхностные волны, квантово-механические связанные состояния и
т. д. В настоящей работе мы рассматриваем захваченные моды в акустическом
контексте, но можно провести прямые аналогии с соответствующими проблемами
в волнах на воде и в квантовых волноводах [1–6].

Мы будем рассматривать волны в двумерном неограниченном канале (волно-
воде) Π , который имеет параллельные стенки на бесконечности и может вклю-
чать необязательно связное ограниченное препятствие ω произвольной формы.
Рассмотрим гармонические во времени колебания с угловой частотой ω = λ c , где
c – скорость волны. Амплитуда колебания поля давления в волноводе, u = u(x, y) ,
удовлетворяет уравнению Гельмгольца 4u + λu = 0 в Π\ω при соответствующих
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однородных граничных условиях. Захваченная мода (или акустический резонанс) –
это решение задачи с конечной энергией, то есть такое, что

∫

Π\ω

(u2(x, y) + |∇u(x, y)|2) dx dy < ∞. (1)

Положительное значение волнового числа λ , для которого существует ненулевое
решение уравнения Гельмгольца, называется частотой захваченной моды. Таким
образом, математически частоты захваченных мод соответствуют собственным
числам оператора Лапласа в неограниченной области, и их существование в ре-
шающей степени зависит от природы границ области и типа граничных условий.

Неограниченность волновода представляет основную трудность как при иссле-
довании разрешимости задачи и определении числа решений, так и при разработке
и теоретическом исследовании численных методов ее решения. Охарактеризируем
кратко эти трудности.

В силу неограниченности области спектр σ оператора Лапласа (−4), рас-
сматриваемого как самосопряженный, полуограниченный снизу оператор в про-
странстве L2(Π\ω) , не может быть чисто дискретным и содержит непрерывную
компоненту σc = [Λ1,∞) , где пороговое значение Λ1 зависит от ширины канала
и краевых условий на бесконечности. Если выполнено условие

λ1 = inf
u∈V \{0}

∫

Π\ω

|∇u|2 dx dy

∫

Π\ω

u2 dx dy

< Λ1, (2)

то также не пуст дискретный спектр σd . В этом случае существует конечное число
собственных чисел, включая λ1 , определяющих частоты захваченных мод ниже
порогового значения Λ1 . Остальные собственные числа, если они есть, включе-
ны в непрерывный спектр, что существенно усложняет задачу их поиска. В усло-
вии (2) V есть множество функций с конечной энергией (пространство Соболева
H1(Π\ω)), удовлетворяющих краевым условиям Дирихле (если они имеются).

Если условие (2) не выполнено (то есть λ1 = Λ1 ), то дискретный спектр либо
пуст, либо вложен в непрерывный спектр. В последнем случае нередко подобные
задачи могут быть переформулированы так, что оператор новой задачи имеет ко-
нечное число собственных значений (являющихся также собственными числами
исходной задачи) ниже нового порогового значения Λ2 . Например, в [7] был пред-
ложен прием постановки искусственных краевых условий Дирихле на плоскости
геометрической симметрии канала для создания такого искусственного порогового
значения Λ2 (см. также [8]). Этот прием нашел применение в многочисленных ис-
следованиях и привел к построению примеров захваченных волн в разнообразных
задачах математической физики (см., например, [9–11].

В настоящей работе мы предполагаем, что исходная задача уже сформулиро-
вана таким образом, что условие (2) выполнено, и остановимся на самом численном
методе определения всех захваченных мод и соответствующих им частот ниже
порогового значения.

Для исследования захваченных мод применяются различные численные схемы.
Имеется ряд методов, которые используют особую форму препятствий и приводят
к эффективным методам вычислений. Отметим, например, статью [1], в которой
предложен метод, использующий линейную комбинацию соответствующим обра-
зом модифицированных мультипольных потенциалов, а также [12].
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Трудности, с которыми сталкиваются при применении методов общего назначе-
ния, связаны с необходимостью обрезать бесконечную область, применяя соответ-
ствующее граничное условие на некоторой конечной фиктивной границе. Однако
простые схемы могут порождать паразитные резонансы, устранение которых мо-
жет представлять сложную задачу при автоматическом и эффективном иссле-
довании широкого пространства параметров. Среди методов общего назначения
отметим метод граничных элементов, основанный либо на вещественной, либо
комплексной функции Грина [13, 14]. В этих работах авторы методом гранич-
ных элементов исходную задачу первоначально сводят к алгебраической задаче
на собственные значения вида A(λ)x = 0 , матрица которой нелинейно зависит
от спектрального параметра λ , а затем предлагают решать уравнение det(A(λ)) =
= 0 . Отметим также метод разложений по собственным функциям во внутренней
области [15].

Предлагаемый нами метод имеет две составляющих:
1) первоначально известным способом исходная спектральная задача в неогра-

ниченной области эквивалентно сводится к задаче в ограниченной области с ис-
пользованием нелокальных граничных DtN операторов и стандартно аппрокси-
мируется методом конечных элементов;

2) для решения полученной на первом шаге алгебраической задачи на собствен-
ные значения, которая имеет вид Ku+S(λ)u = λMu ,1 предлагается итерационный
метод, позволяющий определить все ее решения ниже порогового значения. Раз-
реженные симметричные положительно определенные матрицы жесткости K и
масс M имеют большую размерность, «граничная» неотрицательно определенная
матрица S на порядок более разрежена, чем матрица K , непрерывно и монотонно
зависит от спектрального параметра λ .

В настоящей работе мы ограничиваемся численным исследованием точности
предложенного метода конечных элементов и эффективности предложенного ите-
рационного метода. Результаты проведенных вычислительных экспериментов по-
зволяют утверждать, что метод прост, эффективен и пригоден для определения
всех захваченных мод и соответствующих им частот ниже порогового значения
для волноводов общего вида.

1. Формулировка задачи

С учетом вышесказанного относительно существования захваченных волн рас-
смотрим задачу поиска антисимметричных мод, считая, что геометрия задачи в де-
картовых координатах x, y имеет ось симметрии y = 0 , а исходная задача сразу
формулируется в половине области [7].

1.1. Исходная задача в неограниченной области. Пусть Π = {(x, y) :
0 < y < γ(x), x ∈ R} – верхняя половина волновода, Γ = {y = γ(x), x ∈ R} –
его твердая граница, Γ0 = {(x, 0) : x ∈ R} – линия симметрии (γ есть постоян-
ная функция в случае волновода с прямолинейными стенками). Если в волноводе
имеется препятствие (необязательно связное), то пусть ω обозначает его часть,
расположенную в Π , а ∂ω – границу ω . Будем предполагать, что ω ⊂ {(x, y) :
0 < y < γ(x), |x| < a} , а также, что γ(x) = d при |x| > a . Функция γ(x) и гра-
ница препятствия считаются кусочно-гладкими (липшицевыми). Таким образом,
Ω∞ = Π\ω – область, занятая акустической средой.

1 Подобные задачи будем называть для краткости нелинейными задачами на собственные зна-
чения, а задачи вида Ax = λMx – линейными.
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Определим два участка границы ∂Ω∞ области Ω∞ (несвязные): ΓD = Γ0\∂ω –
точки ∂Ω∞ , лежащие на оси симметрии, и ΓN – множество остальных точек ∂Ω∞
(лежащих на твердой стенке Γ и границе препятствия). Определим также порого-
вое значение Λ = (π/2d)2 .

Исходная задача формулируется следующим образом: найти ненулевую функ-
цию u и число λ ∈ (0, Λ) такие, что

4u + λu = 0, (x, y) ∈ Ω∞, (3)
∂u

∂n
= 0, (x, y) ∈ ΓN , (4)

u = 0, (x, y) ∈ ΓD, (5)
u → 0, x → ±∞, |y| < d. (6)

Здесь ∂/∂n – производная по внешней нормали n = n(x) к границе Ω∞ .
Из-за возможного сингулярного поведения градиента решения вблизи особенно-

стей границы препятствия задачу (3)–(6) следует понимать в обобщенном смысле.
В связи с этим введем дополнительные обозначения. Пусть L2(D) есть стандартное
пространство Лебега со скалярным произведением и нормой

(u, v)D =
∫

D

u(x) · v(x) dx, ‖u‖L2(D) = (u, u)1/2
D ,

H1(D) есть пространство Соболева с нормой ‖ · ‖H1(D) (см. (1)):

‖u‖2H1(D) =
∫

D

(u2 + |∇u|2) dx dy.

Через V∞ обозначим множество функций из H1(Ω∞) , удовлетворяющих условию
Дирихле (5). Отметим, что функции из V∞ также удовлетворяют условию (6).

Под решением задачи (3)–(6) будем понимать пару (u, λ) ∈ V∞\{0} × (0, Λ)
такую, что

(P∞) (∇u,∇v)Ω∞ = λ(u, v)Ω∞ ∀ v ∈ V∞.

1.2. Задача в ограниченной области. Сведем эквивалентно задачу (P∞)
к задаче в ограниченной области, используя операторы точных нелокальных кра-
евых условий (см., например, [16, 17]). При получении новой задачи будем следо-
вать [18, 19] (см. также [20]). Для этого фиксируем L > a и введем фиктивные
границы

Γ± = {(±L, y) : 0 < y < d},
и представим Ω∞ в виде объединения непересекающихся областей Ω− , Ω и Ω+

так, что средняя область Ω содержит препятствие,

Ω = {(x, y) ∈ Ω∞ : |x| < L, 0 < y < d},
а области Ω± имеют прямолинейные границы и полуограничены. Положим

V0 = {v ∈ V∞ : v(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω}.
Пусть фиксирована пара (u, λ) ∈ V∞× (0,Λ) . Функцию uλ назовем метагармо-

ническим продолжением функции u|Ω в область Ω−
⋃

Ω+ , если

4uλ + λuλ = 0, (x, y) ∈ Ω−
⋃

Ω+,

uλ(x, 0) = 0,
∂uλ(x, d)

∂y
= 0, |x| > L,
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uλ = u, (x, y) ∈ Γ−
⋃

Γ+,

uλ → 0, x → ±∞, |y| < d.

Легко видеть, что uλ удовлетворяет интегральному тождеству

(∇uλ,∇v)Ω−∪Ω+ = λ(uλ, v)Ω−∪Ω+ ∀ v ∈ V0,

и просто находится с помощью метода разделения переменных:

uλ(x, y) =





∞∑
n=1

c−n (u) exp (
√

ν2
n − λ (x + L)) φn(y), (x, y) ∈ Ω−,

∞∑
n=1

c+
n (u) exp (

√
ν2

n − λ (L− x)) φn(y), (x, y) ∈ Ω+,

(7)

где (φn(y), µn) – решения задачи Штурма –Лиувилля −φ′′ = νφ , φ(0) = φ′(d) = 0 ,

νn =
(2n− 1)π

2d
, φn(y) = sin(νny), c±n (u) =

2
d

∫

Γ±

u(x, y)φn(y) dy. (8)

Отметим, что величины
√

ν2
n − λ вещественны, поскольку λ ∈ (0, Λ) , Λ = ν2

1 .
Определим основное гильбертово пространство функций

V = {v ∈ H1(Ω) : v|y=0 = 0}, (u, v)V = (∇u,∇v)L2(Ω). (9)

Отметим, что на V нормы ‖u‖H1(Ω) и ‖u‖V = (u, u)1/2
V эквивалентны в силу нера-

венства Фридрихса ‖u‖L2(Ω) ≤ C ‖u‖V .
Определим также функционал s : R× V × V → R :

s(λ, u, v) =
∞∑

n=1

d
√

ν2
n − λ

2
(
c−n(u) c−n(v) + c+

n(u) c+
n(v)

)
(10)

и введем обозначение

a(λ, u, v) = (∇u,∇v)Ω + s(λ, u, v). (11)

Рассмотрим искомую задачу: найти пары (u, λ) ∈ V \{0} × (0, Λ) такие, что

(P) a(λ, u, v) = λ(u, v)Ω ∀ v ∈ V.

Она эквивалентна исходной задаче в следующем смысле.

Теорема 1. Пусть (u∗(x), λ) – решение исходной задачи (P∞) , u(x) – суже-
ние u∗(x) на область Ω . Тогда (u(x), λ) – решение задачи (P) . Обратно: пусть
(u(x), λ) – решение задачи (P) , функция u∗(x) в области Ω совпадает с u(x) ,
а в области Ω−

⋃
Ω+ равен его метагармоническому продолжению uλ(x) . Тогда

(u∗(x), λ) – решение исходной задачи (P∞) .

Доказательство. Пусть (u∗(x), λ) – решение (P∞) , u = u∗|Ω . Выбирая
в (P∞) функцию v равной нулю в Ω , получаем, что u∗ = uλ в Ω−

⋃
Ω+ . По-

этому тождество (P∞) можно переписать в следующем виде:

(∇u,∇v)Ω + s(λ, u, v) = λ(u, v)Ω ∀ v ∈ V∞, (12)
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где
s(λ, u, v) = (∇uλ,∇v)Ω−∪Ω+ − λ(uλ, v)Ω−∪Ω+ . (13)

После интегрирования по частям в первом слагаемом s будем иметь

s(λ, u, v) = −(4uλ + λuλ, v)Ω−∪Ω++

+
∫

Γ−

∂uλ

∂x
v dy −

∫

Γ+

∂uλ

∂x
v dy =

∫

Γ−

∂uλ

∂x
v dy −

∫

Γ+

∂uλ

∂x
v dy.

Используя здесь формулу (7), придем к (10). Учитывая (10) в (12), получим, что
(u, λ) есть решение задачи (P) , поскольку тождество (12) не изменится, если про-
странство V∞ заменить на V .

Обратно: пусть (u(x), λ) – решение задачи (P) . По u(x) определим ее метагар-
моническое продолжение uλ(x) и определим функцию u∗(x) , которая в области Ω
совпадает с u(x) , а в области Ω−

⋃
Ω+ равен uλ(x) . Ясно, что u∗ ∈ V∞ . Со-

гласно (13) справедливо равенство

s(λ, u, v) = (∇u∗,∇v)Ω−∪Ω+ − λ(u∗, v)Ω−∪Ω+ .

С учетом этой формулы в (P) после объединения интегралов получим, что
(u∗(x), λ) – решение исходной задачи (P∞) .

2. Существование и число решений

Отметим ряд свойств функционала a , определенного формулой (11).

Лемма 1. При каждом λ ∈ [0, Λ] билинейный функционал a является:
a) симметричным, то есть a(λ, u, v) = a(λ, v, u) для любых u, v ∈ V ;
b) положительно определенным и ограниченным. Точнее, найдется положи-

тельная постоянная C такая, что ‖u‖2V ≤ a(λ, u, u) ≤ C ‖u‖2V для любого u ∈ V .
Кроме того, при фиксированном u ∈ V отношение Рэлея λ → R(λ, u) =

= a(λ, u, u)/(u, v)Ω является непрерывной и невозрастающей функцией на [0,Λ] ,
R(0, u) ≥ c > 0 с постоянной c , не зависящей от u .

Доказательство. Свойство a) очевидным образом следует из определения a ,
как и оценка снизу в b) , поскольку s(λ, u, u) ≥ 0 . Докажем оценку сверху в b) .
Обозначим через H1/2(Γ−) пространство следов функций из H1(Ω) на Γ− . Хорошо
известно (см., например, [21, p. 135]), что

‖u‖2H1/2(Γ−) :=
∞∑

n=1

n (c−n(u))2 ≤ C ‖u‖2V .

Аналогично, ‖u‖H1/2(Γ+) ≤ C ‖u‖2V . Искомая оценка теперь следует из оценки

a(λ, u, u) ≤ a(0, u, u) ≤ π

2

∞∑
n=1

n
(
(c−n(u))2 + (c+

n(u))2
)
.

Свойства отношения Рэлея вытекают из свойств функций λ →
√

ν2
n − λ и нера-

венства Фридрихса.

Запишем задачу (P) в операторной форме в виде

A(λ)u = λMu, λ ∈ (0,Λ), u ∈ V \{0}, (14)



74 Р.З. ДАУТОВ

где, согласно лемме 1, A(λ) : V → V – самосопряженный ограниченный оператор,
M : V → V – компактный оператор (в силу компактности вложения V ⊂ L2(Ω)).

Непрерывность и монотонность оператор-функции λ → A(λ) позволяет доста-
точно просто как исследовать разрешимость задачи (14), так и определить число
решений.

C этой целью определим обычную задачу на собственные значения, линейно за-
висящую от спектрального параметра. При фиксированном λ ∈ [0, Λ] рассмотрим
задачу определения пар (µ, u) , µ = µ(λ), u = u(λ) таких, что

A(λ)u = µMu, µ > 0, u ∈ V \{0}. (15)

Эта задача имеет счетное множество положительных собственных значений конеч-
ной кратности, которые занумеруем в невозрастающем порядке:

0 < µ1(λ) ≤ µ2(λ) ≤ · · · ≤ µn(λ) ≤ · · · , lim
n→∞

µn(λ) = ∞,

указывая каждое собственное значение с учетом его кратности. Собственные функ-
ции uk(λ) , k = 1, 2, . . . , соответствующие этим собственным значениям, образуют
полную систему в пространстве V . Согласно теореме Рисса –Фишера

µk(λ) = min
Vk⊂V

max
v∈Vk

R(λ, v), k = 1, 2, . . . , (16)

где минимум берется по всем k -мерным подпространствам пространства V .
Ясно, что (λ, u(λ)) есть решение задачи (14) тогда и только тогда, когда λ

является решением уравнения

µ(λ) = λ, λ ∈ [0,Λ]. (17)

Теорема 2. Пусть волновод имеет прямолинейные стенки, φ1(y) определя-
ется формулой (8) и выполнено условие

∫

ω

D1(y) dx dy > 0, D1(y) = |φ′1(y)|2 − Λ2|φ1(y)|2. (18)

Тогда задача (P) имеет решение, причем число ее собственных чисел (c учетом
кратности) равно числу собственных чисел задачи A(Λ)u = µMu (c учетом
кратности) меньших, чем Λ .

Доказательство. Рассмотрим уравнение

µk(λ) = λ, λ ∈ [0,Λ], k ≥ 1, (19)

где µk(λ) определяется формулой (16). С учетом свойств отношения Рэлея, указан-
ных в лемме 1, несложно проверить, что функция λ → µk(λ) является непрерыв-
ной и невозрастающей функцией на [0, Λ] (см., например, [22]), причем R(0, u) ≥
const > 0 . Поэтому уравнение (19) имеет единственное решение, если µk(Λ) < Λ .
При k = 1 это условие будет выполнено, если, например, R(Λ, φ1) < Λ , иначе, если
выполнено условие I1 = (φ1, φ1)Ω − Λ a(Λ, φ1, φ1) > 0.

Так как система {φk}∞k=1 ортогональна,
d∫

0

D1(y) dy = 0 , то s(Λ, φ1, φ1) = 0 и

I1 = (φ1, φ1)Ω − Λ (∇φ1,∇φ1)Ω = −
∫

Ω

D1(y) dx dy =

= −
∫

Π0

D1(y) dx dy +
∫

ω

D1(y) dx dy =
∫

ω

D1(y) dx dy > 0,

где Π0 = {(x, y) : |x| < L, 0 < y < d} . Следовательно, nΛ ≥ 1 при условии (18).
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Отметим, что критерий разрешимости (18), как следует из доказательства, не
зависит от краевых условий функции φ1 . Он был получен другим методом в [11].
В рассматриваемом нами случае, согласно (8),

I1 = Λ2

∫

ω

cos(2ν1y) dx dy = Λ2

∫

ω

cos
(πy

d

)
dx dy > 0.

Легко видеть, что это условие выполнено, например, если ω имеет ненулевую тол-
щину и ω = {(x, y) : x ∈ [−a, a], 0 ≤ γ1(x) ≤ y ≤ γ2(x) ≤ d} .

3. Метод решения задачи

3.1. Дискретизация задачи. Пусть h > 0 есть малый параметр. Для дис-
кретизации задачи (P) используем метод конечных элементов на основе линейных
треугольных элементов. Пусть Th = {e1, e2, . . . , en} – семейство треугольников (ко-
нечных элементов), образующих, как это принято в МКЭ, правильную триангуля-
цию области Ω (то есть два треугольника либо не имеют общих точек, либо имеют
общую вершину или общую сторону),

Ωh =
⋃

e∈Th

e, h = max
e∈Th

diam(e).

Множество вершин треугольников из Th будем называть сеткой узлов на Ω . Все
узлы пронумеруем в некотором порядке, через ai обозначим координату i-го узла,
через ωh обозначим множество узлов сетки, не лежащих на оси абцисс (линии сим-
метрии волновода). Считаем, что любые угловые точки Ω являются узлами сетки,
прямолинейные участки границы Ω являются объединением сторон элементов.

Пусть P1 = {c1 + c2x+ c3y, ci ∈ R} есть множество линейных полиномов. Опре-
делим пространство конечных элементов Vh , аппроксимацию пространства V :

Vh = {vh ∈ C(Ωh) : vh|e ∈ P1, e ∈ Th, vh|y=0 = 0}.
Базис Лагранжа {ϕi}N

i=1 в нем определяется так, что ϕi(aj) = δij , 1 ≤ i, j ≤ N ,
где N = Nh – число элементов ωh . Функция из uh ∈ Vh имеет представление

uh(x, y) =
N∑

i=1

uiϕi(x, y), ui = uh(ai). (20)

Вектор-столбец uh = (u1, u2, . . . , uN )T принято называть вектором узловых пара-
метров (значений) uh . Усекая бесконечную сумму, определим функционал

sm(λ, u, v) =
m∑

n=1

d
√

ν2
n − λ

2
(
c−n(u) c−n(v) + c+

n(u) c+
n(v)

)
. (21)

Дискретный аналог задачи (P) формулируется следующим образом: найти
пары (uh, λNm) ∈ Vh\{0} × (0, Λ) такие, что

(Ph) (∇uh,∇v)Ωh
+ sm(λNm, uh, v) = λNm(uh, v)Ωh

∀ v ∈ Vh.

Теорема 2 применима и к дискретной задаче (Ph) , поскольку границы Γ± , на
которых определяются коэффициенты Фурье c± , аппроксимируются точно.

Сформулируем задачу (Ph) на матричном языке. Положим v = ϕi в (Ph) и
используем разложение (20) вместо uh . Придем к матричной задаче: найти пары
(uh, λNm) ∈ RN\{0} × (0, Λ) такие, что

ANuh + SNm(λNm)uh = λNmMNuh. (22)
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Здесь симметричные разреженные матрицы определяются соотношениями

AN = {(∇ϕj ,∇ϕi)Ωh
}N

i,j=1, MN = {(ϕj , ϕi)Ωh
}N

i,j=1,

SNm(λ) =

{
M∑

n=1

d
√

ν2
n − λ

2
(
c−n(ϕj) c−n(ϕi) + c+

n(ϕj) c+
n(ϕi)

)
}N

i,j=1

.

Матрицы AN и MN – матрицы жесткости и масс, являются стандартными в МКЭ,
точно и эффективно вычисляются. Матрицу SNm(λ) удобно вычислять следую-
щим образом. Один раз точно вычисляются матрицы

S± = {sik = c±k (ϕi), 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ k ≤ M},

и при заданном λ определяется диагональная матрица D(λ) размера M×M с эле-
ментами d

√
ν2

i − λ/2 . Тогда SNm(λ) = S−D(λ)S−T + S+D(λ)S+
T .

3.2. Метод PINVIT для линейной задачи. Итерационный метод
NPINVIT, который будет определен далее для решения нелинейной задачи (22),
является обобщением метода, известного как предобусловленный метод обратных
итераций или предобусловленный градиентный метод. Метод PINVIT предназна-
чен для определения группы m ≥ 1 младших собственных чисел и соответствую-
щих им векторов линейной задачи Ax = λMx с симметричными и положительно
определенными матрицами A и M размера N . В нем собственные пары опреде-
ляются последовательно друг за другом.

Будем считать, что предобуславливатель B есть симметричная положительно
определенная матрица такая, что γ1(Bx, x) ≤ (Ax, x) ≤ γ2(Bx, x) для любого
x ∈ RN , итерационный параметр τ = 2/(γ1 + γ2) .

Опишем вычисления собственной пары с номером s при условии, что s−1 пер-
вая пара (λi, xi) уже найдена [24, p. 485]. Используем обозначения: (λ, x) – текущая
итерация, x ортогонален найденным векторам, ‖x‖M = 1 ; (λ̃, x̃) и/или (λ̂, x̂) – про-
межуточная итерация; (λ′, x′) – следующая итерация собственной пары (λs, xs) ,
R(x) = (Ax, x)/(Mx, x) – отношение Рэлея. Здесь ‖x‖M = (x, x)1/2

M , (x, y)M =
= (Mx, y) .

I. Начальная итерация. Выберем M -ортогональный найденным векторам xi,
i = 1, . . . , s− 1 , вектор x , ‖x‖M = 1 . Положим λ = (Ax, x) ;

II. Итерационный цикл. До выполнения условия сходимости находим:
1. r = Ax− λMx, v̂ = B−1r;

2. v = v̂ −
s−1∑

i=1

αixi, αi = (v̂, xi)M ;

3. x̂ = x− τv, x′ = x̂/‖x̂‖M ;
4. λ′ = (Ax′, x′) .

Здесь на шаге 2 (при s ≥ 2) осуществляется исчерпывание из вектора v най-
денных ранее собственных векторов. Этот шаг позволяет поддерживать итерации
ортогональными найденным собственным векторам. В [24, p. 485] доказано, что
этот метод имеет геометрическую скорость сходимости, зависящую от распределе-
ния собственных чисел и отношения γ1/γ2 . Кроме того, итерационные приближе-
ния к собственным числам образуют монотонно убывающую последовательность.
Все это делает метод привлекательным для сеточных задач большой размерно-
сти, когда удается определить B так, чтобы отношение γ1/γ2 не зависело от шага
сетки.
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3.3. Итерационный метод для нелинейной задачи. Рассмотрим обоб-
щение итерационного метода, рассмотренного выше, для определения всех соб-
ственных пар (x, λ) ∈ RN × R+ следующей нелинейной задачи на собственные
значения:

A(λ)x = λMx, λ ∈ (0, Λ), ‖x‖M = 1. (23)

Его можно рассматривать и как обобщение метода, предложенного в статье [22],
для определения первого собственного числа задачи вида (23).

Будем считать, что M и A(λ) (при каждом λ ∈ [0, Λ]) являются симметрич-
ными и положительно определенными матрицами большой размерности, отноше-
ние Рэлея λ → R(λ, x) = (A(λ)x, x)/(Mx, x) непрерывно и не возрастает на [0,Λ]
при каждом x ∈ RN , ‖x‖M = 1 . Кроме того, предположим, что имеются m соб-
ственных чисел µ+

i (с учетом кратности) следующей задачи:

A(Λ)x = µMx, µ ∈ (0, Λ), ‖x‖M = 1. (24)

Обозначим через x+
i соответствующие µ+

i собственные векторы.
Рассмотренная ранее задача (22) является частным случаем (23). Как и при

доказательстве теоремы 2, убеждаемся, что при сделанных предположениях за-
дача (23) имеет ровно m решений.

Будем считать, что выбран симметричный положительно определенный предо-
буславливатель B , а также, что известны функции γ1 и γ2 такие, что

γ1(λ) (Bx, x) ≤ (A(λ)x, x) ≤ γ2(λ) (Bx, x) ∀x ∈ RN , λ ∈ [0, Λ]. (25)

Как и в линейном случае, выберем итерационный параметр τ(λ) = 2/(γ1(λ) +
+ γ2(λ)) .

Предлагаемый метод NPINVIT состоит из двух шагов:

1. Предварительный шаг. Находим все решения (µ+
i, x

+
i) , i = 1, 2, . . . m , за-

дачи (24);
2. Основной шаг. Последовательно, друг за другом определяем собственные

пары (λi, xi) , i =, 2, . . . , задачи (23).

Опишем шаг 2, считая, что s− 1 первая собственная пара уже найдена.

I. Начальная итерация. Положим x = x+
s и найдем λ , решая уравнение

(U1) : λ = (A(λ)x, x), λ ∈ [0,Λ].

II. Итерационный цикл (x, λ) → (x′, λ′) . Находим

1. r = A(λ)x− λMx, v = B−1r, x̃ = x− τ(λ)v;

2. x̂ = x̃−
s−1∑

j=1

αjxj , где величины αj определяются из равенств (r̂, xi) = 0,

i = 1, 2, . . . , s− 1, r̂ = A(λ)x̂− λMx̂ ;
3. x′ = x̂/‖x̂‖M ;
4. λ′ найдем как решение уравнения (U2) : λ′ = (A(λ′)x′, x′) .

Отметим два отличия этого метода и метода PINVIT.
i) Для определения нового приближения к собственному числу требуется ре-

шать скалярные уравнения (U1) , (U2) . При A(λ) = K + S(λ) имеем (A(λ)x, x) =
= (Kx, x) + (S(λ)x, x) . Вектор Kx вычисляется ранее при определении невязки.
На итерациях решения скалярного уравнения необходимо вычислять лишь
(S(λ)x, x) .
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ii) Поскольку собственные векторы нелинейной задачи не ортогональны, то ис-
черпывание ранее найденных векторов нельзя провести, как в методе PINVIT.
Пусть T (λ) = A(λ)− λM . Тогда на шаге 2 получаем

(r̂, xi) = (T (λ)x̂, xi) = (T (λ)xi, x̂) =
(
T (λ)xi, x̃−

s−1∑

j=1

αjxj

)
= 0. (26)

Таким образом, для определения коэффициентов α приходим к системе уравнений

s−1∑

j=1

(
T (λ)xj , xi

)
αj =

(
T (λ)xi, x̃), i = 1, 2, . . . , s− 1.

Если A(λ) не зависят от λ , то из (26) получим, что

(λi − λ)(Mxi, x̂) = 0, i = 1, 2, . . . , s− 1,

то есть новое приближение x′ является M -ортогональным всем ранее найденным
векторам и методы PINVIT и NPINVIT совпадают, если A(λ) не зависят от λ .

4. Результаты вычислений

Работоспособность предложенного метода изучим на примерах решения ряда
задач, варьируя основные параметры метода. Во всех вычислениях предобуслав-
ливатель B в (25) выбирался одинаково как B = AN + SNm(λ0) , λ0 = Λ/2 (см.
(22)). Сравнивая функции

√
ν2

n − λ и
√

ν2
n − λ0 , получаем

γ1(λ) =
√

min
1≤n≤m

(ν2
n − λ)/(ν2

n − λ0),

γ2(λ) =
√

max
1≤n≤m

(ν2
n − λ)/(ν2

n − λ0).

Итерации NPINVIT заканчивались при условии |λk+1 − λk|/λk+1 ≤ 10−6 , где λk

есть k -я итерация λ .

4.1. Одно цилиндрическое тело в прямолинейном канале. Рассмотрим
прямолинейный канал с полушириной d = 1 , в котором расположено круговое пре-
пятствие радиуса a = 0.1 . В этом случае имеется одна захваченная мода, причем
при малых a для частоты справедлива формула [1]

λ ∼ (
π/2(1− π4a4/8)

)2
. (27)

Расчетную область Ω заключим в прямоугольник [−L,L] × [0, 1] , L = 0.175 .
На подробной сетке с числом узлов N = 5529 было получено λ = 2.461906 , при
этом абсолютная погрешность формулы (27) оказалась равной 1.3 · 10−4 . При из-
менении N ∼ 50÷ 5500 число итераций возрастало от 5 до 6. Грубая сетка узлов,
график собственной функции на твердой стенке представлены на верхних рисунках
рис. 1. Из графика x → u1(x, d) видно, что собственная мода медленно убывает на
бесконечности (решение из малой области Ω было метагармонически продолжено
во внешность расчетной области).

Предложенный нами метод зависит от двух основных расчетных параметров:
числа узлов сетки N и числа удерживаемых Фурье гармоник m . Для определения
зависимости погрешности собственных чисел от числа узлов сетки N были прове-
дены вычисления на последовательности сеток. Результаты представлены в табл. 1.
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Рис. 1. Задача 4.1. Грубая триангуляция области Ω и график захваченной моды на твер-
дой стенке (верхние рисунки). Зависимость погрешности N → |λ − λNm| (m = 10) и
m → |λ− λNm| (N = 1492) (нижние рисунки)

Табл.1
Зависимость первого собственного числа от N при m = 10

N 50 117 256 433 605 1492 5529
λNm 2.46414 2.46240 2.462023 2.461954 2.461935 2.461913 2.461906

Соответствующий график погрешности N → λ−λNm в двойных логарифмических
координатах представлен на левом нижнем рис. 1. Он соответствует ожидаемой
оценке |λ − λNm| ≤ C/N . Зависимость погрешности от m приведена на правом
нижнем рис. 1. Из графика следует, что погрешность экспоненциально убывает
с ростом числа Фурье гармоник в определении граничного оператора.

4.2. Два цилиндрических тела в прямолинейном канале. Рассмотрим
прямолинейный канал с полушириной d = 1 , в котором расположены два круго-
вых препятствия радиуса a = 0.5 , расстояния между которыми равно 2. В этом
случае имеются две захваченные моды, симметричная и антисимметричная отно-
сительно оси симметрии x = 0 . Графики собственных функций на твердой стенке
и собственные числа представлены на рис. 2. Расчетная область Ω была заключена
в прямоугольник [−L,L] × [0, 1] , L = 1.6 . При изменении N ∼ 120 ÷ 10000 число
итераций возрастало от 4 до 5. При всех N достаточно было выбрать m = 3 .

4.3. Два цилиндрических тела в каверне. Рассмотрим расчетную об-
ласть, изображенную на первом рис. 3. Радиус кругов равен 0.6 , L = 1.8 . В этом
случае имеется 3 решения: первая и вторая собственные функции являются чет-
ными, а третья – нечетной относительно оси симметрии x = 0 . На всех сетках и для
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Рис. 2. Задача 4.2. Графики собственных функций на твердой стенке
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Рис. 3. Задача 4.3. Грубая триангуляция области Ω , собственные числа и функции

всех мод достаточно было выбрать число Фурье гармоник m = 3 . Для определения
λ1 понадобилось 4 итерации, λ2 – 7 итераций, λ3 – 14 итераций.

Приведенные результаты вычислений позволяют с уверенностью утверждать,
что предложенный в работе вариант метода конечных элементов и итерационный
метод его реализации являются подходящими для вычисления захваченных мод
акустических волноводов.
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Abstract

An efficient numerical method for determining all trapped modes of the Helmholtz equa-
tion based on the finite element method and exact nonlocal boundary conditions is proposed.
An infinite two-dimensional channel with parallel walls at infinity, which may contain obstacles
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of arbitrary shape, is considered. It is assumed that the frequencies of the trapped modes lie
below a certain threshold value. The discrete problem is an algebraic eigenvalue problem for
symmetric positive definite sparse matrices, one of which depends nonlinearly on the spectral
parameter. A fast iterative method for solving such problems is introduced. The results of
the numerical calculations are presented.

Keywords: acoustic waveguide, trapped mode, discrete and continuous spectrum, finite
element method, nonlinear spectral problem
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Figure Captions

Fig. 1. Problem 4.1. Rough triangulation of the Ω region and the graph displaying
the trapped mode on a solid wall (upper figures). Dependence of the error N → |λ − λNm|
(m = 10) and m → |λ− λNm| (N = 1492) (lower figures).

Fig. 2. Problem 4.2. The plots of eigenfunctions on a solid wall.

Fig. 3. Problem 4.3. Rough triangulation of the Ω region, eigenvalues and functions.
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22. Solov’ëv S.I. Preconditioned iterative methods for a class of nonlinear eigenvalue problems.

Linear Algebra Its Appl., 2006, vol. 415, no. 1, pp. 210–229. doi: 10.1016/j.laa.2005.03.034.
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