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Е.О.БУРЛАКОВ, Е.С.ЖУКОВСКИЙ

О КОРРЕКТНОСТИ ОБОБЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЙРОПОЛЕЙ
С ИМПУЛЬСНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

Аннотация. Рассматривается нелинейное интегральное уравнение Вольтерра, частными слу-
чаями которого являются уравнения, используемые в математической нейробиологии. Иссле-
дуются решения, стремящиеся к нулю в любой момент времени при неограниченном росте
пространственной переменной (соответствующие нормальному функционированию головно-
го мозга). Ставится задача импульсного управления, моделирующая электрическую стимуля-
цию мозга, применяемую при лечении расстройств центральной нервной системы. Определено
специальное полное метрическое функциональное пространство, в котором получены усло-
вия существования, единственности и продолжаемости решения, а также его непрерывной
зависимости от импульсного управления.

Ключевые слова: нелинейные интегральные уравнения, уравнения Вольтерра, уравнения ней-
рополей, импульсное управление, корректность.
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Введение

Однозначная разрешимость системы модельных уравнений и непрерывная зависимость
соответствующего решения от параметров модели являются важными свойствами матема-
тической модели, обуславливающими, в частности, широту ее использования и примени-
мость к ней различных численных методов. Проблема непрерывной зависимости решений
от параметров различных классов операторных уравнений исследовалась многими автора-
ми (см., например, [1], с. 203–210).
В данной работе исследуется корректность (однозначная разрешимость и непрерывная

зависимость решения от параметров) интегрального уравнения Вольтерра, охватывающего
широкий класс моделей, возникающих в математической нейробиологии. Типичным пред-
ставителем данного класса является уравнение нейрополя типа Амари [2]

wt(t, x) = −w(t, x) +
∫

R
Ω(x − y)f(w(t, y))dy, t ≥ 0, x ∈ R. (1)
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Неизвестной здесь является функция w, значение w(t, x) которой характеризует активность
нейрона в позиции x в момент времени t, f(w) — степень влияния нейрона с активностью
w на другие нейроны, функция Ω определяет силу связи между нейронами.
Литература, посвященная модели (1) и ее обобщениям, довольно обширна (см., например,

[3]–[6]). Ключевыми вопросами в большинстве работ о таких моделях являются вопросы о
существовании и устойчивости так называемых “локализованных в пространстве” решений,
или “бампов”, т. е. решений, удовлетворяющих условию

lim
|x|→∞

w(t, x) = 0, t ∈ [a,∞). (2)

Такие решения соответствуют характеру активности коры мозга, являющемуся преоблада-
ющим при его нормальном функционировании (см., например, [7]–[10]).
Модели вида (1) важны в изучении патологических состояний головного мозга [11]. Про-

блемы терапевтического лечения эпилепсии, болезни Паркинсона и других расстройств цен-
тральной нервной системы были недавно исследованы в [12]–[16]. Математические модели в
[12]–[16] включают управляющие воздействия, моделирующие электрическую стимуляцию
мозга, а также соответствующие задачи оптимизации. В данной работе моделируем такую
электрическую стимуляцию посредством импульсных управляющих воздействий, в резуль-
тате которых функция w по переменной t терпит разрывы. Обобщая модели, используемые
в [2]–[4], [6], рассматриваем уравнение

w(t, x) =
∫ t

a

∫
Rm

f(t, s, x, y, w(s, y))dy ds +
∞∑

k=0

χ[tk,∞)(t)uk(x), t ∈ [a,∞), x ∈ R
m, (3)

относительно неизвестной функции w : [a,∞) × R
m → R

n, удовлетворяющей условию (2).
Здесь f : � × R

m × R
m × R

n → R
n, � = {(t, s) ∈ [a,∞) × [a,∞), s ≤ t} — заданная

функция; точки tk, a ≤ t1 < t2 < · · · , и функции uk : R
m → R

n, k = 1, 2, . . . , являются
параметрами управления (для удобства обозначений положим t0 = a, u0(x) ≡ 0 при всех
x ∈ R

m); символом χM обозначена характеристическая функция множества M ⊂ [a,∞).
В данной работе получены результаты об однозначной разрешимости задачи (3), (2) и

непрерывной зависимости решения от управления, представленного набором U = {(tk, uk),
k = 1, 2, . . . }.
Если искомую в уравнении (3) функцию рассматривать как отображение t ∈ [a,∞) 	→

w(t, ·), то уравнение (3) формализуется в виде операторного уравнения Вольтерра в соответ-
ствующем функциональном пространстве. Уравнения Вольтерра обычно рассматриваются
в пространствах с линейной структурой (см, например, [17]–[19] и библиографию этих ра-
бот). Однако в случае, если моменты импульсов tk не фиксированы и могут быть любыми, а
их количество на каждом конечном отрезке не превышает заданное число, множество функ-

ций вида
∞∑

k=0

χ[tk,∞)(t)uk(x) не замкнуто относительно сложения. Это обстоятельство делает

невозможным применение к задаче (3), (2) аппарата, используемого в работах [17]–[19].

1. Существование, единственность и непрерывная зависимость от

импульсного управления решений обобщенных уравнений нейрополей

Используются следующие обозначения: N — множество натуральных чисел, N0 = N∪{0};
R

m — m-мерное вещественное векторное пространство с нормой |·|, C0(Rm, Rn) — простран-
ство всех непрерывных функций ϑ : R

m → R
n, удовлетворяющих условию lim

|x|→∞
ϑ(x) = 0,

с нормой ‖ϑ‖C0(Rm,Rn) = max
x∈Rm

|ϑ(x)|. Для некоторого метрического пространства (X, ρX) и
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произвольных x ∈ X, r > 0 через BX(x, r) обозначим замкнутый шар радиуса r с центром в
точке x, Bout

X (x, r) = X \ BX(x, r).
Будем предполагать выполненными следующие условия:
(i) при любых t ∈ [a,∞), w ∈ R

n, x ∈ R
m функция f(t, ·, x, ·, w) : [a, t] × R

m → R
n

измерима;
(ii) при почти всех (s, y) ∈ [a,∞)×R

m функция f(·, s, ·, y, ·) : [s,∞)×R
m×R

n непрерывна
по совокупности аргументов;
(iii) для всякого b ∈ (a,∞), произвольного r > 0, при всех w ∈ BRn(0, r) выполнено

lim
r→∞

sup
t∈[a,b], x∈Bout

Rm(0,r)

∣∣∣∣
∫ t

a

∫
Rm

f(t, s, x, y, w)dy ds

∣∣∣∣ = 0;

(iv) существует такая неубывающая функция K : [a,∞) → N0, что для любого управле-
ния U и всякого b ∈ (a,∞) выполнено неравенство card

(
{tk}

⋂
[a, b]

)
≤ K(b); здесь символом

card(·) обозначена мощность соответствующего множества;
(v) uk ∈ C0(Rm, Rn) для всех k ∈ N.
Вследствие сделанных допущений, элемент w, определяемый системой (3), (2), может

быть представлен суммой

w(t, x) = v(t, x) +
∞∑

k=0

χ[tk,∞)(t)uk(x), (4)

где функция v : [a,∞) × R
m → R

n непрерывна и lim
|x|→∞

v(t, x) = 0, t ∈ [a,∞). Такие функ-

ции v, рассматриваемые как отображения v : [a,∞) → C0(Rm, Rn), образуют локально
выпуклое пространство с топологией равномерной сходимости на каждом компакте [a, b]
(см. [19]); стандартно обозначаем это пространство C([a,∞), C0(Rm, Rn)). Пространство
C([a, b], C0(Rm, Rn)) сужений на [a, b] функций пространства C([a,∞), C0(Rm, Rn)) является
банаховым с нормой ‖v‖C([a,b],C0(Rm,Rn)) = max

t∈[a,b]
‖v(t)‖C0(Rm,Rn).

Определим множество W ([a,∞)) = W ([a,∞), C0(Rm, Rn)) отображений w : [a,∞) →
C0(Rm, Rn) вида (4), где v — произвольный элемент пространства C([a,∞), C0(Rm, Rn)),
{(tk, uk), k ∈ N} — любой набор, удовлетворяющий условиям (iv) и (v). Обозначим через
W ([a, b]) = W ([a, b], C0(Rm, Rn)) пространство сужений на [a, b] функций из W ([a,∞)). Для
произвольного b ∈ (a,∞) множество W ([a, b]) образует полное метрическое пространство
относительно метрики

ρW ([a,b])(w
1, w2) =

= ‖v1 − v2‖C([a,b],C0(Rm,Rn)) +
∫ b

a

∥∥∥∥ ∑
k: t1k∈[a,b]

χ[t1k,b](t)u
1
k −

∑
k: t2k∈[a,b]

χ[t2k,b](t)u
2
k

∥∥∥∥
C0(Rm,Rn)

dt.

Определение. Будем считать локальным решением задачи (3), (2), определенным на
[a, a+γ], γ ∈ (0,∞), функцию wγ ∈ W ([a, a+γ]), удовлетворяющую уравнению

w(t, ·) =
∫ t

a

∫
Rm

f(t, s, ·, y, w(s, y))dyds +
∞∑

k=0

χ[tk,∞)(t)uk(·)

всюду на [a, a + γ]. Определим предельно продолженное решение (3), (2), определенное на
[a, a + η), η ∈ (0,∞), как функцию wη : [a, a + η) → C0(Rm, Rn), сужение wγ на [a, a + γ]
которой для всякого γ < η является локальным решением данной задачи, и выполнено
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lim
γ→η−0

ρW ([a,a+γ])(wγ , 0) = ∞ (здесь 0 ∈ W ([a, a+γ]) — тождественно равная нулю функция).

Назовем глобальным решением задачи (3), (2) функцию w : [a,∞) → C0(Rm, Rn), сужение
которой wγ на [a, a+γ] для любого γ ∈ (0,∞) является локальным решением данной задачи.

Теорема. Пусть выполнены условия (i)–(v). Предположим, что для любых b ∈ (a,∞),
r > 0 найдется такая суммируемая на [a, b] × R

m функция f̃r, что

|f(t, s, x, y, w1) − f(t, s, x, y, w2)| ≤ f̃r(s, y)|w1 − w2|

для всех w1, w2 ∈ BRn(0, r), почти всех (s, y) ∈ [a, b] × R
m и всех (t, x) ∈ [s, b] × BRm(0, r).

Тогда для всякого набора точек (tk, uk) ∈ [a,∞)×C0(Rm, Rn), k ∈ N, задача (3), (2) имеет
единственное глобальное или предельно продолженное решение и всякое локальное решение
является его сужением.
Пусть в дополнение к предыдущему для некоторого набора пар (t0k, u

0
k) ∈ [a,∞)×C0(Rm, Rn),

k ∈ N, и некоторого набора последовательностей {(tik, ui
k)}∞i=1 ⊂ [a,∞)×C0(Rm, Rn), k ∈ N,

при любом b > a выполнено условие∫ b

a
max
x∈Rm

∣∣∣∣ ∑
k:tik∈[a,b]

χ[tik,∞)u
i
k(x) −

∑
k:t0k∈[a,b]

χ[t0k,∞)u
0
k(x)

∣∣∣∣dt → 0 при i → ∞.

Тогда если для управления {(t0k, u0
k) ∈ [a,∞) × C0(Rm, Rn), k ∈ N}, задача (3), (2) имеет

локальное решение w0
γ, определенное на [a, a + γ], то можно указать такой номер I, что

для всех i > I система (3), (2) с управлением {(tik, ui
k) ∈ [a,∞)×C0(Rm, Rn), k ∈ N} имеет

локальное решение wi
γ, определенное на [a, a + γ], и ρW ([a,a+γ])(wi

γ , w0
γ) → 0 при i → ∞.
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unbounded growth of the spatial variable (these solutions correspond to normal brain functioning).
We consider an impulsive control problem, which models electrical stimulation used in the presence
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