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Аннотация

Даны вариационная и проекционная постановки начально-краевой задачи о вынуж-
денных движениях упругих тел. В рамках пространственной линейной модели иссле-
дована задача об оптимальном управлении движением упругой прямолинейной балки
с прямоугольным поперечным сечением. На основе предложенных обобщенных формули-
ровок разработан алгоритм построения оптимального перемещения для упругой балки.
Приведены результаты численного моделирования и анализа динамики.
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Введение

Системы с распределенными параметрами, как правило, описываются урав-
нениями в частных производных, а в некоторых случаях интегральными или
интегро-дифференциальными соотношениями. Эти модели могут также включать
функционалы от неизвестных переменных. Такие функционалы достигают своего
стационарного значения на допустимом множестве функций, что соответствует ста-
ционарной точке, то есть искомому решению задачи. Это, как правило, связано
с постановкой задачи, основанной на соответствующем вариационном принципе,
который имеет определенный физический смысл. В некоторых случаях решение
может соответствовать экстремуму функционала. Важной особенностью вариаци-
онных принципов является то, что основные уравнения, описывающие поведение
среды, непосредственно следуют из этих принципов как стационарные условия со-
ответствующего функционала. Кроме того, вариационные формулировки имеют
ряд преимуществ по сравнению с постановками задач в частных производных.

Во-первых, вариационная техника подходит для преобразования задачи, из-
начально заданной в частных производных, к эквивалентной, которая решается
чаще проще, чем оригинальная. В вариационной формулировке при дополнитель-
ных ограничениях преобразование задачи обычно осуществляется с помощью ме-
тода множителей Лагранжа, который является очень эффективной и регулярной
процедурой. Таким образом, можно получать семейства вариационных принципов,
которые являются эквивалентными друг другу.

Во-вторых, если точное решение задачи не может быть найдено, то вариацион-
ный метод часто дает различные конечномерные формулировки для нахождения
приближенного решения.

В-третьих, реализация вариационных принципов гарантирует стабильность
численных алгоритмов и оптимальность приближенных решений. Результирую-
щая система уравнений, как правило, симметрична и положительно определена.
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Среди недостатков вариационного подхода можно отметить, что не все задачи ма-
тематической физики позволяют сформулировать вариационные принципы. Часто
довольно трудно построить достоверные оценки качества решения. При нахожде-
нии приближенных решений вариационной задачи, сформулированной с использо-
ванием множителей Лагранжа, например, на основе принципа Ху-Васидзу в теории
упругости, задача теряет свойство положительной определенности и симметрии.

Обсуждаемый в настоящей работе подход, который имеет ряд преимуществ и
учитывает вышеупомянутые недостатки, присущие вариационным и проекцион-
ным методом, а также технике метода наименьших квадратов, получил название
метода интегро-дифференциальных соотношений (МИДС) [1]. Суть этого под-
хода заключается в том, что часть управляющих уравнений выполняется точно,
а другие соотношения учитываются в интегральном виде. Соотношения, которые
должны быть ослаблены, определяются априори, часто на основе физических со-
ображений. Приближенное решение интегро-дифференциальной задачи находится
путем минимизации квадратичного функционала при дифференциальных ограни-
чениях в виде уравнений равновесия, кинематических соотношений и граничных
условий. Такая формулировка полностью согласуется с идеями метода наимень-
ших квадратов, но оказывается, что она одновременно является и вариационным
принципом.

Для различных вариационных формулировок, следующих из МИДС, были
предложены двусторонние энергетические оценки качества приближенного реше-
ния. Конечно-элементные алгоритмы были разработаны не только для проверки
погрешности математической модели, но и для адаптивного уточнения конечно-
элементных сеток с целью улучшения качества решения.

В соответствии с идеями МИДС был разработан проекционный подход как мо-
дификация метода Петрова –Галеркина. При использовании полудискретных по-
линомиальных аппроксимаций и проекционной техники трехмерные статические и
динамические задачи теории упругости могут быть решены с высокой точностью.

Подходы, обсуждаемые в настоящей работе на примере оптимизации движений
упругого тела, были применены не только к статическим и спектральным зада-
чам [2] теории упругости, но и к прямым и обратным начально-краевым задачам
механики деформируемого твердого тела [3], гидро- и термодинамики [4, 5].

1. Вариационная формулировка задачи о движении упругого тела

Рассмотрим упругое тело, занимающее в трехмерном пространстве некоторую
ограниченную область V с кусочно-гладкой границей Γ . Введем динамические пе-
ременные σ(t,x) , p(t,x) и кинематические переменные w(t,x) , ε(t,x) , характери-
зующие поведение упругой системы и зависящие от времени t ∈ [0, T ] , а также век-
тора x = (x1, x2, x3) ∈ V пространственных координат. Здесь p и w – векторные
функции соответственно плотности импульса и перемещений, а σ и ε – тензоры
второго ранга, определяющие распределение упругих напряжений и деформаций
во времени и пространстве. Определим также пространственно-временную область
Ω = (0, T )× V .

В линейной теории упругости локальные уравнения состояния среды, связы-
вающие скорости точек системы wt с функцией плотности импульса p , а также
деформации ε с напряжениями σ можно записать в виде [6]

v(t,x) = 0, ξ(t,x) = 0, (t, x) ∈ Ω. (1)

Здесь введены соответственно векторная функция невязки по скоростям

v = wt − ρ−1(x)p (2)
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и тензорная функция невязки по деформациям

ξ = ε− C−1(x) : σ. (3)

Тензор деформаций ε линейно зависит от вектора перемещений:

ε =
1
2

(∇w +∇wT). (4)

Oбъемная плотность тела ρ и тензор модулей упругости C – заданные функции ко-
ординат x . Компоненты тензора четвертого ранга C обладают следующими свой-
ствами симметрии: Cijkl = Cijlk = Cklij . Двоеточие между тензорами означает их
скалярное произведение (двойную свертку по индексам). В уравнении (4) исполь-
зуется оператор градиента ∇ = (∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3) в пространстве координат x .

Используя соотношения (1) и (4), закон изменения плотности импульса упру-
гого тела можно выразить через тензор напряжений σ и вектор плотности им-
пульса p в виде

pt(t, x) = ∇ · σ(t,x), (t,x) ∈ Ω. (5)

Считается, что внешние объемные силы отсутствуют. Точка между векторами
и тензорами означает свертку по одному индексу.

Рассмотрим случай граничных условий, которые могут быть представлены че-
рез компоненты векторов перемещения w и внешней нагрузки q = σ · n в форме

w(t,x) = w0(t,x), x ∈ Γ1;

q(t,x) = q0(t,x), x ∈ Γ2.
(6)

Здесь n – единичный вектор внешней нормали к границе тела Γ , w0 и q0 – задан-
ные граничные векторы перемещений и напряжений, Γ1 и Γ2 – непересекающиеся
части границы, то есть Γ1

⋂
Γ2 = ∅ и Γ1

⋃
Γ2 = Γ .

Для полного описания движения упругого тела необходимо определить его
состояние в начальный момент времени (без ограничения общности при t = 0).
Это можно сделать, задавая начальные распределения упругих перемещений w0

и плотности импульса p0 как достаточно гладкие функции координат x :

w(0, x) = w0(x), p(0, x) = p0(x), x ∈ V. (7)

В предлагаемом подходе локальные уравнения состояния упругого тела (1) за-
меняются интегральным соотношением, связывающим векторы плотности импуль-
са p и скорости wt , а также тензоры напряжений σ и деформаций ε .

Была предложена [3] следующая интегро-дифференциальная формулировка
начально-краевой задачи о движении упругого тела (1)–(7): найти такие неиз-
вестные поля перемещений w∗(t, x) , напряжений σ∗(t, x) и плотности импульса
p∗(t, x) , которые удовлетворяют следующему интегральному соотношению:

Φ[w, σ, p] =
∫

Ω

ϕ(t,x) dΩ = 0, ϕ =
1
2

(ρ(x)v · v + ξ : C(x) : ξ) , (8)

при выполнении кинематического уравнения (4), уравнения изменения импульса
(5), граничных и начальных условий (6), (7).

Подынтегральная функция ϕ в (8) имеет размерность плотности энергии и
неотрицательна. Из последнего свойства следует неотрицательность интеграла Φ
для произвольных функций w , σ и p , что позволяет привести интегро-дифферен-
циальную задачу (4)–(7), (8) к минимизационной формулировке: найти допустимые



ПОДХОДЫ К ПОСТРОЕНИЮ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 125

функции w∗ , σ∗ и p∗ , которые доставляют минимальное (нулевое) значение функ-
ционалу

Φ[w∗, σ∗,p∗] = min
w,σ,p

Φ[w, σ,p] = 0 (9)

при выполнении ограничений (4)–(7).
Обозначим действительные и произвольно выбранные допустимые перемеще-

ния, напряжения, импульсы через соответственно w∗ , σ∗ , p∗ и w , σ , p и поло-
жим

w = w∗ + δw, σ = σ∗ + δσ, p = p∗ + δp.

Тогда с учетом (9) имеем

Φ[w, σ,p] = Φ[w∗, σ∗, p∗] + δwΦ + δσΦ + δpΦ + δ2Φ = Φ[δw, δσ, δp],

где δwΦ , δσΦ , δpΦ – первые вариации относительно неизвестных w , σ , p ,
а δ2Φ ≥ 0 – вторая вариация функционала Φ .

Используя функционал Φ , определенный в (8), для произвольных допустимых
полей перемещений w , напряжений σ и плотности импульса p , удовлетворяющих
ограничениям (5)–(7), можно предложить ряд критериев близости к точному ре-
шению. Интегральное качество приближенных функций w , σ и p можно оценить
по величине безразмерного соотношения

∆ = ΦΨ−1 < δ ¿ 1. (10)

Здесь δ – выбранное положительное число, а интеграл по времени от полной ме-
ханической энергии Ψ дается формулой

Ψ =
1
2

∫

Ω

(
ρ−1(x)p · p + ε : C(x) : ε

)
dΩ. (11)

Распределение в пространстве и времени точности некоторого допустимого движе-
ния w , σ и p характеризует функция ϕ(w, σ,p) , определенная в (8).

2. Проекционная формулировка задачи о движении упругого тела

Для достоверного численного моделирования рассматриваемых механических
процессов можно также применить различные проекционные подходы, которые
связаны с МИДС. В этих подходах используются интегральные проекции опре-
деляющих соотношений на функциональное пространство, которое выбрано спе-
циальным образом для создания совместной системы уравнений. Модификация
МИДС, которая основана на проекционной технике и полиномиальных представ-
лениях неизвестных функций, была разработана в [4], чтобы определить профиль
температуры и плотности теплового потока для одномерных задач теплообмена.

Ниже описывается вариант метода Петрова –Галеркина [2], в котором исполь-
зуются интегральные проекции вектора невязки скорости v и тензора невязки де-
формаций ξ , введенные в (1). В этом случае постановка задачи линейной упругости
заключается в следующем: найти допустимые поля перемещений w , напряжений σ
и плотности импульсов p , удовлетворяющие закону изменения импульса (5), гра-
ничным и начальным условиям (6) и (7) и такие, что выполняется следующие
интегральные соотношения:

∫

Ω

ρ(x)vt(t,x) · r(t,x) dΩ = 0 ∀ r ∈ L2(Ω), (12)
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Рис. 1. Область V , занимаемая упругим телом

∫

Ω

ξ(t,x) : τ(t, x) dΩ = 0 ∀ τ ∈ L2(Ω). (13)

Здесь r – вектор виртуальных перемещений, τ – тензор виртуальных напряжений,
а вектор v и тензор ξ определены соответственно в (2) и (3).

3. Задача оптимального управления распределенной системой

Рассмотрим упругое тело (балку), имеющее форму прямоугольного параллеле-
пипеда длиной 2a1 и размерами поперечного сечения 2a2×2a3 , при этом a1 À a2+
+ a3 (см. рис. 1). Введем декартову систему координат Ox1x2x3 , начало которой
расположено в середине тела, а оси Oxk параллельны ребрам длиной 2ak , k =
= 1, 2, 3 . Пространственная область задачи определяется как

V = {x : |xi| < ai , i = 1, 2, 3}.
Рассматривается случай, когда длинные стороны балки свободны от нагрузок:

σ(t,x) · en = 0, xn = ±an, n = 2, 3. (14)

Предполагаем, что одно из торцевых поперечных сечений свободно от нагрузок

σ(t, x) · e1 = 0, x1 = a1, (15)

а другое сечение остается недеформированным и перемещается в соответствии с за-
данным законом управления u(t) :

w(t,x) = (0, y1(t), 0), ÿ1(t) = u(t), x1 = −a1. (16)

Здесь ek = (δ1k, δ2k, δ3k) , k = 1, 2, 3 , – орты системы координат Ox1x2x3 , нормаль-
ные к различным участкам границы тела V , δjk – символ Кронекера. Перемещение
концевого сечения y1(t) вдоль оси Ox2 удовлетворяет следующим начальным усло-
виям:

ẏ1(0) = y1(0) = 0. (17)

Ставится задача нахождения ускорения u∗(t) – оптимального управления [8],
которое переводит балку из начального состояния покоя

w(0, x) = 0, p(0,x) = 0, x ∈ V, (18)

в терминальное
w(T, x) = (0, yT , 0), p(T, x) = 0, x ∈ V, (19)

и минимизирует функционал качества

J [u∗] = min
u∈L2(0,T )

J [u]. (20)
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Рассматривается следующий квадратичный функционал

J =
1
2

T∫

0

u2(t) dt + γΨ, γ ≥ 0, (21)

где γ – заданный весовой коэффициент, Ψ – интеграл по времени от энергии, опре-
деляемый (11).

4. Алгоритм дискретизации

В предыдущей работе авторов [1] были предложены алгоритмы, которые осно-
ваны на полиномиальных и кусочно-полиномиальных аппроксимациях неизвест-
ных функций по координатам и времени. После подобной полной дискретизации
обобщенная начально-краевая задача сводится к конечномерной линейной системе
алгебраических уравнений относительно неизвестных функций. При заданных тре-
бованиях к точности решения и классу допустимых управлений этот подход име-
ет ряд ограничений на выбор параметров задачи. Для численного моделирования
движений упругих тел часто оказывается более удобным сведение исходной за-
дачи к приближенной конечномерной системе обыкновенных дифференциальных
уравнений на основе метода семи-дискретизации [2].

4.1. Семи-дискретизация по пространственным переменным. Для
применения этого подхода исключим из рассмотрения вектор-функцию плотности
импульса, проинтегрировав по времени уравнение (5) с учетом начальных усло-
вий (18):

p(t,x) =

t∫

0

∇ · σ( t̃, x) dt̃. (22)

Подставляя выражение (22) в выражение для вектора v , введенного в (2), получим

v = wt − ρ−1

t∫

0

∇ · σ( t̃,x) dt̃. (23)

Тензор невязки по деформации, определенный в (3), после подстановки тензора
Коши (4) примет вид

ξ =
1
2

(∇w +∇wT
)− C−1 : σ. (24)

Зададим аппроксимации неизвестных полей перемещений и напряжений в виде

w1(t, x) =
N∑

k+l=0

w
(kl)
1 (t, x1)x̃k

2 x̃l
3, w3(t,x) =

N−1∑

k+l=0

w
(kl)
3 (t, x1)x̃k

2 x̃l
3,

w2(t,x) = y1(t) +
N−1∑

k+l=0

w
(kl)
2 (t, x1)x̃k

2 x̃l
3,

σ11(t, x) =
N∑

k+l=0

σ
(kl)
11 (t, x1)x̃k

2 x̃l
3, σnn(t, x) = gn

N∑

k+l=0

σ(kl)
nn (t, x1)x̃k

2 x̃l
3, (25)

σ1n(t, x) = gn

N−1∑

k+l=0

σ
(kl)
1n (t, x1)x̃k

2 x̃l
3, σ23(t,x) = g2g3

N−2∑

k+l=0

σ
(kl)
23 (t, x1)x̃k

2 x̃l
3,
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gn = 1− x̃2
n, x̃n = a−1

n xn, n = 2, 3.

Здесь N – заданное целое положительное число, которое определяет степени по-
линомиального разложения неизвестных функций по безразмерным координатам
x̃2 и x̃3 . Выбранные таким образом приближения автоматически удовлетворяют
однородным граничным условиям в напряжениях (14) на боковых поверхностях
призмы.

Аппроксимации (25) с использованием проекционных соотношений (12), (13)
позволяют построить систему дифференциально-алгебраических уравнений в част-
ных производных относительно времени t и координаты x1 .

Сначала сформируем группу уравнений, содержащих частные производные
по x1 . Для этого вычислим следующие проекции

∫

Ω

vt(t, x) · r(t, x) dΩ = 0 ∀ r, (26)

∫

Ω

e1 · ξ(t,x) · s(t,x) dΩ = 0 ∀ s. (27)

Здесь введены векторы виртуальных импульсов r и напряжений s = τ · e1 в виде

r1(t,x) =
N∑

k+l=0

r
(kl)
1 (t, x1)x̃k

2 x̃l
3, s1(t,x) =

N∑

k+l=0

s
(kl)
1 (t, x1)x̃k

2 x̃l
3,

rn(t,x) =
N−1∑

k+l=0

r(kl)
n (t, x1)x̃k

2 x̃l
3, sn(t,x) =

N−1∑

k+l=0

s(kl)
n (t, x1)x̃k

2 x̃l
3, n = 2, 3.

(28)

Уравнения (26) и (27) можно в явном виде разрешить относительно первых про-
изводных функций ∂w

(kl)
m /∂x1 , ∂σ

(kl)
1m /∂x1 , m = 1, 2, 3 . Общее число этих функций

согласно (25), (28) равно числу виртуальных функций r
(kl)
m , s

(kl)
m и составляет 2Nd ,

где Nd = (N + 1)(3N + 2)/2 . Если подставить выражения для этих производных
по координате x1 в функционал Φ из (8), то алгебраические соотношения, кото-
рые необходимы для нахождения функций напряжений σ

(kl)
22 , σ

(kl)
33 , σ

(kl)
23 (общим

числом Na =
3
2
N2 +

5
2
N + 2), можно получить из условия равенства нулю первой

вариации
δσ22Φ + δσ23Φ + δσ33Φ = 0 (29)

при зафиксированных значениях остальных функций напряжений и перемещений.
Система интегральных уравнений (26), (27), (29) при произвольном выборе те-

стовых функций r
(kl)
m , s

(kl)
m и вариаций δσ

(kl)
22 , δσ

(kl)
33 , δσ

(kl)
23 эквивалентна системе

2Nd + Na линейных уравнений относительно переменных w
(kl)
m , σ

(kl)
mn . Дифферен-

циальный порядок системы как по времени t , так и по координате x1 равен 2Nd .
Из граничного условия (15) следуют Nd краевых условий в напряжениях:

σ
(ij)
11 (t, a1) = 0, i + j ≤ N ; σ

(kl)
12 (t, a1) = σ

(kl)
13 (t, a1) = 0, k + l ≤ N − 1. (30)

Из условия (16) и вида аппроксимаций (25) вытекают Nd однородных условий
в перемещениях:

w
(ij)
1 (t,−a1) = 0, i+ j ≤ N ; w

(kl)
2 (t,−a1) = w

(kl)
3 (t,−a1) = 0, k+ l ≤ N −1. (31)
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Начальные условия на функции перемещений напрямую следуют из соотноше-
ний (18):

w
(ij)
1 (0, x1) = 0, i + j ≤ N ; w

(kl)
2 (0, x1) = w

(kl)
3 (0, x1) = 0, k + l ≤ N − 1;

w
(ij)
1,t (0, x1) = 0, i + j ≤ N ; w

(kl)
2,t (0, x1) = w

(kl)
3,t (0, x1) = 0, k + l ≤ N − 1.

(32)

Для получения совместной системы к соотношениям (26), (27), (29)–(32) необхо-
димо добавить дифференциальное уравнение относительно функции перемещения
сечения балки y1(t) из (16) вместе с начальными условиями (17).

4.2. Краевая задача на собственные значения. Чтобы решить сформу-
лированную в частных производных конечномерную задачу, представим искомые
функции (25) в следующем виде [7]

w1(t, x) =
M−1∑

i=1

w̃1,i(x)yi+1(t), w3(t,x) =
M−1∑

i=1

w̃3,i(x)yi+1(t),

w2(t, x) = y1(t) +
M−1∑

i=1

w̃2,i(x)yi+1(t), σ =
M−1∑

i=1

σ̃i(x)yi+1(t),

(33)

где M – заданное положительное число.
Подстановкой (33) и заменой yj(t) = exp(iωt) , j = 1, . . . ,M , задача в част-

ных производных (26), (27), (29)–(32) сводится к системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений относительно x1 с однородными граничными условиями,
заданными на торцах балки (задача нахождения собственных частот ω ).

Решение задачи на собственные значения позволяет с учетом обозначений вве-
денных в (25) представить решение в следующем виде [2]:

w̃1 =
N∑

k+l=0

w̃
(kl)
1 (x1)x̃k

2 x̃l
3, w̃n =

N−1∑

k+l=0

w̃(kl)
n (x1)x̃k

2 x̃l
3,

σ̃11 =
N∑

k+l=0

σ̃
(kl)
11 (x1)x̃k

2 x̃l
3, σ̃nn = gn

N∑

k+l=0

σ̃(kl)
nn (x1)x̃k

2 x̃l
3,

σ̃1n = gn

N−1∑

k+l=0

σ̃
(kl)
1n (x1)x̃k

2 x̃l
3, σ̃23 = g2g3

N−2∑

k+l=0

σ̃
(kl)
23 (x1)x̃k

2 x̃l
3.

(34)

Здесь w̃
(kl)
i (x1) , σ̃

(kl)
ij (x1) – компоненты соответствующих собственных векторов.

В дальнейшем исследуется частный случай колебаний однородной изотропной
балки с квадратным поперечным сечением (a2 = a3) . Вводя характерные длину
x̃ = a2 и время t̃ = a2

√
ρ/E , где E – модуль Юнга, можно привести все рассмот-

ренные уравнения линейной упругости к безразмерному виду. В системе остается
два параметра: относительная длина балки a = a1/a2 и коэффициент Пуассона ν .
Неизвестной величиной является безразмерная частота ω̃ = t̃ω . Для упрощения
обозначений знак «тильда» опускается. Далее в расчетах используются следую-
щие значения: ν = 0.3 , a = 20 .

Для повышения эффективности алгоритма численного решения можно учесть
свойства симметрии задачи. В связи с тем, что поперечное сечение балки имеет
две оси симметрии, система уравнений (26), (27) и (29) может быть разделена
на четыре независимые подсистемы в соответствии с четностью полиномиальной
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Табл. 1
Свойство симметрии базисных функций ∼ xN2

2 xN3
3

Растяжение Изгиб Изгиб Кручение
вдоль Ox1 вокруг Ox2 вокруг Ox3 вокруг Ox1

N2 N3 N2 N3 N2 N3 N2 N3

w1, σjj 2n 2n 2n 2n + 1 2n + 1 2n 2n + 1 2n + 1
w2, σ12 2n− 1 2n− 2 2n− 1 2n− 1 2n 2n 2n 2n + 1
w3, σ13 2n− 2 2n− 1 2n 2n 2n− 1 2n− 1 2n + 1 2n
σ23 2n− 3 2n− 3 2n− 1 2n− 2 2n− 2 2n− 1 2n 2n

части базисных функций из (34), приближенно описывающие растяжение – сжатие,
изгибы относительно осей Ox2 и Ox3 , а также кручение балки [2].

Для различных собственных движений балки в табл. 1 приведены максималь-
ные степени N2(n) и N3(n) переменных x2 и x3 , которые присутствуют в аппрок-
симациях перемещений и напряжений (34). Индекс j принимает значения 1, 2, 3,
а целое n ≥ 0 определяет дифференциальный порядок соответствующей краевой
задачи. Четность (нечетность) чисел N2 и N3 характеризует свойства симмет-
рии (антисимметрии) функций перемещений и напряжений относительно коорди-
натных плоскостей Ox2 и Ox3 соответственно. Если хотя бы одно из этих чисел
меньше нуля, то соответствующие функции отсутствуют.

Порядок системы дифференциальных уравнений равен: (n + 1)(3n + 2) – для
задачи растяжения – сжатия; (n + 1)(3n + 4) – для задач изгиба; (n + 1)(3n + 6) –
для задачи кручения. Минимально возможные размерности аппроксимаций в пред-
ставлении (34) будут соответственно равны 2, 4 и 6.

Вследствие того, что в настоящей статье рассматривается случай, когда конец
балки при x1 = −a1 движется согласно (16) в направлении оси Ox2 , в системе
возникают только изгибные колебания относительно оси Ox3 .

В качестве примера рассмотрим задачу нахождения собственных частот изгиб-
ных колебаний балки с квадратным сечением при n = 0 . Для этого случая функции
из (34) имеют вид

w̃1 = w̃
(10)
1 (x1)x2, w̃2 = w̃

(00)
2 (x1),

σ̃11 = σ̃
(10)
11 (x1)x2, σ̃12 = σ̃

(00)
12 (x1)(1− x2

2),

σ̃22 = σ̃
(10)
22 (x1)x2(1− x2

2), w̃3 = σ̃13 = σ̃23 = σ̃33 = 0.

(35)

Тогда результирующая система дифференциально-алгебраических уравнений (26),
(27) и (29) может быть представлена как

4
3

dσ̃
(10)
11

dx1
− 8

3
σ̃

(00)
12 +

4
3
ω2w̃

(10)
1 = 0,

8
3

dσ̃
(00)
12

dx1
+ 4ω2w̃

(00)
2 = 0,

16
45

dσ̃
(00)
12

dx1
+

16
15

σ̃
(10)
22 = 0,

4
3

dw̃
(10)
1

dx1
− 4

3
σ̃

(10)
11 +

4
25

σ̃
(10)
22 = 0,

4
3

dw̃
(00)
2

dx1
+

4
3
w̃

(10)
1 − 208

75
σ̃

(00)
12 = 0

(36)

с граничными условиями

w̃
(10)
1 (−a1) = w̃

(00)
2 (−a1) = σ̃

(10)
11 (a1) = σ̃

(00)
12 (a1) = 0. (37)
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Табл. 2
Собственные частоты консольной балки ωi

i 1 2 3 4

ωc
i 1.269 · 10−3 7.951 · 10−3 2.226 · 10−2 4.363 · 10−2

n = 0, ω0
i 1.266 · 10−3 7.843 · 10−3 2.157 · 10−2 4.123 · 10−2

n = 1, ω1
i 1.269 · 10−3 7.861 · 10−3 2.162 · 10−2 4.135 · 10−2

(ωc
i − ω0

i )/ω0
i 0.2% 1.4% 3.2% 5.8%

(ω1
i − ω0

i )/ω0
i 0.21% 0.22% 0.25% 0.29%

∆1
i 0.30% 0.31% 0.32% 0.33%

Собственные частоты ω находятся из системы (36) как корни характеристиче-
ского уравнения

4
3

λ4 +
406
75

ω2λ2 − 4ω2 +
104
25

ω4 = 0, (38)

где λ – соответствующее волновое число.
Для сравнения приведем характеристическое уравнение для балки Тимошенко

с такими же параметрами [9]:

4
3

λ4 +
412
75

ω2λ2 − 4ω2 +
104
25

ω4 = 0. (39)

Как видно, уравнения (38) и (39) отличаются только коэффициентами при λ2 менее
чем на 2%.

Для более точного вычисления собственных частот и форм колебаний балки
следует применять более высокие степени полиномиальных аппроксимаций n > 0 .
В первых трех строках табл. 2 приведены значения четырех низших собственных
частот колебаний консольной балки квадратного сечения соответственно для мо-
дели Эйлера –Бернулли, а также для предложенной в статье модели при n = 0 и
n = 1 . В четвертой и пятой строках показано различие частот, полученных в рам-
ках этих приближений. Различие между полученными частотами и частотами, вы-
численными согласно модели Эйлера–Бернулли, значительно и достигает 5.8% уже
для четвертой моды. Последняя строка отражает относительную точность ∆1

i вы-
числения i -й собственной формы колебаний при n = 1 согласно интегральному
критерию (10).

4.3. Система обыкновенных дифференциальных уравнений по вре-
мени. Для того чтобы построить систему обыкновенных дифференциальных
уравнений относительно времени t , подставим в аппроксимации (33) вместо функ-
ций перемещений w̃i(x) и напряжений σ̃i(x) собственные формы колебаний
из (34), соответствующие частотам ωi , i = 1, . . . , M − 1 . Полученные аппрокси-
мации подставляются в интегральные уравнения (26), (27) и (29). В соотношениях
(26), (27) вектор vt и тензор ξ проецируются на базисные вектор-функции ri(x)
и si(x) с компонентами

r̃1,i =
N∑

k+l=0

r̃
(kl)
1,i (x1)x̃k

2 x̃l
3, r̃n,i =

N+1∑

k+l=0

r̃
(kl)
n,i (x1)x̃k

2 x̃l
3,

s̃1,i =
N∑

k+l=0

s̃
(kl)
1,i (x1)x̃k

2 x̃l
3, s̃n,i =

N−1∑

k+l=0

s̃
(kl)
n,i (x1)x̃k

2 x̃l
3.

(40)

Неизвестные функции r̃
(kl)
j,i (x1) и s̃

(kl)
j,i (x1) , j = 1, 2, 3 , находятся как решение со-

пряженной краевой задачи на собственные значения [10].
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Выбор таких проекций приводит интегральные уравнения (26), (27) и (29) к диа-
гональному виду

ÿj = −ω2
j−1yj + bM+ju(t), j = 2, . . . , M, (41)

где ωi , i = 1, . . . , M − 1 , – приближенные собственные частоты, полученные для
выбранной степени аппроксимации n , а bk , k = M + 1, . . . , 2M , – коэффициенты
управления.

5. Конечномерная задача управления

Учитывая начальные условия (17), (32), перепишем систему уравнений (41),
добавив к ней уравнение относительно y1(t) из (16), в виде

ẏj = yM+j , j = 1, . . . , M,

ẏM+j = −ω2
j−1yj + bM+ju(t), j = 1, . . . ,M,

yk(0) = 0, k = 1, . . . , 2M.

(42)

Здесь введены новые переменные yM+j(t) , являющимися производными по вре-
мени от неизвестных yj(t) , а также частота ω0 = 0 и коэффициент управления
bM+1 = 1 .

Систему (42) можно представить в векторном виде

ẏ(t) = f(y, u) = Ay(t) + bu(t) (43)

с однородными начальными условиями

y(0) = 0 (44)

и вытекающими из (19) терминальными соотношениями

y(T ) = (yT , 0, . . . , 0)T, (45)

где y = (y1(t), . . . , y2M (t))T – вектор фазовых переменных, A ∈ R2M×2M и b2M –
постоянные матрица и вектор.

Для конечномерной динамической системы (43), которая в итоге приближенно
определяет поперечные движения рассматриваемого упругого тела, сформулируем
задачу оптимального управления, соответствующую задаче (18)–(20): найти функ-
цию управления u∗(t) , которая в фиксированный момент времени T переводит
линейную систему (43) из нулевого состояния (44) в терминальное состояния по-
коя (45) и минимизирует функционал качества

J̃ [u∗] = min
u∈L2(0,T )

J̃ [u]. (46)

Здесь квадратичный интеграл

J̃ =

T∫

0

f0(t) dt, f0 =
1
2

u2(t) +
γ

2
y(t)TWy(t), (47)

получен в результате дискретизации функционала J , введенного в (21).
Введением вектора сопряженных переменных z(t) ∈ R2M можно согласно прин-

ципу максимума Понтрягина [11] определить гамильтониан системы

H[y, z, u] = −f0 + fTz. (48)
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Рис. 2. Закон оптимального управления u(t)

Используя гамильтониан (48), запишем сопряженную систему уравнений в виде

ż(t) = −∂H
∂y

= γWy(t)−ATz(t), (49)

при этом оптимальное управление как линейная функция сопряженных перемен-
ных есть

u = bTz(t). (50)

После подстановки этой функции в уравнение (43) нахождение оптимальных дви-
жений сводится к решению краевой задачи (43)–(45), (49), (50).

6. Численные результаты

Для иллюстрации работы предложенного алгоритма нахождения управляемых
движений упругого тела призматической формы выбраны следующие размерности
аппроксимации n = 1 , M = 4, 5 и параметры управления yT = 20 , T = 5000 , γ =
= 5 · 10−7 . Время управления T несколько превышает период колебаний балки по
первой моде T1 ' 4952 , перемещение yT составляет половину безразмерной длины
балки a .

На рис. 2 представлен оптимальный закон управления u(t) , полученный для
параметра приближения M = 5 (учитываются только первые 4 моды колебаний).
Эта функция слабо отличается от управления, полученного для M = 4 , что демон-
стрирует рис. 3, на котором представлена разность между этими двумя законами
∆u(t) . Как следует из обоих рисунков, учет дополнительной моды колебаний в
приближенной модели добавляет в управление незначительную высокочастотную
составляющую.

На рис. 4 представлены перемещения w2(t,x±) двух точек упругого тела с
координатами x± = (±a, 0, 0) в фазовой плоскости. Штриховой кривой показаны
положение и скорость точки, лежащей на середине граничного сечения балки (x1 =
= −a) , которое перемещается как жесткое целое. Сплошной кривой обозначена
фазовая траектория точки x1 = a , помещенной в середину граничного сечения,
свободного от внешних нагрузок. Как можно заметить по отклонению этих кривых
друг от друга, при реализации оптимального закона управления для выбранного
набора параметров в системе возбуждаются значительные упругие деформации.

Распределение энергии по модам колебаний показано на рис. 4. Сплошная кри-
вая E1(t) – это изменение кинетической энергии, которая соответствует поступа-
тельному движению балки. Она пропорциональна квадрату от переменной ẏ1(t) .
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Рис. 3. Изменение управления ∆u(t) при повышении размерности задачи

Рис. 4. Перемещение в фазовой плоскости точек граничных сечений x±

Рис. 5. Изменение кинетической энергии низших мод Ei(t)

Штриховая кривая E2(t) соответствует кинетической энергии первой, а штрих-
пунктирная E3(t) – второй моде колебаний. Величины этих энергий пропорцио-
нальны соответственно значениям ẏ2

2(t) и ẏ2
3(t) . Остальные энергии не приведены

на графике из-за малости их величин. Основные упругие движения относятся к
первой моде и сравнимы по энергии с движением балки как целого.
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Для более точного построения оптимального закона управления движением
упругого тела u∗(t) и нахождения соответствующих полей перемещений, напря-
жений и импульсов необходимо, если позволяют вычислительные ресурсы, согла-
совано повышать порядок полиномиального разложения n и количество учтенных
мод M . Стоит отметить, что повышение размерности модели приводит к появ-
лению высокочастотных колебаний функции управления, что может существенно
осложнить реализацию полученных законов в технических приложениях.
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Summary

V.V. Saurin, G.V. Kostin. Variational Approaches to Optimal Control Design for Elastic
Body Motions.

Variational and projection statements of an initial-boundary value problem for the direct
and inverse dynamics of elastic bodies are proposed. An optimal control problem of 3D linear
elastic motions for rectilinear beams with the rectangular cross section is studied. Based
on the generalized formulations, a numerical algorithm is developed to design the optimal
displacement of such elastic beams. The results of numerical simulation and quality analysis
are presented and discussed.
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