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Аннотация

Теорема Меркеса утверждает звездообразность любой выпуклой комбинации fλ тож-
дественного отображения и голоморфной выпуклой функции f в единичном круге,
удовлетворяющей условию f ′′(0) = 0 . Оказывается, при этом все функции fλ (кроме
отображений на полосу при λ = 1) принадлежат множеству Гахова, характеризуемому
свойством (не более чем) единственности корня уравнения Гахова. Оба указанных утвер-
ждения допускают аналоги для внешности единичного круга. Исследовано действие вы-
пуклых комбинаций на функциях классов Александера. Для исчерпания каждого такого
класса семействами «линий уровня» обнаружен «момент остановки», соответствующий
выходу из множества Гахова, и описаны все траектории такого выхода.
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Введение

Будем использовать традиционные обозначения геометрической теории функ-
ций (см., например, [1]). Пусть S – класс голоморфных однолистных функций

f(ζ) = ζ +
∞∑

n=2
anζn в единичном круге D = {|ζ| < 1} ; S0 и S∗ – подклассы S , эле-

менты которых соответственно выпуклы и звездообразны в D. Отправной точкой
предпринятого исследования послужил следующий результат [2].

Теорема Меркеса. Если f ∈ S0 и f ′′(0) = 0 , то выпуклая комбинация
fλ(ζ) = (1− λ)ζ + λf(ζ) принадлежит классу S∗ для любого λ ∈ [0, 1] .

Данная теорема допускает существенное уточнение. Для того чтобы его сфор-
мулировать, напомним определение множества Гахова [3, с. 11].

Пусть H – класс всех функций f , голоморфных в D, H0 – подкласс H , со-
стоящий из локально однолистных в D функций f : f ′(ζ) 6= 0 , ζ ∈ D. При этом
(в отличие от [3]) в определение H0 включаются классические нормировки f(0) =
= f ′(0)− 1 = 0 . Через Mf обозначим множество всех критических точек гипербо-
лической производной (конформного радиуса)

hf (ζ) = (1− |ζ|2)|f ′(ζ)| (1)

функции f ∈ H0 или, что то же самое, корней уравнения Гахова

f ′′(ζ)/f ′(ζ) = 2ζ̄/(1− |ζ|2) (2)

для f . Такая «двойная природа» элементов Mf была установлена в результате
исследований, восходящих к работам Х. Хиги [4] и Ф.Д. Гахова [5] и объединенных
в одно направление статьями [6–9]. При этом были выделены две характеристики
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точек a ∈ Mf – гауссова кривизна Kf (ζ) поверхности h = hf (ζ) над единич-
ным кругом и индекс γf (a) векторного поля ∇hf (ζ) . Критические точки ζ = a
функции (1) могут быть только трех типов: локальный максимум (γf (a) = +1),
седло (γf (a) = −1) и полуседло (γf (a) = 0); кроме того, если Kf (a) 6= 0 , то
γf (a) = sgn Kf (a) , a ∈ Mf .

Пусть kf – количество элементов Mf . Множество Гахова определяется как
G = {f ∈ H0 : kf ≤ 1} и распадается в дизъюнктное объединение G = G1

⊔G0

⊔Gs ,
где G1 = {f ∈ H0 : kf = 1, γf (Mf ) = +1} , G0 = {f ∈ H0 : kf = 0} и Gs =
= {f ∈ H0 : kf = 1, γf (Mf ) 6= +1} . Условие f ′′(0) = 0 , означающее наличие
нулевого корня уравнения (2), отражается в обозначениях тильдой: для X ⊂ H0

полагаем X̃ = {f ∈ X : f ′′(0) = 0} . Таким образом, G̃ = G̃1

⊔ G̃s . Теперь приведем
основной результат.

Теорема 1. Пусть f ∈ S̃0 и fλ(ζ) = (1−λ)ζ +λf(ζ) . Тогда fλ ∈ G̃1 , λ ∈ [0, 1] ,
за исключением случая, когда λ = 1 и f(D) – полоса. При этом отрезок [0, 1]
изменения параметра λ неулучшаем.

Доказательство этой теоремы приведено в разд. 1 и основано на получении
оценки

|f ′′λ (ζ)/f ′λ(ζ)| ≤ 2|ζ|/(1− |ζ|2), ζ ∈ D, (3)

с последующим анализом равенства. На протяжении всей статьи предполагается,
что ζ = 0 – корень уравнения (2).

Во втором разделе исследовано действие выпуклых комбинаций на функциях
из Ã(α) , где A(α) = {f ∈ H0 : Re f ′(ζ) > α, ζ ∈ D} – классы Александера порядка
α ∈ [0, 1) (см. [10]). Кроме того, установлено, что если α ∈ [0, 1/2) , то для функ-
ций f ∈ Ã(α) при движении вдоль «линий уровня» fr(ζ) = f(rζ)/r , 0 ≤ r ≤ 1 ,
единственность нулевого корня уравнения Гахова теряется, начиная со значений
r ≥ ρα = 1/

√
2(1− α) . Дано полное описание множества всех f ∈ Ã(α) , для кото-

рых указанные значения r равны ρα . (В случае α ∈ [1/2, 1) легко показать, что
Ã(α) ⊂ G̃1 с единственным исключением при α = 1/2 , когда f(D) – полоса).

В третьем разделе получены аналоги теоремы Меркеса и теоремы 1 для внеш-
ности единичного круга.

Первые шаги проведенного в настоящей статье исследования были отражены
вторым автором в его части доклада [11].

1. Доказательство теоремы 1

1.1. Будем считать, что λ 6= 0 , так как при λ = 0 теорема тривиальна. Вос-
пользуемся представлением ζf ′′(ζ)/f ′(ζ) = 2ϕ(ζ)/(1− ϕ(ζ)) [6], где функция ϕ(ζ)
удовлетворяет условиям леммы Шварца с |ϕ(ζ)| ≤ |ζ|2 , ζ ∈ D. Имеем

ζ
f ′′λ
f ′λ

(ζ) =
λf ′(ζ)

1− λ + λf ′(ζ)
ζ
f ′′

f ′
(ζ) =

f ′(ζ)
(1− λ)/λ + f ′(ζ)

2ϕ(ζ)
1− ϕ(ζ)

, ζ ∈ D, (4)

Оценим модуль выражения (4). Отметим, что при любом λ ∈ (0, 1] справедливо
неравенство

|f ′(ζ)/((1− λ)/λ + f ′(ζ))| ≤ 1, ζ ∈ D, (5)

которое легко проверить, переписав его с помощью представления f ′ = u+iv в виде
системы неравенств

(1− λ)/λ ≥ 0, u ≥ −(1− λ)/(2λ), (6)

очевидных в силу λ ∈ (0, 1] и u = Re f ′ ≥ 0 [2].
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Требуемая оценка (3) получается с помощью (5). Сравнение структуры урав-
нения (2) (для fλ ) и неравенства (3) демонстрирует, что предположение kfλ

> 1
означает выполнение равенства в (3) при некотором ζ = ζ0 6= 0 . С одной стороны,
по лемме Шварца это приводит к представлению ϕ(ζ) = ηζ2 , |η| = 1 , так что
f(ζ) = ε̄s(εζ) , |ε| = 1 , – вращение функции

s(ζ) =
1
2

ln
1 + ζ

1− ζ
, (7)

с другой – влечет за собой равенство в (5) при ζ = ζ0 , откуда ввиду (6) следует
λ = 1 . Таким образом, мы получили, что fλ ∈ G̃1 при λ ∈ [0, 1] либо λ = 1 и f(D) –
полоса. Как известно [4], в последнем случае критические точки функции (1) имеют
нулевую кривизну и целиком заполняют диаметр единичного круга. Отметим, что
если 0 < λ < 1 , то и при f(ζ) = ε̄s(εζ) , |ε| = 1 , будет fλ ∈ G̃1 .

1.2. Докажем второе утверждение теоремы 1. Рассмотрим функцию

fα(ζ) =

ζ∫

0

dt

(1− t2)α

при α ∈ (0, 1) . Чтобы доказать ее выпуклость, положим ζ2 = ρeiθ , 0 < ρ < 1 ,
тогда Re ζ(f ′′α/f ′α)(ζ) = 2αRe (ζ2/(1− ζ2)) = 2αg(ρ, cos θ) ≥ 2αmin|x| ≤ 1g(ρ, x) , где

g(ρ, x) = ρ
x− ρ

1 + ρ2 − 2ρx
. (8)

Легко проверить, что функция (8) возрастает по x ∈ [−1, 1] , поэтому g(ρ, x) ≥
≥ g(ρ,−1) = −ρ/(1 + ρ) ≥ 1/2 , откуда окончательно Re ζ(f ′′α/f ′α)(ζ) ≥ −α > −1 ,
то есть fα ∈ S̃0 (0 < α < 1).

Уравнение (2) для функции fα,λ(ζ) = (1− λ)ζ + λfα(ζ) имеет вид

α

(1− λ)(1− ζ2)α/λ + 1
· 2ζ

1− ζ2
=

2ζ̄

1− |ζ|2 . (9)

Переход к вещественным значениям ζ = x позволяет переписать (9) в форме α =
= (1− λ)(1− x2)α/λ + 1 . Последнее уравнение уже легко разрешить относительно
x : при λ < 0 корни существуют для всех α ∈ (0, 1) , при λ > 1 – для α ∈ (1/λ, 1) .
Теорема 1 доказана.

1.3.Как показывают результаты статьи [12], теорему 1 можно также установить
с использованием включения S̃0 ⊂ A(1/2) := {f ∈ H0 : Re f ′(ζ) > 1/2, ζ ∈ D} .
Продемонстрируем, как это делается.

Пусть f(ζ) = ζ + a3ζ
3 + · · · ∈ S̃0 . Рассмотрим функцию F (z) , задаваемую во

внешности D− = {|z| > 1} единичного круга соотношением F ′(z) = 1/f ′(1/z) ;
при этом условие f ′′(0) = 0 обеспечивает отсутствие в разложении для F члена
с ln z , так что F (z) = z + 3a3/z + · · · Так как f ∈ S̃0 и 1 + z(F ′′/F ′)(z) = 1 +
+ ζ(f ′′/f ′)(ζ) при z = 1/ζ , то F принадлежит классу Σ0 функций, отобража-
ющих D− на области с выпуклым дополнением. В классе Σ0 имеет место оценка
|F ′(z)−1| < 1 , z ∈ D− [12]. Переписывая ее в терминах f , получим Re f ′(ζ) > 1/2 ,
ζ ∈ D. Это означает, что f ′ = 1/(1−ϕ) , следовательно, f ′′/f ′ = ϕ′/(1−ϕ) в D, где
функция ϕ – из леммы Шварца, применение которой и завершает доказательство
принадлежности f ∈ G̃1 , вновь с исключением, когда f(D) – полоса.
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Отметим, что условие Re f ′(ζ) > 1/2 упоминается в [6] как условие единствен-
ности критической точки функции (1) (без обоснования), но не как расширение
класса S̃0 , сохраняющее данное условие.

1.4. Переформулируем теорему 1 в терминах операторов Hλ : H0 → H0 :
f 7→ fλ ; Hλ[f ](ζ) = fλ(ζ) = (1−λ)ζ +λf(ζ) . Обозначим через S = {ε̄s(εζ) : |ε| = 1}
множество всех вращений функции (7); для подкласса X ⊂ H0 образуем выпук-
лую оболочку M(X, I) =

⋃
λ∈I

Hλ(X) . С учетом теоремы Меркеса окончательный

результат получается таким.

Теорема 1 ′ . Имеет место включение M(S̃0, [0, 1])\S ⊂ S̃∗∩G̃1 , неулучшаемое
по отрезку [0, 1] изменения параметра λ .

2. Классы Александера

Классом Александера порядка α ∈ [0, 1) называется класс A(α) всех функций
f ∈ H0 с условием Re f ′(ζ) > α , ζ ∈ D [10]. Семейство {A(α)}α∈[0,1) монотонно
по α : из 0 ≤ β < α < 1 следует, что A(α) ⊂ A(β) . Принадлежность f ∈ A(α)
означает, что

f ′(ζ) =
1 + (1− 2α)ϕ(ζ)

1− ϕ(ζ)
, ζ ∈ D, (10)

где ϕ – функция из леммы Шварца; |ϕ(ζ)| ≤ |ζ| , ζ ∈ D. Классы A(α) , α ∈ [0, 1) ,
инвариантны относительно действия операторов Hλ , λ ∈ [0, 1] : Hλ(A(α)) ⊂ A(α) .
Более того, с использованием (10) легко проверить, что

Hλ(A(α)) = A(1− (1− α)λ) (11)

и 1− (1− α)λ ≥ α при α ∈ [0, 1) , λ ∈ [0, 1] .
Мы изучаем классы Ã(α) , выделяемые из A(α) дополнительным ограничением

f ′′(0) = 0 ; эквивалентное представление (10) для функций f ∈ Ã(α) сохраняется,
но уже с оценкой |ϕ(ζ)| ≤ |ζ|2 , ζ ∈ D. В предыдущем разделе установлено включе-
ние Ã(1/2) \ S ⊂ G̃1 , откуда легко следует, что Ã(α) ⊂ G̃1 для любого α ∈ (1/2, 1) .
Над полуинтервалом α ∈ [0, 1/2) это уже не так, однако можно предложить кон-
струкцию, которая любому классу Ã(α) , α ∈ [0, 1/2) , ставит в соответствие его
«гаховскую часть», получающуюся «сжатием» класса вдоль «линий уровня»

fr(ζ) = f(rζ)/r, 0 ≤ r ≤ 1, (12)

функций f ∈ Ã(α) . Предварительно рассмотрим следующий

Пример 1. Пусть

gα(ζ) = 2(1− α)s(ζ) + (2α− 1)ζ, (13)

где 0 ≤ α < 1 , а s(ζ) – функция (7). Из (13) имеем g′α(ζ) = (1 + (1 − 2α)ζ2)/(1 −
−ζ2) , то есть gα ∈ Ã(α) с ϕ(ζ) = ζ2 . Далее, вычисляя (g′′α,r/g′α,r)(ζ) = r(g′′α/g′α)(rζ) ,
получим уравнение Гахова для gα,r :

2(1− 2α)r2ζ

1 + (1− 2α)r2ζ2
+

2r2ζ

1− r2ζ2
=

2ζ̄

1− |ζ|2 . (14)

Картина его разрешимости такова. При α ∈ [1/2, 1) и r ∈ [0, 1] уравнение (14)
имеет единственный корень (максимум hgα ) ζ = 0 , за исключением случая (α, r) =
= (1/2, 1) , когда gα(ζ) = s(ζ) (полоса).
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Пусть теперь α – любое число из промежутка [0, 1/2) . Уравнение (14) имеет
единственный корень (максимум) при 0 ≤ r ≤ ρα ≡ 1/

√
2(1− α) и три корня:

ζ = 0 и ζ = ζ±(r) = ±(1/r)[1 − [2(1 − α)(1 − r2)/(1 − 2α)]1/2]1/2 при выполнении
ρα < r < 1 , – соответственно седло и два максимума, причем lim

r→1
ζ±(r) = ±1

и hgα(±1) = ∞ .
Отметим, что для любого r ∈ [0, 1) функция gα,r принадлежит малому классу

Блоха B0 = {f ∈ H : lim
|ζ|→1

hf (ζ) = 0} . Если α ∈ [1/2, 1) , то gα,1 = gα ∈ B \ B0 ,

а если α ∈ [0, 1/2) , то gα,1 = gα ∈ G̃s ; B – пространство Блоха, состоящее из всех
функций f ∈ H , для которых sup

ζ∈D
hf (ζ) < ∞ .

2.1. Введем слоение Rf =
⋃

r∈[0,1]

Mfr
× {r} и функционал

r̄f = sup{ξ ∈ [0, 1] : r ∈ [0, ξ] ⇒ kfr
= 1}

первого выхода из множества Гахова вдоль «линий уровня» функции f ∈ H0 .
Рассмотрим следующую постановку [13]. Пусть X – подкласс H0 , для которого
X̃ 6= ∅ . Определим

ρ(X̃) = inf{r̄f : f ∈ X̃} и E(X̃) = {f ∈ X̃ : r̄f = ρ(X̃)}. (15)

Вычислим постоянную ρ(X̃) и дадим полное описание множества E(X̃) в случае,
когда X = A(α) , α ∈ [0, 1) . Следующий результат анонсирован в [13].

Теорема 2. Если 1/2 ≤ α < 1 , то ρ(Ã(α)) = 1 и E(Ã(α)) = Ã(α) . Если же
0 ≤ α < 1/2 , то ρ(Ã(α)) = 1/

√
2(1− α) , а E(Ã(α)) исчерпывается вращениями

функции (13) .

Доказательство. При 1/2 ≤ α < 1 равенство ρ(Ã(α)) = 1 следует из включе-
ния Ã(α) ⊂ G̃1 , установленного в начале раздела, а соотношение E(Ã(α)) = Ã(α) –
из ρ(Ã(α)) = 1 . Отметим, что функция (7) и ее вращения суть элементы множества
E(Ã(1/2)) , так как r̄s = 1 .

Пусть теперь 0 ≤ α < 1/2 и f ∈ Ã(α) . Из (10) имеем

f ′′

f ′
(ζ) =

2(1− α)ϕ′(ζ)
(1 + (1− 2α)ϕ(ζ))(1− ϕ(ζ))

, ζ ∈ D, (16)

откуда стандартными оценками с использованием леммы Шварца получаем
∣∣∣∣
f ′′

f ′
(ζ)

∣∣∣∣ ≤
2|ζ|

1− |ζ|2 H(Re ϕ(ζ)), ζ ∈ D, и H(t) =
[

1− 2α

1 + (1− 2α)t
+

1
1− t

]
(1− |t|).

Легко проверить, что H(t) < H(0) = 2(1− α) при 0 < |t| < 1 , поэтому
∣∣∣∣
f ′′

f ′
(ζ)

∣∣∣∣ ≤
4(1− α)|ζ|

1− |ζ|2 , ζ ∈ D. (17)

Предположение о равенстве при некотором a 6= 0 в оценке (17) с учетом состав-
ляющих ее неравенств приводит к соотношению ϕ(a) = 0 , а по лемме Шварца –
к явному виду ϕ(ζ) = εζ2 , |ε| = 1 . В результате a = 0 – противоречие. Таким об-
разом, неравенство (17) усиливается до строгого при ζ ∈ D\{0} , и переход к (12)
дает ∣∣∣∣

f ′′

f ′
(ζ)

∣∣∣∣ <
4(1− α)r2|ζ|

1− r2|ζ|2 , ζ ∈ D \ {0}, 0 ≤ r ≤ 1. (18)
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Используя введенное выше обозначение ρα = 1/
√

2(1− α) , заключаем из (18), что
при r ≤ ρα будет kfr

= 1 , то есть r̄f ≥ ρα . В силу произвольности f ∈ Ã(α)
отсюда следует, что ρ(Ã(α)) ≥ ρα , а так как r̄gα = ρα (пример 1), то окончательно
имеем ρ(Ã(α)) = ρα и, кроме того, gα ∈ E(Ã(α)) .

Осталось доказать, что если f ∈ E(Ã(α)) , то f(ζ) = ε̄gα(εζ) для некоторого ε

с |ε| = 1 . Действительно, пусть α ∈ [0, 1/2) и f ∈ E(Ã(α)) . Тогда r̄f = ρα . Из нера-
венства (18) следует, что Mfρα

= {0} и слоение Rf не имеет предельных точек на
∂D×(0, 1) , в частности на ∂D×{ρα} . Это означает, что нарушение единственности
нулевой критической точки функции hfr , когда r , возрастая, проходит через зна-
чение ρα , происходит за счет бифуркации слоения Rf в точке (0, ρα) . По лемме 1
из [13] отсюда следует, что |{fρα , 0}| = 2 , значит,

|{f, 0}| = 2/ρ2
α = 4(1− α). (19)

(Здесь {f, ζ} = (f ′′/f ′)′(ζ)−(f ′′/f ′)2(ζ)/2 – шварциан.) Тогда для функции ϕ(ζ) =
= βζ2+· · · в представлении (16) будем иметь 0 < |β| ≤ 1 и |{f, 0}| = 4(1−α)|β| , что
вместе с (19) дает |β| = 1 . Но тогда лемма Шварца оставляет нам единственную
возможность – функцию вида ϕ(ζ) = ηζ2 , |η| = 1 , подстановка которой в (10)
приводит к вращению функции gα , что и требовалось.

2.2. Вернемся к выпуклым комбинациям и отметим, что, как показывает со-
отношение (11), действие операторов Hλ улучшает «гаховские свойства» классов
Александера. Для данных классов оказывается справедливым такой аналог тео-
ремы 1.

Теорема 3. Если α ∈ (1/2, 1) , то Hλ(Ã(α)) ⊂ G̃1 при всех λ ∈ [0, 1] . Пусть
α ∈ [0, 1/2] и f ∈ Ã(α) . Тогда fλ = Hλ[f ] ∈ G̃1 при λ ≤ λα := 1/(2(1 − α)) , за
исключением случая, когда λ = λα и f(D) – полоса. Постоянная λα неулучшаема
при α ∈ [0, 1/2) .

Доказательство. При λ = 0 теорема тривиальна, так как H0(Ã(α)) =
= {f(ζ) ≡ ζ} ⊂ G̃1 при всех α ∈ [0, 1) . Если α ∈ (1/2, 1) , то при любом λ ∈
∈ (0, 1] будет α(λ) ≡ 1−λ(1−α) ∈ (1/2, 1) . Поэтому в силу (11) и теоремы 2 имеем
Hλ(Ã(α)) = Ã(α(λ)) ⊂ G̃1 для всех λ ∈ (0, 1] . Если α ∈ [0, 1/2] , то включение
α(λ) ∈ (1/2, 1) выполняется только тогда, когда λ < λα . Таким образом, в этом
случае также Ã(α(λ)) ⊂ G̃1 . Наконец, если λ = λα , то α(λ) = 1/2 , и тогда, как
уже отмечалось выше, Ã(α(λ)) \ S ⊂ G̃1 ; S = {ε̄s(εζ) : |ε| = 1} .

Продемонстрируем неулучшаемость постоянной λα . Пусть α ∈ [0, 1/2) . Требу-
ется доказать, что для λ > λα , близких к λα , найдется функция g ∈ Hλ(Ã(α)) =
= Ã(α(λ)) такая, что kg > 1 .

Отметим, что при λ ∈ (λα, 1) величина α(λ) пробегает интервал (α, 1/2) ,
и воспользуемся результатом примера 1. Легко проверить, что Hλ(gα) =
= gα(λ) ∈ Ã(α(λ)) . Рассмотрим «линии уровня» gα(λ),r функции gα(λ) . При r ∈
∈ (1/

√
2λ(1− α), 1) имеем kgα(λ),r

= 3 . Доказательство завершается проверкой
соотношения gα(λ),r ∈ Ã(α(λ)) на основе равенства g′α(λ),r(ζ) = (1 + (1 − 2α(λ))×
× r2ζ2)/(1− r2ζ2) .

Замечание 1. Постановка задачи (15) для «линий уровня» допускает аналоги
для параметрических семейств вида (10) и fλ(ζ) = (1−λ)ζ+λf(ζ) . Однако, в отли-
чие от (12), для получения утверждений типа теоремы 2 в случае α - и λ -семейств
требуется дополнительный контроль за приближением соответствующих слоений
Rf к ∂D×(0, 1) .
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3. Теорема Меркеса для внешности единичного круга

Рассматриваются функции g(z) , заданные во внешности D− единичного круга
и голоморфные при 1 < |z| < ∞ с разложением g(z) = z +a0 +a1/z + · · · , z ∈ D− .
Через Σ∗ обозначается класс всех таких функций, однолистно отображающих D−
на области со звездообразным дополнением. Его подкласс Σ0 уже фигурировал
выше в разд. 1.

3.1. Внешний аналог теоремы Меркеса устанавливается по той же схеме, что
и оригинал [2]; будем обозначать gλ(z) = (1 − λ)z + λg(z) , z ∈ D− . Следующее
утверждение доказывается точно так же, как его прототип в [2].

Лемма 1. Если g ∈ Σ∗ и Re (g′ + g/z) ≥ 0 при z ∈ D− , то gλ ∈ Σ∗ для всех
λ ∈ [0, 1] .

Теперь нужно выяснить, когда для функции g ∈ Σ0 выполняется неравенство
Re (g′ + g/z) ≥ 0 , z ∈ D− . Данную задачу решает следующая

Лемма 2. Если g ∈ Σ0 , то |g′(z)− 1| < 1 , z ∈ D− .
Если g ∈ Σ∗ и lim

z→∞
[g(z)− z] = 0 , то |g(z)/z − 1| < 1 , z ∈ D− .

Оба утверждения леммы 2 являются следствиями неравенства Голузина |g(z)−
−z| ≤ 1/|z| , z ∈ D− [14]; как уже упоминалось в п. 1.3, первое из них было получено
в [12]. (Условие lim

z→∞
[g(z) − z] = 0 означает, что разложение g(z) = z + a1/z + · · ·

не содержит свободного члена.) С учетом лемм 1 и 2 следующий результат почти
очевиден.

Теорема 4. Если g ∈ Σ0 и lim
z→∞

[g(z) − z] = 0 , то gλ ∈ Σ∗ для каждого
λ ∈ [0, 1] .

3.2. Аналог теоремы 1 формулируется в терминах основного решения

g(z) =
∫

f ′(1/z)dz, z ∈ D−, (20)

внешней обратной краевой задачи по параметру s , функция f ∈ H̃0 выступает
здесь как решение соответствующей внутренней обратной краевой задачи (см. [5]).
В работе [15] показано, что принадлежность решения (20) классу Σ0 означает его
единственность. Переход к выпуклым комбинациям сохраняет структуру решения:

gλ(z) =
∫

f ′λ(1/z)dz, z ∈ D−; (21)

если g ∈ Σ0 , то при этом сохраняется и единственность gλ . Отличие от теоремы 1
состоит в том, что областью изменения параметра λ будет уже не отрезок, а об-
ласть – замыкание D единичного круга. Справедлива

Теорема 5. Пусть f ∈ H̃0 и g(z) =
∫

f ′(1/z)dz . Тогда если g ∈ Σ0 , то

Mfλ
= {0} и fλ ∈ G̃1 для любого λ ∈ D . Область изменения параметра λ нельзя

увеличить, не выходя из G̃1 .

Доказательство. Первое утверждение леммы 2 устанавливает неравенство
|g′(z)− 1| < 1 , z ∈ D− . Данное неравенство, будучи условием единственности [16],
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сохраняется при переходе к gλ , λ ∈ D : |g′λ(z)− 1| = |λ||g′(z)− 1| < 1 , z ∈ D− . Тем
самым первое утверждение теоремы доказано.

Убедимся в неулучшаемости области изменения параметра. Рассмотрим функ-
цию g(z) = z + 1/z ∈ Σ0 и запишем уравнение Гахова для fλ в терминах (21):

z
g′′λ
g′λ

(z) ≡ 2
z2/λ− 1

= − 2
|z|2 − 1

.

Если теперь взять произвольное λ = |λ|eiγ с |λ| > 1 , то легко проверить, что точка
z =

√
2|λ|/(1 + |λ|)eiγ/2 ∈ D− является корнем указанного уравнения.

Summary

T.V. Zharkova, A.V. Kazantsev. Gakhov Set in the Merkes Theorem on Convex Combi-
nations.

The Merkes theorem deduces the starlikeness of any convex combination fλ of identity
mapping and a holomorphic convex function f in the unit disk with f ′′(0) = 0 . Under the
same conditions, all of the functions fλ (except the mappings onto a strip when λ = 1) are
proved to belong also to the Gakhov set characterized by the property of (no more than)
uniqueness of the root of the Gakhov equation. These results allow for the analogies for the
exterior of the unit disk. The behavior of convex combinations is studied on the functions of
the Alexander classes. For the exhaustion of each such class by the “level curves”, the “stopping
moment” is found which corresponds to the exit out of the Gakhov set, and all of the trajectories
of such an exit are described. Keywords: hyperbolic derivative, conformal radius, Gakhov set,
Gakhov equation, classes of convex and starlike functions, Alexander classes.
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