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ÓÄÊ 514.765.1 ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈÍÀ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÛÕ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕÑ ÍÅ�ÀÇ�ÅØÈÌÎÉ ��ÓÏÏÎÉ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÉ.II. �ÀÇ�ÅØÈÌÛÉ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÒÎ�Í.Ï. ÌîæåéÀííîòàöèÿÏðåäñòàâëåíà ëîêàëüíàÿ êëàññè�èêàöèÿ òðåõìåðíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñ-êàþùèõ íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü. Â ñòàòüå ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àéíåðàçðåøèìîé ãðóïïûËè ïðåîáðàçîâàíèé ñ ðàçðåøèìûì ñòàáèëèçàòîðîì. Ëîêàëüíàÿ êëàññè�èêàöèÿ îäíîðîä-íûõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíà îïèñàíèþ ý��åêòèâíûõ ïàð àëãåáð Ëè. Îïèñàíû âñå èí-âàðèàíòíûå à��èííûå ñâÿçíîñòè íà òàêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âìåñòå ñ èõ òåí-çîðàìè êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ. Èññëåäîâàíû àëãåáðû ãîëîíîìèè îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâè íàéäåíî, êîãäà èíâàðèàíòíàÿ ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàí àëãåáðàè÷å-ñêèé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ñâÿçíîñòåé, ìåòîäû òåîðèé ãðóïï Ëè, àëãåáð Ëè è îäíîðîäíûõïðîñòðàíñòâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íîðìàëüíàÿ ñâÿçíîñòü, îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî, ãðóïïà ïðåîá-ðàçîâàíèé, àëãåáðà ãîëîíîìèè.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � îïèñàòü òðåõìåðíûå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ñíåðàçðåøèìîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé, äîïóñêàþùèå íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü, ñà-ìè ñâÿçíîñòè, èõ òåíçîðû êðèâèçíû, êðó÷åíèÿ è àëãåáðû ãîëîíîìèè. Ïîíÿòèå íîð-ìàëüíîé ñâÿçíîñòè äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ââåë Ý. Êàðòàí [1℄, èíòåðåñíóþõàðàêòåðèñòèêó òàêèõ ñâÿçíîñòåé äàë Ê. Íîìèäçó [2℄, êëàññè�èêàöèÿ òðåõìåðíûõîäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ íåðàçðåøèìîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé â êîìïëåêñíîìñëó÷àå ïðîâîäèëàñü â [3℄. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [4℄,â êîòîðîé ïðèâåäåí áîëåå ïîäðîáíûé òåìàòè÷åñêèé îáçîð, à òàêæå îáîñíîâàíèåïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ, ïðè èçëîæåíèè ñîõðàíåíû îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå ðàíåå.Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èçó÷åíèå òðåõìåðíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, äî-ïóñêàþùèõ íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü, â 2-é ÷àñòè âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ïðî-ñòðàíñòâàõ ñ íåðàçðåøèìîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé è ðàçðåøèìûì ñòàáèëèçàòî-ðîì.Ïóñòü M � äè��åðåíöèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì òðàíçèòèâíî äåéñò-âóåò ãðóïïà G , G = Gx � ñòàáèëèçàòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ M . Ïðîáëåìàêëàññè�èêàöèè îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ (M , G) ðàâíîñèëüíà êëàññè�èêàöèè ïàðãðóïï Ëè (G , G) [5℄. Ïóñòü ḡ � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G , à g � ïîäàëãåáðà, ñîîò-âåòñòâóþùàÿ ïîäãðóïïå G . Åñëè îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò à��èííóþñâÿçíîñòü, òî g-ìîäóëü ḡ/g òî÷åí, à ïàðà ( ḡ, g) ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíî-òî÷íîé. Äëÿíàõîæäåíèÿ âñåõ èçîòðîïíî-òî÷íûõ ïàð íóæíî êëàññè�èöèðîâàòü (ñ òî÷íîñòüþ äîèçîìîð�èçìà) âñå òî÷íûå òðåõìåðíûå g-ìîäóëè U (ýòî ýêâèâàëåíòíî êëàññè�è-êàöèè ïîäàëãåáð â gl(3, R) ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè, âñå òàêèå ïîäàëãåáðûíàéäåíû â [6℄, äàëüíåéøàÿ íóìåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííîé òàì). Îãðàíè-÷èìñÿ ñëó÷àåì ñ íåíóëåâûì ñòàáèëèçàòîðîì, òàê êàê âñå îñòàëüíûå îäíîðîäíûå51



52 Í.Ï. ÌÎÆÅÉïðîñòðàíñòâà � òðåõìåðíûå ãðóïïû Ëè. Òàì, ãäå ýòî íå áóäåò âûçûâàòü ðàçíî-÷òåíèÿ, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïîäïðîñòðàíñòâî, äîïîëíèòåëüíîå ê g â ḡ , è �àê-òîðïðîñòðàíñòâî m = ḡ/g . À��èííîé ñâÿçíîñòüþ íà ïàðå ( ḡ, g) íàçûâàåòñÿ òàêîåîòîáðàæåíèå Λ : ḡ → gl(m), ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå íà g � èçîòðîïíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå ïîäàëãåáðû, à âñå îòîáðàæåíèå g-èíâàðèàíòíî, èíâàðèàíòíûå à��èííûåñâÿçíîñòè íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå (M , G) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîìñîîòâåòñòâèè [7℄ ñ à��èííûìè ñâÿçíîñòÿìè íà ïàðå ( ḡ , g).Îïèøåì ïàðó (ḡ, g) ïðè ïîìîùè òàáëèöû óìíîæåíèÿ àëãåáðû ḡ ; ÷åðåç
{e1, . . . , en} îáîçíà÷èì áàçèñ ḡ (n = dim ḡ). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîäàëãåáðà Ëè
g ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè e1, . . . , en−3 , à {en−2, en−1, en} � áàçèñ m , äëÿ îïðåäå-ëåííîñòè îáîçíà÷èì åãî {u1, u2, u3} . Äëÿ íóìåðàöèè ïîäàëãåáð èñïîëüçóåì çàïèñü
d.n, à äëÿ íóìåðàöèè ïàð � çàïèñü d.n.m, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèâåäåííûì â [6℄,çäåñü d � ðàçìåðíîñòü ïîäàëãåáðû, à n � íîìåð ïîäàëãåáðû â gl(3, R) , m � íîìåðïàðû (ḡ, g) . Áóäåì îïèñûâàòü à��èííóþ ñâÿçíîñòü íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå÷åðåç îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ Λ(u1) , Λ(u2) , Λ(u3) , òåíçîð êðèâèçíû R � ÷åðåç
R(u1, u2) , R(u1, u3) , R(u2, u3) , à òåíçîð êðó÷åíèÿ T � ÷åðåç T (u1, u2) , T (u1, u3) ,
T (u2, u3) . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå îáîçíà÷åíû ëàòèíñêèìè áóêâàìè è ïðè-íàäëåæàò R , à ïàðàìåòð îáîçíà÷åí µ , ïîäàëãåáðû ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè, íîðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà µ íå ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó.Òåîðåìà 1. I. Ïóñòü g � ïîäàëãåáðà àëãåáðû Ëè gl(3, R) òàêàÿ, ÷òî ïàðà
(ḡ, g) äîïóñêàåò íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü, ḡ íåðàçðåøèìà, à g ðàçðåøèìà (g 6= {0}).Òîãäà g ñîïðÿæåíà îäíîé è òîëüêî îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïîäàëãåáð:4.21 x y u
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; 1.1 x
−x ; 1.3 x

−x ; 1.5 x ; 1.8 x
x .II. Ïàðà (ḡ, g) êîðàçìåðíîñòè 3, äîïóñêàþùàÿ íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü, òàêàÿ,÷òî ḡ íåðàçðåøèìà, à g ðàçðåøèìà (g 6= {0}), ýêâèâàëåíòíà îäíîé è òîëüêîîäíîé èç ñëåäóþùèõ ïàð:

4.21.11 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3

e1 0 e2 0 e4 u1 0 0
e2 −e2 0 e4 0 0 e2 + u1 0
e3 0 −e4 0 0 0 −2e3 u2

e4 −e4 0 0 0 0 −e4 e2 + u1

u1 −u1 0 0 0 0 0 0
u2 0 −e2 − u1 2e3 e4 0 0 −2u3

u3 0 0 −u2 −e2 − u1 0 2u3 0

,
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3.13.6 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 −µe2 (1 − µ)e3 u1 0 µu3

e2 µe2 0 0 e3 2e2 u2

e3 (µ − 1)e3 0 0 0 e3 u1

u1 −u1 −e3 0 0 −u1 0
u2 0 −2e2 −e3 u1 0 2u3

u3 −µu3 −u2 −u1 0 −2u3 0

, µ = −1, 0,

3.19.14 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 −e2 e3 0 u2 −u3

e2 e2 0 0 0 u1 0
e3 −e3 0 0 0 0 u1

u1 0 0 0 0 e3 e2

u2 −u2 −u1 0 −e3 0 e1

u3 u3 0 −u1 −e2 −e1 0

,

3.21.6 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 −e3 e2 0 −u3 u2

e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 −e2 0 0 0 0 u1

u1 0 0 0 0 e2 e3

u2 u3 −u1 0 −e2 0 e1

u3 −u2 0 −u1 −e3 −e1 0

,

3.21.7 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 −e3 e2 0 −u3 u2

e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 −e2 0 0 0 0 u1

u1 0 0 0 0 −e2 −e3

u2 u3 −u1 0 e2 0 −e1

u3 −u2 0 −u1 e3 e1 0

,

3.25.30 e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 0 e2 0 u1 0
e2 0 0 0 0 e2 u1

e3 e2 0 0 e2 2e3 u2

u1 0 0 −e2 0 −u1 0
u2 −u1 −e2 −2e3 u1 0 2u3

u3 0 −u1 −u2 0 −2u3 0

,

2.8.7 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 0 e1 0 u1

e2 0 0 0 u2 0
u1 −e1 0 0 0 u3

u2 0 −u2 0 0 0
u3 −u1 0 −u3 0 0

,

2.9.12 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 −e2 u1 −2u2 2u3

e2 e2 0 0 0 u1

u1 −u1 0 0 e2 0
u2 2u2 0 −e2 0 −e1

u3 −2u3 −u1 0 e1 0

,

2.17.27 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 0 2e1 e2 u1

e2 0 0 e2 0 u2

u1 −2e1 −e2 0 u2 2u3

u2 −e2 0 −u2 0 0
u3 −u1 −u2 −2u3 0 0

,

2.21.4 e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 e2 u1 0 −u3

e2 −e2 0 0 u1 u2

u1 −u1 0 0 u1 u2

u2 0 −u1 −u1 0 u3

u3 u3 −u2 −u2 −u3 0

,
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1.1.5 e1 u1 u2 u3

e1 0 u1 −u2 0
u1 −u1 0 e1 0
u2 u2 −e1 0 0
u3 0 0 0 0

,

1.1.7 e1 u1 u2 u3

e1 0 u1 −u2 0
u1 −u1 0 e1 + u3 0
u2 u2 −e1 − u3 0 0
u3 0 0 0 0

,

1.3.3 e1 u1 u2 u3

e1 0 −u2 u1 0
u1 u2 0 e1 + u3 0
u2 −u1 −e1 − u3 0 0
u3 0 0 0 0

,

1.3.4 e1 u1 u2 u3

e1 0 −u2 u1 0
u1 u2 0 −e1 + u3 0
u2 −u1 e1 − u3 0 0
u3 0 0 0 0

,

1.3.5 e1 u1 u2 u3

e1 0 −u2 u1 0
u1 u2 0 e1 0
u2 −u1 −e1 0 0
u3 0 0 0 0

,

1.3.6 e1 u1 u2 u3

e1 0 −u2 u1 0
u1 u2 0 −e1 0
u2 −u1 e1 0 0
u3 0 0 0 0

,

1.5.19 e1 u1 u2 u3

e1 0 e1 0 u1

u1 −e1 0 0 u3

u2 0 0 0 0
u3 −u1 −u3 0 0

,

1.8.2 e1 u1 u2 u3

e1 0 0 u1 u2

u1 0 0 u1 u2

u2 −u1 −u1 0 u3

u3 −u2 −u2 −u3 0

.Ïîäàëãåáðà 1.3 äîïóñêàåò ðèìàíîâó ìåòðèêó, 2.21, 1.1, 1.8 � ïñåâäîðèìàíîâóìåòðèêó, à 4.21, 3.13, 3.19, 3.21, 3.25, 2.8, 2.9, 2.17, 1.5 íå äîïóñêàþò èíâàðèàíòíóþìåòðèêó, ïàðû 1.3.3, 1.3.4, 1.3.5, 1.3.6 äîïóñêàþò ðèìàíîâó ìåòðèêó, 2.21.4, 1.1.5,1.1.7, 1.8.2 � ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó, à 4.21.11, 3.13.6, 3.19.14, 3.21.6, 3.21.7, 3.25.30,2.8.7, 2.9.12, 2.17.27, 1.5.19 íå äîïóñêàþò èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó.Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññè�èêàöèÿ ðàçðåøèìûõ ïîäàëãåáð â gl(3, R) ïðèâå-äåíà, íàïðèìåð, â [6℄. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïîäàëãåáðû íàéäåì èçîòðîïíî-òî÷íûåïàðû è âûáåðåì ïàðû, äîïóñêàþùèå íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü, à òàêæå âûïèøåìñàìè à��èííûå ñâÿçíîñòè, èõ òåíçîðû êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ, àëãåáðû ãîëîíîìèè.�àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîäàëãåáðó g â gl(3, R) òèïà 2.21. Ïóñòü E = {e1, e2} �áàçèñ â g ,
e1 = Λ(e1) =




1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 , e2 = Λ(e2) =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 ,òàê êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Λ íà g åñòü èçîòðîïíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäàë-ãåáðû. ×åðåç h îáîçíà÷èì íèëüïîòåíòíóþ ïîäàëãåáðó àëãåáðû Ëè g , ïîðîæäåííóþâåêòîðîì e1 . Èìååì ḡα(h) = gα(h) × Uα(h) äëÿ âñåõ α ∈ h∗. Òîãäà g(0)(h) ⊃

⊃ Re1, U (1)(h) ⊃ Ru1, g(1)(h) ⊃ Re1, U (0)(h) ⊃ Ru2, U (−1)(h) ⊃ Ru3 . Â ñèëóòîæäåñòâà ßêîáè ïîëó÷èì
e1 e2 u1 u2 u3

e1 0 e2 u1 0 −u3

e2 −e2 0 0 u1 u2

u1 −u1 0 0 α1u1 α1u2

u2 0 −u1 −α1u1 0 α1u3

u3 u3 −u2 −α1u2 −α1u3 0

.



ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ 55Ïðè α1 6= 0 îòîáðàæåíèå π : ḡ4 → ḡ , ãäå π(e1) = e1, π(e2) = e2, π(u1) =

=
1

α1
u1, π(u2) =

1

α1
u2, π(u3) =

1

α1
u3, óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïàð (ḡ, g)è 2.21.4. Ïðè α1 = 0 ïàðà (ḡ, g) òðèâèàëüíà, àëãåáðà ḡ ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé è íåâõîäèò â ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå êëàññ àëãåáð. �àçóìååòñÿ, ïàðû íå ñîïðÿæåíûäðóã äðóãó, òàê êàê â ñëó÷àå 2.21.4 àëãåáðà ḡ íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé.Ïóñòü

Λ(u1)=




p1,1 p1,2 p1,3

p2,1 p2,2 p2,3

p3,1 p3,2 p3,3


 , Λ(u2)=




q1,1 q1,2 q1,3

q2,1 q2,2 q2,3

q3,1 q3,2 q3,3


 , Λ(u3)=




r1,1 r1,2 r1,3

r2,1 R2,2 r2,3

r3,1 r3,2 r3,3


äëÿ íåêîòîðûõ pi,j , qi,j , ri,j ∈ R (ïðè i, j = 1, 2, 3). Ïóñòü, äàëåå, (ḡ, g) �ïàðà 2.21.4. Îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâà

[Λ(e2), Λ(u1)] = Λ([e2, u1]) èìååì [Λ(e2), Λ(u1)] = 0, ïîýòîìó p2,1 = 0, p2,2 = p1,1,
p2,3 = p1,2, p3,1 = 0, p3,2 = p2,1, p3,3 = p1,1, p3,2 = 0. Ïîñêîëüêó [Λ(e1), Λ(u1)] =
= Λ([e1, u1]) , òî [Λ(e1), Λ(u1)] = Λ(u1), p1,1 = p1,3 = 0. Òàê êàê [Λ(e2), Λ(u2)] =
= Λ([e2, u2]) , òî [Λ(e2), Λ(u2)] = Λ(u1), q2,2 = q1,1 + p1,2, q2,3 = q1,2 + p1,3, q3,3 =
= q2,2 + p1,2, q2,1 = q3,1 = q3,2 = 0. Åñëè [Λ(e1), Λ(u2)] = Λ([e1, u2]) , à çíà÷èò,
[Λ(e1), Λ(u2)] = 0, òî q1,2 = q1,3 = 0. Ïîñêîëüêó [Λ(e2), Λ(u3)] = Λ([e2, u3]) , òî
[Λ(e2), Λ(u3)] = Λ(u2), q1,1 = −p1,2 = r2,1 = r3,2, r2,2 = r1,1, r2,3 = r1,2, r3,1 = 0,
r3,3 = r2,2. Èç ðàâåíñòâà [Λ(e1), Λ(u3)] = Λ([e1, u3]) âûòåêàåò, ÷òî [Λ(e1), Λ(u3)] =
= −Λ(u3), òîãäà r1,1 = r1,2 = r1,3 = 0 ; ïîëó÷àåì ñâÿçíîñòü
Λ(u1) =




0 p1,2 0
0 0 p1,2

0 0 0


 , Λ(u2) =



−p1,2 0 0

0 0 0
0 0 p1,2


 , Λ(u3) =




0 0 0
−p1,2 0 0

0 −p1,2 0


 .Äëÿ îñòàëüíûõ ïîäàëãåáð ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèìïîäàëãåáðó 3.21. Ïóñòü E = {e1, e2, e3} � áàçèñ â g , ãäå

e1 = Λ(e1) =




0 0 0
0 0 1
0 −1 0



 , e2 = Λ(e2) =




0 1 0
0 0 0
0 0 0



 , e3 = Λ(e3) =




0 0 1
0 0 0
0 0 0



 .×åðåç h îáîçíà÷èì íèëüïîòåíòíóþ ïîäàëãåáðó àëãåáðû Ëè g , ïîðîæäåííóþ âåê-òîðîì e1 . �àññìîòðèì êîìïëåêñíûé îáîáùåííûé ìîäóëü (gC, UC) . Ïîëîæèì ẽi =
= ei ⊗ 1, i = 1, 2, 3, è ũj = uj ⊗ 1, j = 1, 2, 3. Òîãäà Ẽ = {ẽ1, ẽ2, ẽ3} � áàçèñ gC .Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî UC ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ C3 , ïóñòü {ũ1, ũ2, ũ3} �ñòàíäàðòíûé áàçèñ â UC . Òîãäà

g(0)(hC) = C ẽ1, g(i)(hC) = C (ẽ2 + iẽ3), g(−i)(hC) = C (ẽ2 − iẽ3),

(UC)(0)(hC) = C ũ1, (UC)(+i)(hC) = C (ũ2 + iũ3), (UC)(−i)(hC) = C (ũ2 − iũ3)è
[e1, e2] = −e3,

[e1, e3] = e2, [e2, e3] = 0,

[e1, u1] = 0, [e2, u1] = pe2, [e3, u1] = pe3,

[e1, u2] = qe3 − u3, [e2, u2] = u1, [e3, u2] = pe1,

[e1, u3] = u2 + re3, [e2, u3] = −pe1, [e3, u3] = u1;



56 Í.Ï. ÌÎÆÅÉèìååì (ḡC)(0)(hC) = Cẽ1+Cũ1, (ḡC)(i)(hC) = C (ẽ2+iẽ3)+C(ũ2+iũ3), (ḡC)(−i)(hC) =
= C (ũ2 − iũ3)+ C (ẽ2 − iẽ3). Ïîýòîìó [u1, u2] = a2e2 + a3e3 + α2u2 + α3u3, [u1, u3] =
= b2e2 + b3e3 + β2u2 + β3u3, [u2, u3] = c1e1 + γ1u1.Ïðè p 6= 0 , èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ßêîáè, âèäèì, ÷òî (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà (ḡ2, g2) ,ãäå ïîñëåäíÿÿ èìååò âèä

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 −e3 e2 0 −u3 u2

e2 e3 0 0 e2 u1 −e1

e3 −e2 0 0 e3 e1 u1

u1 0 −e2 −e3 0 u2 u3

u2 u3 −u1 −e1 −u2 0 0
u3 −u2 e1 −u1 −u3 0 0

.

Çäåñü îòîáðàæåíèå π : ḡ2 → ḡ , π(ei) = ei, i = 1, 2, 3, π(uj) =
1

p
uj, j =

= 1, 2, 3. Ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà ḡ ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Îòîáðàæåíèå Λ ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, [Λ(e3), Λ(u1)] = Λ([e3, u1]) , îòêóäà [Λ(e3), Λ(u1)] =
= Λ(e3), [Λ(e2), Λ(u1)] = Λ(e2), [Λ(e1), Λ(u1)] = 0, [Λ(e3), Λ(u2)] = Λ(e1); íåïîñðåä-ñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé,ïàðà íå äîïóñêàåò à��èííóþ ñâÿçíîñòü.Ïðè p = 0 , èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ßêîáè, âèäèì, ÷òî [u1, u2] = a2e2, [u1, u3] =
= a2e3, [u2, u3] = a2e1 + γ1u1, q = 0 . Ïðè a2 = r = 0 ïàðà (ḡ, g) ýê-âèâàëåíòíà òðèâèàëüíîé ïàðå (ḡ1, g1) , îòîáðàæåíèå π : ḡ → ḡ1 , π(ei) = ei,

i = 1, 2, 3, π(u1) = u1, π(u2) = u2 − γ1

2
e3, π(u3) = u3 − γ1

2 e2. Ïîëó÷åííàÿàëãåáðà ḡ ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé è íå âõîäèò â ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå êëàññàëãåáð. Ïðè a2 = 0 , r 6= 0 ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà (ḡ3, g3) , π : ḡ3 → ḡ , π(ei) = ei,

i = 1, 2, 3, π(u1) =
1

r
u1, π(u2) = 1

r

(
u2 −

γ1

2
e3

)
, π(u3) = 1

r

(
u3 −

γ1

2
e2

)
. Ïîëó-÷åííàÿ àëãåáðà ḡ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé è íå âõîäèò â ðàññìàòðèâàåìûé âðàáîòå êëàññ àëãåáð.Ïðè a2 > 0 , r 6= 0 îòîáðàæåíèå π : ḡ4 → ḡ òàêîå, ÷òî π(e1) = e1, π(e2) =

=
r√
a2

e2, π(e3) = r√
a2

e3, π(u1) = r√
a2

u1, π(u2) =
1√
a2

(
u2 −

γ1

2
e3

)
, π(u3) =

=
1√
a2

(
u3 −

γ1

2
e2

) , óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïàð (ḡ, g) è (ḡ4, g4) , ãäå ïî-ñëåäíÿÿ èìååò âèä
e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 −e3 e2 0 −u3 u2 + e3

e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 −e2 0 0 0 0 u1

u1 0 0 0 0 e2 e3

u2 u3 −u1 0 −e2 0 e1

u3 −e3 − u2 0 −u1 −e3 −e1 0

.Îòîáðàæåíèå Λ ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, [Λ(e3), Λ(u1)] =
= Λ([e3, u1]) ⇒ [Λ(e3), Λ(u1)] = 0, [Λ(e2), Λ(u1)] = 0, [Λ(e1), Λ(u1)] = 0,
[Λ(e3), Λ(u2)] = 0, [Λ(e2), Λ(u2)] = Λ(u1), [Λ(e1), Λ(u2)] = −Λ(u3), [Λ(e1), Λ(u3)] =
= Λ(e3) + Λ(u2) ; íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñè-ñòåìà íå èìååò ðåøåíèé è ïàðà íå äîïóñêàåò à��èííóþ ñâÿçíîñòü.



ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ 57Ïðè a2 < 0 , r 6= 0 íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà ïàðå
(ḡ5, g5)

e1 e2 e3 u1 u2 u3

e1 0 −e3 e2 0 −u3 u2 + e3

e2 e3 0 0 0 u1 0
e3 −e2 0 0 0 0 u1

u1 0 0 0 0 −e2 −e3

u2 u3 −u1 0 e2 0 −e1

u3 −e3 − u2 0 −u1 e3 e1 0

.Îòîáðàæåíèå Λ ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, [Λ(e3), Λ(u1)] = 0,
[Λ(e2), Λ(u1)] = 0, [Λ(e1), Λ(u1)] = 0, [Λ(e3), Λ(u2)] = 0, [Λ(e2), Λ(u2)] = Λ(u1),
[Λ(e1), Λ(u2)] = −Λ(u3), [Λ(e1), Λ(u3)] = Λ(e3) + Λ(u2) ; íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-âåðêîé ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé è ïàðà íå äîïóñêàåòà��èííóþ ñâÿçíîñòü.Ïðè a2 > 0 , r = 0 ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà ïàðå (ḡ6, g6) , òî åñòü 3.21.6,îòîáðàæåíèå π : ḡ6 → ḡ , π(ei) = ei, i = 1, 2, 3, π(u1) =

1√
a2

u1, π(u2) =

=
1√
a2

(
u2 −

γ1

2
e3

)
, π(u3) =

1√
a2

(
u3 −

γ1

2
e2

)
. Îòîáðàæåíèå Λ ÿâëÿåòñÿ g-èí-âàðèàíòíûì, ñëåäîâàòåëüíî, [Λ(e3), Λ(u1)] = Λ([e3, u1]) , ïîýòîìó [Λ(e3), Λ(u1)] = 0,

[Λ(e2), Λ(u1)] = 0, [Λ(e1), Λ(u1)] = 0, [Λ(e3), Λ(u2)] = 0, [Λ(e2), Λ(u2)] = Λ(u1),
[Λ(e1), Λ(u2)] = −Λ(u3), [Λ(e1), Λ(u3)] = Λ(u2) ; íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîëó-÷àåì ñâÿçíîñòü

Λ(u1) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0



 , Λ(u2) =




0 q1,2 q1,3

0 0 0
0 0 0



 , Λ(u3) =




0 −q1,3 q1,2

0 0 0
0 0 0



 .Ïðè a2 < 0 , r = 0 ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà ïàðå (ḡ7, g7) , òî åñòü 3.21.7. Îòîá-ðàæåíèå Λ ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîëó÷àåì, ÷òîñâÿçíîñòü ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííîé äëÿ 3.21.6.Çàìåòèì, ÷òî dim[Dḡ2, ḡ2] 6= dim[Dḡi, ḡi], ãäå i ∈ {1, 3, 4, 5, 6, 7}; dim Dḡ1 6=
= dimDḡ6 , dimDḡ1 6= dim Dḡ7 ; ëþáàÿ ïîäàëãåáðà Ëåâè â ḡ6 èçîìîð�íà sl(2, R)è ëþáàÿ ïîäàëãåáðà Ëåâè â ḡ7 èçîìîð�íà su(2) ; dimDḡ3 6= dimDḡ4 , dim Dḡ3 6=
= dimDḡ5 ; ëþáàÿ ïîäàëãåáðà Ëåâè â ḡ4 èçîìîð�íà sl(2, R) è ëþáàÿ ïîäàëãåáðàËåâè â ḡ5 èçîìîð�íà su(2) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðû (ḡi, gi) , i ∈ {1, 2, . . . , 7} ,íå ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.�àññìîòðèì òåïåðü, íàïðèìåð, ïîäàëãåáðó 1.3; ïóñòü {e1} � áàçèñ â g , ãäå

e1 = Λ(e1) =




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 .Òîãäà (ñ òî÷íîñòüþ äî Aut(ḡ, g)) èìååì [e1, u1] = −u2, [e1, u2] = u1, [e1, u1] =

= pe1, p ∈ R. Ïîëîæèì [u1, u2] = a1e1 +α1u1 +α2u2 +α3u3, [u1, u3] = b1e1 +β1u1 +
+ β2u2 + β3u3, [u2, u3] = c1e1 + γ1u1 + γ2u2 + γ3u3. Ïðîâåðèâ òîæäåñòâî ßêîáè,ïîëó÷àåì α3p = 0, α2 = α1 = γ3 = 0, β3p + c1 = 0, β2 + γ1 = 0, γ2 − β1 − p = 0,
γ3p − b1 = 0, γ2 − β1 + p = 0, β1a1 = 0, β1α3 = 0. Èçîìîð�èçì π : g′ → g , π(e1) =
= e1, π(u1) = u1, π(u2) = u2, π(u3) = u3 + β2e1 , óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü



58 Í.Ï. ÌÎÆÅÉïàð (ḡ, g) è (ḡ′, g′) , ãäå ïîñëåäíÿÿ èìååò âèä
e1 u1 u2 u3

e1 0 −u2 u1 0
u1 u2 0 a1e1 + α3u3 β1u1

u2 −u1 −a1e1 − α3u3 0 β1u2

u3 0 −β1u1 −β1u2 0

.Ïóñòü a1α3 6= 0 . Òîãäà ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà ïàðå 1.3.3 èëè ïàðå 1.3.4: π :

ḡ3(4) → ḡ, π(e1) = e1, π(u1) =
√
|a1|u1, π(u2) =

√
|a1|u2, π(u3) =

|a1|
α3

u3. Ïàðû1.3.3 è 1.3.4 íå ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó ïîäàëãåáðà Ëåâè 1.3.4 èçîìîð�íà su(2),à ïîäàëãåáðà Ëåâè 1.3.3 � sl(2, R).Ïóñòü α3 = 0, a1 6= 0 . Òîãäà ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà ïàðå 1.3.5 èëè ïàðå1.3.6: π : ḡ5(6) → ḡ, π(e1) = e1, π(u1) =
√
|a1|u1, π(u2) =

√
|a1|u2, π(u3) = u3.Ïàðû 1.3.5 è 1.3.6 íå ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó ïîäàëãåáðà Ëåâè 1.3.6 èçîìîð�íà

su(2), à ïîäàëãåáðà Ëåâè 1.3.5 � sl(2, R). Ýòè ïàðû íå ýêâèâàëåíòíû ïàðàì 1.3.3è 1.3.4, òàê êàê dimDḡ5,6

⋂
g 6= 0 , à dim Dḡ3,4

⋂
g = 0. Ïóñòü α3 6= 0, a1 = 0 .Òîãäà ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà ïàðå 1.3.7, π : ḡ7 → ḡ, π(e1) = e1, π(u1) = u1,

π(u2) = u2, π(u3) = α−1
3 u3 ( ḡ ðàçðåøèìà è íå âõîäèò â ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòåêëàññ àëãåáð). Ïàðà 1.3.7 íå ýêâèâàëåíòíà ïàðàì 1.3.i , i = 1, . . . , 6 , òàê êàê ååíèëüïîòåíòíûé ðàäèêàë èìååò íåòðèâèàëüíûé ïîäìîäóëü.Ïóñòü α3 = a1 = 0, β1 6= 0 . Òîãäà ïàðà (ḡ, g) ýêâèâàëåíòíà ïàðå 1.3.2, π :

ḡ2 → ḡ, π(e1) = e1, π(u1) = u1, π(u2) = u2, π(u3) = β1u3 ( ḡ ðàçðåøèìà è íåâõîäèò â ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòå êëàññ àëãåáð). Åñëè α3 = a1 = β1 = 0 , òîïàðà (ḡ, g) òðèâèàëüíà ( ḡ ðàçðåøèìà è íå âõîäèò â ðàññìàòðèâàåìûé â ðàáîòåêëàññ àëãåáð). Ïàðà 1.3.1 íå ýêâèâàëåíòíà ïàðàì 1.3.i , i = 3, . . . , 6 , òàê êàê 1.3.1ðàçðåøèìà. Ïàðû 1.3.i , i = 1, 3, 4, 5, 6, 7, è 1.3.2 íå ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó ïàðû1.3.i èìåþò íåòðèâèàëüíûé öåíòð Z(ḡi) = Ru3.Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü äîïóñêàþò ïàðû1.3.3�1.3.6. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Λ ÿâëÿåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, [Λ(e1), Λ(u1)] =
= Λ([e1, u1]) , à çíà÷èò, [Λ(e1), Λ(u1)] = −Λ(u2), ïîëó÷àåì p2,1 = −p1,2, q1,1 =
= −p1,2 − p2,1, q1,2 = −p2,2 + p1,1, q1,3 = −p2,3, q2,1 = −p2,2 + p1,1, q2,2 = p1,2 + p2,1,
q2,3 = p1,3, q3,1 = −p3,2, q3,2 = p3,1, q3,3 = 0. Òàê êàê [Λ(e1), Λ(u2)] = Λ(u1), èìååì
p2,2 = 0, p1,1 = 0, p3,3 = 0, p2,1 = 0, p1,2 = 0. Ïîñêîëüêó [Λ(e1), Λ(u3)] = 0, òî
r2,1 = −r1,2, r2,2 = r1,1, r2,3 = r1,3 = r3,2 = r3,1 = 0 è

Λ(u1) =




0 0 p1,3

0 0 p2,3

p3,1 p3,2 0



 ,

Λ(u2) =




0 0 −p2,3

0 0 p1,3

−p3,2 p3,1 0



 ,

Λ(u3) =




r1,1 r1,2 0
−r1,2 r1,1 0

0 0 r3,3


 .Ïðîâåäÿ âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïîëó÷àåì ïàðû, òàáëè-öû óìíîæåíèÿ è èçîòðîïíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òåîðåìå 1. Äëÿäðóãèõ ðàçðåøèìûõ ïîäàëãåáð îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ íåðàçðåøèìîé ḡ , äî-ïóñêàþùèõ íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü, íåò. Âûïèøåì äëÿ íàéäåííûõ ïàð ðàçëîæåíèåËåâè



ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ 59Ïàðà �àçëîæåíèå Ëåâè4.21.11 {{8e4,−8e2−8u1,e1,u1},{−32e3,8e4+16u2,16e2+16u1−32u3}}3.13.6 {{2u1, e3, e1}, {4e2, e3 + 4u2, u1 + 4u3}}3.19.14 {{−e2, u1, e3}, {−u1 + u2,−u3, e1 − e2}}3.21.6 {{−e3, e2, u1}, {−u3,−u1 + u2, e1 − e3}}3.21.7 {{u1, e2,−e3}, {−u3, u1 + u2,−e1 − e3}}3.25.30 {{2u1, e1, e2}, {4e3, e2 + 4u2, u1 + 4u3}}2.8.7 {{u2, e2}, {e1, u1, u3}}2.9.12 {{u1,−e2}, {−2u2, 2u1+2u3,−e1−e2}}2.17.27 {{u2, e2}, {2e1, e2 + u1, 2e2 + 2u3}}2.21.4 {{e1 + u2,−e2 + u1}, {u1,−u3, u2}}1.1.5 {{u3}, {−e1,−u1,−u2}}1.1.7 {{u3}, {−e1 − u3,−u1,−u2}}1.3.3 {{u3}, {e1 + u3, u1, u2}}1.3.4 {{u3}, {−e1 + u3,−u1,−u2}}1.3.5 {{u3}, {e1, u1, u2}}1.3.6 {{u3}, {−e1,−u1,−u2}}1.5.19 {{u2}, {e1, u1, u3}}1.8.2 {{−e1 + u1}, {u1, u2, u3}}Òîãäà à��èííûå ñâÿçíîñòè íà íàéäåííûõ ïàðàõ èìåþò âèäÏàðà Ñâÿçíîñòü4.21.11 


0 0 p1,3

0 0 0
0 0 0


 ,




0 0 0
0 1 p1,3

0 0 −1


 ,




r1,1 0 0
0 r1,1 0
0 1 r1,1+p1,3


3.13.6, µ=0




0−1 p1,3

0 0 0
0 0 0



,




0 0 0
0−1 q2,3

0 0 1



,




r1,1 0 0
0 r1,1+p1,3−q2,3 r2,3

0 −1 r1,1+p1,3



3.13.6, µ=−1




0 −1 0
0 0 p2,3

0 0 0


,




0 0 0
0 −1 0
0 0 1


,




0 0 0
−p2,3 0 0

0 −1 0


3.19.14 


0 0 0
0 0 0
0 0 0



 ,




0 0 q1,3

0 0 0
0 0 0



 ,




0 r1,2 0
0 0 0
0 0 0



3.21.63.21.7 


0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,




0 q1,2 q1,3

0 0 0
0 0 0


 ,




0 −q1,3 q1,2

0 0 0
0 0 0


3.25.30 


0 −1 p1,3

0 0 0
0 0 0


 ,




0 0 q1,3

0 −1 p1,3

0 0 1


 ,




r1,1 −q1,3 r1,3

0 r1,1 0
0 −1 r1,1+p1,3
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−1/2 0 p1,3

0 0 0
0 0 1/2


,




0 0 0
0 0 q2,3

0 0 0


,




r1,1 0 r1,3

0 r2,2 0
−1/2 0 r1,1+p1,3


2.9.12 òðèâèàëüíàÿ2.17.27 


−1 0 p1,3

0 0 p2,3

0 0 1


,




0 0 q1,3

−1 0 q2,3

0 0 0


,




r1,1 −q1,3 r1,3

−p2,3 r1,1+p1,3−q2,3 r2,3

−1 0 r1,1+p1,3


2.21.4 


0 p1,2 0
0 0 p1,2

0 0 0



 ,




−p1,2 0 0

0 0 0
0 0 p1,2



 ,




0 0 0

−p1,2 0 0
0 −p1,2 0



1.1.51.1.7 


0 0 p1,3

0 0 0
0 p3,2 0


 ,




0 0 0
0 0 q2,3

q3,1 0 0


 ,




r1,1 0 0
0 r2,2 0
0 0 r3,3


1.3.31.3.4 


0 0 p1,3

0 0 p2,3

p3,1 p3,2 0



 ,




0 0 −p2,3

0 0 p1,3

−p3,2 p3,1 0



 ,




r1,1 r1,2 0
−r1,2 r1,1 0

0 0 r3,3



1.3.51.3.6 


0 0 p1,3

0 0 p2,3

p3,1 p3,2 0


 ,




0 0 −p2,3

0 0 p1,3

−p3,2 p3,1 0


 ,




r1,1 r1,2 0
−r1,2 r1,1 0

0 0 r3,3


1.5.19 


−1/2 p1,2 p1,3

0 0 p2,3

0 0 p1,1+1



,




q1,1 q1,2 q1,3

0 q2,2 q2,3

0 0 q1,1



,




r1,1 r1,2 r1,3

−p2,3 r2,2 r2,3

−1/2 p1,2 r1,1+p1,3



1.8.2 


0 p1,2 p1,3

0 0 p1,2

0 0 0


,



−p1,2 q1,2 q1,3

0 0 q1,2+p1,3

0 0 p1,2


,




r1,1 r1,2 r1,3

−p1,2 r1,1+q1,2 r1,2+q1,3

0 −p1,2 r1,1+2q1,2+p1,3


Òåíçîð êðó÷åíèÿ T ∈ Inv T2

1(m) è òåíçîð êðèâèçíû R ∈ Inv T3
1(m) èìåþò âèä

T (xm, ym) = Λ(x)ym −Λ(y)xm − [x, y]
m

, R(xm, ym) = [Λ(x), Λ(y)]−Λ([x, y]) äëÿ âñåõ
x, y ∈ ḡ , â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå 2.21.4 òåíçîð êðèâèçíû îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì

R(u1, u2) = [Λ(u1), Λ(u2)] − Λ([u1, u2]) =

= Λ(u1)Λ(u2) − Λ(u2)Λ(u1) − Λ(u1) =




0 p2

1,2 − p1,2 0
0 0 p2

1,2 − p1,2

0 0 0



 ,

R(u1, u3) = [Λ(u1), Λ(u3)] − Λ([u1, u3]) =

[Λ(u1), Λ(u3)] − Λ(u2) =




−p2

1,2 + p1,2 0 0
0 0 0
0 0 p2

1,2 − p1,2



 ,
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R(u2, u3) = [Λ(u2), Λ(u3)] − Λ([u2, u3]) =

[Λ(u2), Λ(u3)] − Λ(u3) =




0 0 0
−p2

1,2 + p1,2 0 0
0 −p2

1,2 + p1,2 0


 ,à òåíçîð êðó÷åíèÿ � ïî �îðìóëàì

T (u1, u2) = Λ(u1)(u2)m − Λ(u2)(u1)m − [u1, u2]m =
(

2p1,2 − 1 0 0
)
,

T (u1, u3) = Λ(u1)(u3)m − Λ(u3)(u1)m − [u1, u3]m =
(

0 2p1,2 − 1 0
)
,

T (u2, u3) = Λ(u2)(u3)m − Λ(u3)(u2)m − [u2, u3]m =
(

0 0 2p1,2 − 1
)
.Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåìÏàðà Òåíçîð êðèâèçíû4.21.11 


0 0−p1,3

0 0 0
0 0 0



,




0 p1,3 p1,3

2

0 0 0
0 0 0



,




2r1,1 0 0

0 p1,3+2r1,1 p1,3
2

0 0 p1,3+2r1,1



3.13.6, µ=0




0 0 −q2,3+2p1,3

0 0 0
0 0 0


 ,




0 −2p1,3+q2,3 −r2,3+p1,3
2

0 0 0
0 0 0


 ,




−2r1,1 0 0

0 q2,3−2r1,1−2p1,3 −4r2,3+q2,3
2

0 0 q2,3−2r1,1−2p1,3



3.13.6, µ=−1




0 0 0
0 0 3p2,3

0 0 0


 ,




p2,3 0 0
0 −2p2,3 0
0 0 p2,3


 ,




0 0 0
3p2,3 0 0

0 0 0


3.19.14 


0 0 −1
0 0 0
0 0 0



 ,




0 −1 0
0 0 0
0 0 0



 ,




0 0 0
0 −1 0
0 0 1



3.21.6 


0 −1 0
0 0 0
0 0 0


 ,




0 0 −1
0 0 0
0 0 0


 ,




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


3.21.7 


0 1 0
0 0 0
0 0 0



 ,




0 0 1
0 0 0
0 0 0



 ,




0 0 0
0 0 1
0 −1 0



3.25.30 


0 0 p1,3

0 0 0
0 0 0


,




0 −p1,3 p1,3
2

0 0 0
0 0 0


,




−2r1,1 0 2q1,3p1,3−3r1,3

0 −p1,3−2r1,1 p1,3
2

0 0 −p1,3−2r1,1


2.8.7 


0 0 0
0 0 −q2,3/2
0 0 0



 ,




−p1,3/2−r1,1 0 −2r1,3+p1,3

2

0 −r2,2 0
0 0 −p1,3/2−r1,1



 ,




0 0 0

−q2,3/2 0 q2,3r1,1+q2,3p1,3−r2,2q2,3

0 0 0
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0 0 −1
0 0 0
0 0 0


 ,




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,




1 0 0
0 −2 0
0 0 2


2.17.27 


0 0 −3q1,3

0 0 p1,3 − 2q2,3

0 0 0



 ,




−p1,3−2r1,1 3q1,3 −4r1,3+p1,3
2+q1,3p2,3

0 −2r1,1−2p1,3+2q2,3 p2,3p1,3+p2,3q2,3−3r2,3

0 0 −p1,3−2r1,1


,




−2q1,3 0 q1,3p1,3 + q1,3q2,3

p1,3 − 2q2,3 q1,3 −r1,3 + q1,3p2,3 + q2,3
2

0 0 q1,3



2.21.4 


0 p1,2
2−p1,2 0

0 0 p1,2
2−p1,2

0 0 0


,




−p1,2
2+p1,2 0 0
0 0 0
0 0 p1,2

2−p1,2


,




0 0 0

−p1,2
2+p1,2 0 0
0 −p1,2

2+p1,2 0



1.1.5 


p1,3q3,1−1 0 0
0 −p3,2q2,3+1 0
0 0 p3,2q2,3−p1,3q3,1


,




0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3

0 0 0
0 p3,2r2,2−r3,3p3,2 0


,




0 0 0
0 0 q2,3r3,3 − r2,2q2,3

q3,1r1,1 − r3,3q3,1 0 0



1.1.7 


p1,3q3,1−1−r1,1 0 0
0 −p3,2q2,3+1−r2,2 0
0 0 p3,2q2,3−p1,3q3,1−r3,3


,




0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3

0 0 0
0 p3,2r2,2−r3,3p3,2 0



,




0 0 0
0 0 q2,3r3,3 − r2,2q2,3

q3,1r1,1 − r3,3q3,1 0 0


1.3.3 


−p1,3p3,2+p2,3p3,1−r1,1 p1,3p3,1+p2,3p3,2−1−r1,2 0

−p2,3p3,2−p1,3p3,1+1+r1,2 −p1,3p3,2+p2,3p3,1−r1,1 0
0 0 −2p2,3p3,1+2p1,3p3,2−r3,3


,




0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

0 0 p2,3r3,3+r1,2p1,3−r1,1p2,3

p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 p3,1r1,2+p3,2r1,1−r3,3p3,2 0


,
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0 0 −p2,3r3,3−r1,2p1,3+r1,1p2,3

0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

−p3,2r1,1−p3,1r1,2+r3,3p3,2 p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 0


1.3.4 


−p1,3p3,2+p2,3p3,1−r1,1 p1,3p3,1+p2,3p3,2+1−r1,2 0
−p2,3p3,2−p1,3p3,1−1+r1,2 −p1,3p3,2+p2,3p3,1−r1,1 0

0 0 −2p2,3p3,1+2p1,3p3,2−r3,3



 ,




0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

0 0 p2,3r3,3+r1,2p1,3−r1,1p2,3

p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 p3,1r1,2+p3,2r1,1−r3,3p3,2 0


 ,




0 0 −p2,3r3,3−r1,2p1,3+r1,1p2,3

0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

−p3,2r1,1−p3,1r1,2+r3,3p3,2 p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 0



1.3.5 


−p1,3p3,2+p2,3p3,1 p1,3p3,1+p2,3p3,2−1 0
−p2,3p3,2−p1,3p3,1+1 −p1,3p3,2+p2,3p3,1 0

0 0 −2p2,3p3,1+2p1,3p3,2


,




0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

0 0 p2,3r3,3+r1,2p1,3−r1,1p2,3

p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 p3,1r1,2+p3,2r1,1−r3,3p3,2 0



,




0 0 −p2,3r3,3−r1,2p1,3+r1,1p2,3

0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

−p3,2r1,1−p3,1r1,2+r3,3p3,2 p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 0


1.3.6 


−p1,3p3,2+p2,3p3,1 p1,3p3,1+p2,3p3,2+1 0

−p2,3p3,2−p1,3p3,1−1 −p1,3p3,2+p2,3p3,1 0
0 0 −2p2,3p3,1+2p1,3p3,2



,




0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

0 0 p2,3r3,3+r1,2p1,3−r1,1p2,3

p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 p3,1r1,2+p3,2r1,1−r3,3p3,2 0


,




0 0 −p2,3r3,3−r1,2p1,3+r1,1p2,3

0 0 p1,3r3,3−r1,1p1,3−r1,2p2,3

−p3,2r1,1−p3,1r1,2+r3,3p3,2 p3,1r1,1−p3,2r1,2−r3,3p3,1 0



1.5.19 


0 −q1,2/2+p1,2q2,2−q1,1p1,2 −q1,3+p1,2q2,3−q1,2p2,3

0 0 p2,3q1,1−q2,2p2,3−q2,3/2
0 0 0


 ,



−p1,2p2,3−p1,3/2−r1,1 −3r1,2/2+p1,2r2,2+p1,3p1,2−r1,1p1,2 A

0 2p1,2p2,3−r2,2 B
0 0 −p1,2p2,3−p1,3/2−r1,1


,

A = −2r1,3 + p1,2r2,3 + p1,3
2 − r1,2p2,3,

B = p2,3r1,1 + 2p2,3p1,3 − r2,2p2,3 − 3r2,3/2,
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−q1,2p2,3− q1,3/2 q1,1r1,2+q1,2r2,2+ q1,2r2,3+q1,3p1,3−r1,2q2,3

+q1,3p1,2−r1,1q1,2−r1,2q2,2

p2,3q1,1−q2,2p2,3−q2,3/2 p1,2q2,3+q1,2p2,3 H
0 q1,1p1,2+q1,2/2−p1,2q2,2 q1,3/2−p1,2q2,3


,

H = q2,2r2,3 + q2,3r1,1 + q2,3p1,3 + p2,3q1,3 − r2,2q2,3 − r2,3q1,11.8.2 


0 p1,2

2 − p1,2 3p1,3p1,2 − p1,3

0 0 p1,2
2 − p1,2

0 0 0



 ,



−p1,2

2+p1,2 q1,2p1,2−p1,3p1,2−q1,2 p1,2q1,3+2p1,3q1,2+p1,3
2−q1,3

0 0 q1,2p1,2+2p1,3p1,2−q1,2−p1,3

0 0 p1,2
2−p1,2


,




−q1,2p1,2−r1,1 −r1,2p1,2+q1,2

2−p1,2q1,3−r1,2 A
−p1,2

2+p1,2 −p1,3p1,2−r1,1−q1,2 B
0 −p1,2

2+p1,2 C



 ,

A =−2p1,2r1,3+3q1,2q1,3+q1,3p1,3−r1,2p1,3−r1,3,

B = q1,2
2+2p1,3q1,2+p1,3

2−r1,2p1,2−r1,2−q1,3,

C = q1,2p1,2+p1,3p1,2−r1,1−2q1,2−p1,3Ïàðà Òåíçîð êðó÷åíèÿ4.21.11 (0, 0, 0), (p1,3 − r1,1, 0, 0) , (0, p1,3 − r1,1, 0)3.13.6, µ = 0 (0, 0, 0), (p1,3 − r1,1, 0, 0) , (0, 2q2,3 − r1,1 − p1,3, 0)3.13.6, µ = −1 (0, 0, 0), (0, 2p2,3, 0) , (0, 0, 0)3.19.14 (0, 0, 0), (0, 0, 0), (q1,3 − r1,2, 0, 0)3.21.6 (0, 0, 0), (0, 0, 0), (2q1,3, 0, 0)3.21.7 (0, 0, 0), (0, 0, 0), (2q1,3, 0, 0)3.25.30 (0, 0, 0), (p1,3 − r1,1, 0, 0) , (2q1,3, p1,3 − r1,1, 0)2.8.7 (0, 0, 0), (p1,3 − r1,1, 0, 0) , (0, q2,3 − r2,2, 0)2.9.12 íóëåâîé2.17.27 (0, 0, 0), (p1,3 − r1,1, 2p2,3, 0) , (2q1,3, 2q2,3 − r1,1 − p1,3, 0)2.21.4 (2p1,2 − 1, 0, 0) , (0, 2p1,2 − 1, 0) , (0, 0, 2p1,2 − 1)1.1.5 (0, 0, p3,2 − q3,1) , (p1,3 − r1,1, 0, 0) , (0, q2,3 − r2,2, 0)1.1.7 (0, 0, p3,2 − q3,1 − 1) , (p1,3 − r1,1, 0, 0) , (0, q2,3 − r2,2, 0)1.3.3 (0, 0, 2p3,2−1) , (p1,3−r1,1, p2,3+r1,2, 0) , (−p2,3−r1,2, p1,3−r1,1, 0)1.3.4 (0,0,2p3,2−1) ,(p1,3−r1,1,p2,3+r1,2,0) ,(−p2,3−r1,2,p1,3−r1,1,0)1.3.5 (0,0,2p3,2) ,(p1,3−r1,1,p2,3+r1,2,0) ,(−p2,3−r1,2,p1,3−r1,1,0)1.3.6 (0, 0, 2p3,2) , (p1,3−r1,1, p2,3+r1,2, 0) , (−p2,3−r1,2, p1,3−r1,1, 0)1.5.19 (p1,2−q1,1,0,0),(p1,3−r1,1,2p2,3,0),(q1,3−r1,2,q2,3−r2,2,q1,1−p1,2)1.8.2 (2p1,2−1,0,0),(p1,3−r1,1,2p1,2−1,0),(q1,3−r1,2,p1,3−r1,1,2p1,2−1)



ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ 65Àëãåáðà Ëè ãðóïïû ãîëîíîìèè èíâàðèàíòíîé ñâÿçíîñòè Λ : ḡ → gl(3, R) íàïàðå ( ḡ, g) � ýòî ïîäàëãåáðà àëãåáðû Ëè gl(3, R) âèäà h∗ = V + [Λ(ḡ), V ] +
+ [Λ(ḡ), [Λ(ḡ), V ]] + . . . , ãäå V � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì
{[Λ(x), Λ(y)] − Λ([x, y])|x, y ∈ ḡ}. Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íàõîäèìÏàðà Àëãåáðà ãîëîíîìèè4.21.11 r1,16=0, p1,3=0




p1 0 0
0 p1 0
0 0 p1





p1,36=0, γ = 2r1,1/p1,3




γp6 p2 p1

0 p5+(1+γ)p6 p3

0 p4 −p5+(1+γ)p6


èíà÷å íóëåâàÿ3.13.6, µ=0 q2,3=2p1,3, r2,3=p2

1,3, r1,16=0




p1 0 0
0 p1 0
0 0 p1




q2,3=2p1,3, r2,36=p2
1,3, r1,16=0




p6 p2 p1

0 p5+p6 p3

0 p4 −p5+p6





q2,3=2p1,3, r2,36=p2
1,3, r1,1=0




0 p2 p1

0 p5 p3

0 p4 −p5




q2,36=2p1,3, r2,3=(q2
2,3+q2

1,3)/4, γ = 2r1,1/(2p1,3 − q2,3)


γp3 p2 p1

0 (γ + 1)p3 0
0 0 (γ + 1)p3




q2,36=2p1,3, r2,36=(q2
2,3+q2

1,3)/4, γ = 2r1,1/(2p1,3 − q2,3)




γp6 p2 p1

0 (γ+1)p6+p5 p3

0 p4 (γ+1)p6−p5


, èíà÷å íóëåâàÿ3.13.6, µ=−1 p2,36=0 sl(3, R)

p2,3=0 íóëåâàÿ3.19.14 


0 p2 p1

0 p3 0
0 0 −p3


3.21.63.21.7 


0 p1 p2

0 0 −p3

0 p3 0






66 Í.Ï. ÌÎÆÅÉ3.25.30 p1,3=r1,3=0, r1,16=0




p1 0 0
0 p1 0
0 0 p1




p1,3=r1,1=0, r1,36=0




0 p1 p2

0 0 0
0 0 0





p1,3=0, r1,36=0, r1,16=0




p1 p2 p3

0 p1 0
0 0 p1




p1,36=0, γ = 2r1,1/p1,3




γp6 p2 p1

0 p4+(1+γ)p6 p3

0 p5 −p4+(1+γ)p6



èíà÷å íóëåâàÿ2.9.12 


p2 0 p1

0 −2p2 0
0 0 2p2



2.21.4 p1,26=0, 1




p3 p1 0
p2 0 p1

0 p2 −p3




p1,2=0, 1 íóëåâàÿÏîëîæèì aḡ ðàâíîé ïîäàëãåáðå â gl(3, R) , ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì {Λ(x);
x ∈ ḡ} . Ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà, åñëè h∗ ñîâïàäàåò ñ aḡ . Îïðåäåëèì, â êàêèõ ñëó÷àÿõñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Äëÿ ïàðû 4.21.11 ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà, åñëè p1,3 =

= −2r1,1 6= 0 , òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè åñòü 


p1 p2 p3

0 p4 p5

0 p6 −p4


 Ïðè p1,3 = 0 àëãåáðàãîëîíîìèè íå áîëåå ÷åì îäíîìåðíà è ñâÿçíîñòü íîðìàëüíîé íå ÿâëÿåòñÿ, ïðè

p1,3 6= −2r1,1 îáðàç Λ(g) íå ëåæèò â àëãåáðå ãîëîíîìèè, ïîýòîìó h∗ 6= aḡ .Ó ïàðû 3.13.6 (µ = 0) ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïðè q2,3 = 2r1,1 + 2p1,3 ,
r1,1 6= 0 , r2,3 6= (q2

2,3 + q2
1,3)/4 , òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè åñòü 


p1 p2 p3

0 p4 p5

0 p6 −p4


 . Ïðè

µ = −1 ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà, åñëè p2,3 6= 0 , àëãåáðà ãîëîíîìèè � ýòî sl(3, R) .Ó ïàð 3.19.14, 3.21.6 è 3.21.7, 2.9.12 ñâÿçíîñòè ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, ó ïàðû2.21.4 ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà, åñëè p1,2 6= 0, 1 , ó ïàðû 3.25.30 ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà,åñëè p1,3 6= 0 (γ = 2r1,1/p1,3 ), àëãåáðû ãîëîíîìèè ïðèâåäåíû â òàáëèöå.Äëÿ ïàðû 2.8.7 ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïðè p1,3 = −2r1,1 , r2,2 6= 0 ,
r1,3 6= 1/2p1,3

2 , q2,3 = 0 , òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè åñòü 


p1 0 p2

0 p3 0
p4 0 −p1


 , ëèáî ïðè

p1,3 = −2r1,1 , r2,2 6= 0 , r1,3 6= 1/2p1,3
2 , q2,3 6= 0 , òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè åñòü


p1 0 p2

p4 p5 p6

p3 0 −p1


 .



ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ 67Äëÿ ïàðû 2.17.27 ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà ïðè q1,3 6= 0 , q2,3 = 2p1,3 + 3r1,1 , òîãäààëãåáðà ãîëîíîìèè � ýòî sl(3, R) , ëèáî ïðè q1,3 6= 0 , q2,3 6= 2p1,33r1,1 � gl(3, R) ,ëèáî ïðè q1,3 = 0 , r1,3 6= p1,3
2/4 , r1,1 = −q2,3 , p1,3 = −2r1,1 � 


p1 0 p2

p3 0 p4

p5 0 −p1


 ,ëèáî ïðè q1,3 = 0 , r1,3 6= p1,3

2/4 , r1,1 6= −q2,3 , p1,3 = −2r1,1 � 


p1 0 p2

p3 0 p4

p5 0 p6


 ,ëèáî ïðè q1,3 = 0 , r1,3 6= p1,3

2/4 , r1,1 + p1,3 − q2,3 6= 0 , γ =
p1,3 + 2r1,1

2r1,1 + 2p1,3 − 2q2,3
�




p5 + γp6 0 p1

p3 p6 p2

p4 0 −p5 + γp6


 .Ó ïàðû 1.1.5 ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà, åñëè

p1,3q3,1=p3,2q2,3, r2,2=−r1,1, r3,3=0,òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè åñòü 


p1 0 p1,3p2

0 −p1 q2,3p3

q3,1p3 p3,2p2 0



;

p1,3=0, q3,1p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r2,2, p3,2q2,3 6= 1/2 èëè r3,3 6= r2,2), 


p1 0 0
p3 p2−p1 p4

p5 p6 −p2


 ;

p1,3=0, q3,1=0, p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r2,2, p3,2q2,3 6= 1/2 èëè r3,3 6= r2,2), 


p1 0 0
0 p2−p1 p3

0 p4 −p2



 ;

p1,3 6= 0, q3,1=0, p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r2,2, p3,2q2,3 6= 1
2 èëè r3,3 6= r2,2), 


p1 p3 p4

0 p2−p1 p5

0 p6 −p2


 ;

p1,3 6= 0, q3,1 6= 0, p3,2=0, q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r1,1, p1,3q3,1 6= 1/2 èëè r3,3 6= r1,1), 


p1 0 p3

p4 p2−p1 p5

p6 0 −p2



 ;

p1,3 6= 0, q3,1 6= 0, p3,2=0, q2,3=0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r1,1, p1,3q3,1 6= 1/2 èëè r3,3 6= r1,1), 


p1 0 p3

0 p2−p1 0
p4 0 −p2


 ;

p1,3 6= 0, q3,1 6= 0, p3,2 6= 0, q2,3=0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r1,1, p1,3q3,1 6= 1/2 èëè r3,3 6= r1,1), 


p1 p3 p4

0 p2−p1 0
p5 p6 −p2



 ;

p1,3q3,1 6= p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1, sl(3, R).Ó ïàðû 1.1.7 ñâÿçíîñòü íîðìàëüíà, åñëè
p1,3q3,1=p3,2q2,3 (r2,2=−r1,1 6= 0 èëè r2,2=−r1,1=0,
p3,2q2,3 6= 1), r3,3=0 (r1,1 6=−1 èëè p1,3q3,1 6= 0),òîãäà àëãåáðà ãîëîíîìèè åñòü 


p1 0 p1,3p2

0 −p1 q2,3p3

q3,1p3 p3,2p2 0


 ;
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p1,3q3,1=p3,2q2,3 6= 0,
r2,2 6=−r1,1, r3,3=

1

2
(r2,2+r1,1), 


p1+r1,1p4 0 p1,3p2

0−p1+r2,2p4 q2,3p3

q3,1p3 p3,2p2

r2,2+r1,1

2
p4


 ;

p1,3=0, q3,1p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r2,2 6= 1/2, p3,2q2,3 6= 1/2 èëè r3,3 6= r2,2, r1,1 6=−1), 


p1 0 0
p3 p2−p1 p4

p5 p6 −p2



 ;

p1,3=0, q3,1=0, p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r2,2 6= 1/2, p3,2q2,3 6= 1/2 èëè r3,3 6= r2,2, r1,1 6=−1), 


p1 0 0
0 p2−p1 p3

0 p4 −p2


 ;

p1,3 6= 0, q3,1=0, p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r2,2 6= 1/2, p3,2q2,3 6= 1/2 èëè r3,3 6= r2,2, r1,1 6=−1), 


p1 p3 p4

0 p2−p1 p5

0 p6 −p2



 ;

p1,3 6= 0, q3,1 6= 0, p3,2=0, q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r1,1 6=−1/2, p1,3q3,1 6= 1/2 èëè r3,3 6= r1,1, r2,2 6= 1), 


p1 0 p3

p4 p2−p1 p5

p6 0 −p2


 ;

p1,3 6= 0, q3,1 6= 0, p3,2=0, q2,3=0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r1,1 6=−1/2, p1,3q3,1 6= 1/2 èëè r3,3 6= r1,1, r2,2 6= 1), 


p1 0 p3

0 p2−p1 0
p4 0 −p2



 ;

p1,3 6= 0, q3,1 6= 0, p3,2 6= 0, q2,3=0, r3,3=−r2,2−r1,1,(r3,3=r1,1 6=−1/2, p1,3q3,1 6= 1/2 èëè r3,3 6= r1,1, r2,2 6= 1), 


p1 p3 p4

0 p2−p1 0
p5 p6 −p2


 ;

p1,3q3,1 6= p3,2q2,3 6= 0, r3,3=−r2,2−r1,1 sl(3, R),
p1,3q3,1 6= p3,2q2,3 6= 0, r3,3 6=−r2,2−r1,1 gl(3, R).Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî äðóãèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ñ íå-ðàçðåøèìîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé è ðàçðåøèìûì ñòàáèëèçàòîðîì íå äîïóñêàþòíîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü.Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó ó÷èòåëþ Êîìðàêîâó ÁîðèñóÏåòðîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.SummaryN.P. Mozhei. Normal Connetions on Three-Dimensional Homogeneous Spaes with a Non-Solvable Transformation Group. II. A Solvable Stabilizer.In this paper we present a omplete loal lassi�ation of three-dimensional homogeneousspaes admitting normal onnetion. We onsider only the ase of a non-solvable Lie groupof transformations with a solvable stabilizer. The loal lassi�ation of homogeneous spaesis equivalent to the desription of e�etive pairs of Lie algebras. We desribe all invariant a�neonnetions on those homogeneous spaes together with their urvature and torsion tensors.We study the holonomy algebras of homogeneous spaes and �nd when the invariant onnetionis normal. We use an algebrai approah for desribing the onnetions as well as methods ofthe theories of Lie groups, Lie algebras and homogeneous spaes.Keywords: normal onnetion, homogeneous spae, transformation group, holonomyalgebra.



ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÍÀ ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕ 69Ëèòåðàòóðà1. Êàðòàí Ý. �èìàíîâà ãåîìåòðèÿ â îðòîãîíàëüíîì ðåïåðå (Ïî ëåêöèÿì Ý. Êàðòàíà,÷èòàííûì â Ñîðáîííå â 1926�1927 ãã.; ïåð., îáð. è ðåä. Ñ.Ï. Ôèíèêîâà). � Ì.: Ìîñê.ãîñ. óí-ò, 1960. � 307 ñ.2. Nomizu K. Uniqueness of the normal onnetions and ongruene of isometri immer-sions // Tohoku Math. J. � 1976. � V. 28, No 1. � P. 613�617.3. Êèì Ñåí Åí, Ìîðîçîâ Â.Â. Îá èìïðèìèòèâíûõ ãðóïïàõ òðåõìåðíîãî êîìïëåêñíîãîïðîñòðàíñòâà // Ó÷eí. çàï. Êàçàí. óí-òà. � 1955. � Ò. 115, êí. 14. � Ñ. 69�85.4. Ìîæåé Í.Ï. Íîðìàëüíûå ñâÿçíîñòè íà òðåõìåðíûõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñíåðàçðåøèìîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé. I. Íåðàçðåøèìûé ñòàáèëèçàòîð // Ó÷åí. çàï.Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì. íàóêè. � 2013. � Ò. 155, êí. 4. � Ñ. 61�76.5. Îíèùèê À.Ë. Òîïîëîãèÿ òðàíçèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. � Ì.: Ôèçìàòëèò,1995. � 384 ñ.6. Komrakov B., Thourioumov A., Mozhey N. et al. Three-dimensional isotropially-faithfulhomogeneous spaes: Vol. 1�3 // Preprint series. Institute of Mathematis. University ofOslo. Pure mathematis. � Oslo: Inst., Univ, 1993. � No 35�37.7. Nomizu K. Invariant a�ne onnetions on homogeneous spaes // Amer. J. Math. �1954. � V. 76, No 1. � P. 33�65. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ11.09.13Ìîæåé Íàòàëüÿ Ïàâëîâíà � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîêòîðàíò,Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã. Êàçàíü, �îññèÿ.E-mail: mozheynatalya�mail.ru


