
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 156, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2014
ÓÄÊ 531.37 Ê ÇÀÄÀ×Å Î ÑÂÎÁÎÄÍÛÕÓ�ËÎÂÛÕ ÄÂÈÆÅÍÈßÕÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀ,ÁËÈÇÊÎ�Î ÏÎ ÔÎ�ÌÅ Ê ØÀ�ÓÂ.Â. Íîâèêîâ, Ë.Í. ÔåâðàëüñêèõÀííîòàöèÿÈçó÷åíû ñâîáîäíûå óãëîâûå äâèæåíèÿ îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà, áëèçêîãî ïî �îðìåê øàðó. Íà ïðèìåðå òåëà ñ ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè �îðìû îò øàðîâîé ñ ýëëèïñîèäàëüíîéè êóáè÷åñêîé ñèììåòðèÿìè ïðîäåìîíñòðèðîâàí ý��åêò ãëîáàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ïîëþñà(ïîëîæåíèÿ îñè óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ â òåëå).Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü, ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå, óïðóãèå äå�îðìàöèè,ýëëèïñîèä èíåðöèè, êâàçèñ�åðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, êóáè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ.Ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèé òâåðäîãî òåëà îáû÷íî ñ÷èòàþò åãî àáñîëþòíî òâåð-äûì, òî åñòü íå ïðèíèìàþò âî âíèìàíèå äå�îðìàöèè, âîçíèêàþùèå ïðè äâèæåíèè.Ñëåäóþùåé ïîñëå àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà áîëåå ñëîæíîé è áîãàòîé äèíàìèêîé ìî-äåëüþ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå âÿçêîóïðóãîå òåëî. Çàäà÷à îá óãëîâûõäâèæåíèÿõ äå�îðìèðóåìîãî òåëà ïîääàåòñÿ àíàëèçó â ñëó÷àå, êîãäà îíî äîñòà-òî÷íî æåñòêî: óïðóãèå êîëåáàíèÿ è äâèæåíèå òåëà êàê öåëîãî èìåþò ðàçëè÷íûåâðåìåííûå ìàñøòàáû, à âíóòðåííÿÿ äèññèïàöèÿ îáåñïå÷èâàåò áûñòðîå çàòóõàíèåêîëåáàíèé [1�3℄. Åå ðåøåíèå îáíàðóæèâàåò íîâûå ý��åêòû â äèíàìèêå òåëà è ïðåä-ñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ îáúÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé äèíàìèêè Çåìëè è èñ-êóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ, ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ãèðîñêîïîâ ñ íåêîíòàêòíûì ïîäâåñîì(ñì., íàïðèìåð, [4�6℄).�àññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå òåëî îáúåìà V , îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S ,ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ îò ñ�åðû. �àçëîæèì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè òåëà S â ðÿä ïîñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì Ylm(θ, ϕ) è îãðàíè÷èìñÿ N ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ:

R(θ, ϕ) = R0

(

1 + δ

N
∑

l=2, |m|≤l

αlmYlm(θ, ϕ)

)

, δ ≪ 1, αlm = (−1)mα∗
lm.Áåç ó÷åòà äå�îðìàöèè òåëà åãî ñâîáîäíûå óãëîâûå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿòåíçîðîì èíåðöèè, êîòîðûé â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3 ñ íà÷àëîìâ öåíòðå èíåðöèè, îðèåíòèðîâàííîé ïî ãëàâíûì îñÿì òåëà, èìååò âèä

Iij = (I0 + ∆i)δij , ∆i ≪ I0,ãäå ∆i � ìàëûå äîáàâêè ê øàðîâîìó òåíçîðó èíåðöèè I0 , îïðåäåëÿåìûå âòîðîéãàðìîíèêîé îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè òåëà îò ñ�åðû.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè â R(θ, ϕ) ñîñòàâëÿþùèõ ñ l = 2 êâàçèøàðïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â äèíàìèêå øàðîâîé âîë÷îê. Ëþáîå ïîëîæåíèå â íåì îñè óñòîé-÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ñî âðåìåíåì.109



110 Â.Â. ÍÎÂÈÊÎÂ, Ë.Í. ÔÅÂ�ÀËÜÑÊÈÕÂ äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âòîðàÿ ãàðìîíèêà ïðèñóòñòâóåò â ðàçëîæå-íèè R(θ, ϕ) . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Ox3 � îñü ñðåäíåãî ïî âåëè÷èíåìîìåíòà èíåðöèè:
∆2 < ∆3 < ∆1.Âðàùåíèÿ âîêðóã îñåé Ox1, Ox2 êîíñåðâàòèâíî óñòîé÷èâû, òî åñòü èì îòâå÷àþòîñîáûå òî÷êè òèïà ¾öåíòð¿. Âðàùåíèå âîêðóã îñè Ox3 íåóñòîé÷èâî. Åìó îòâå÷àåòñåäëîâàÿ òî÷êà. Ó÷òåì ìàëóþ äèññèïàöèþ ýíåðãèè. Âðàùåíèå âîêðóã îñè Ox2 íàè-ìåíüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè íåóñòîé÷èâî, âðàùåíèå âîêðóã îñè Ox1 íàèáîëüøåãîìîìåíòà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Ó÷åò äàæå ìàëûõ óïðóãèõ äå�îðìàöèé òåëà ìîæåò êà÷åñòâåííî èçìåíèòü åãîäèíàìèêó.Ïóñòü â ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå Ox1x2x3 ñìåùåíèå ýëåìåíòà îáúåìà õà-ðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì u(r, t) . Äëÿ äå�îðìèðóåìîãî òåëà âûáîð ñâÿçàííîé ñèñ-òåìû Ox1x2x3 äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèèñ óñëîâèÿìè îòñóòñòâèÿ â íåé ïîñòóïàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé è ïîâîðîòîâ òåëà êàêæåñòêîãî öåëîãî:

∫

V

u dV = 0,

∫

V

[

r, u̇
]

dV = 0. (1)Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåìåíòà òåëà â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è óñëîâèåîòñóòñòâèÿ íàïðÿæåíèé íà åãî ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä:
µ∆u + (λ + µ) graddiv u = ρ

(

ü +
[

ω̇, r + u
]

+
[

ω, [ω, r + u]
]

+ 2
[

ω, u̇
]

) â V, (2)
[λullδij + 2µuij]nj = 0 íà S, i = 1, 2, 3. (3)ãäå µ, λ � ïîñòîÿííûå Ëàìå, ρ � ïëîòíîñòü òåëà, uij � òåíçîð ìàëûõ äå�îðìàöèé,

uij =
1

2

(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

,

n = niei � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S .Ïðè ïåðåõîäå ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è ïàðàìåòðàì â êà÷åñòâå ìàñøòàáîââðåìåíè, äëèíû è ìàññû ïðèìåì t∗ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ äâèæåíèÿ òåëà êàê öåëîãîîòíîñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè, R0 � õàðàêòåðíûé ðàçìåð òåëà è åãî ìàññó M .Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ
κ =

λ

µ
, ε =

ρR2
0

µt2∗
.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü äå�îðìàöèè òåëà ìàëûìè, òî åñòü ÷òî ïàðàìåòðû, õàðàê-òåðèçóþùèå åãî óïðóãèå ñâîéñòâà, � áîëüøèå, íî, â îòëè÷èå îò àáñîëþòíî òâåðäîãîòåëà, êîíå÷íûå âåëè÷èíû. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ε ≪ 1 . Êðîìå òîãî,ñ÷èòàåì, ÷òî âíóòðåííÿÿ äèññèïàöèÿ ýíåðãèè îáåñïå÷èâàåò çàòóõàíèå ñîáñòâåííûõóïðóãèõ êîëåáàíèé òåëà çà âðåìÿ, ìíîãî ìåíüøåå ïåðèîäà åãî âðàùåíèÿ.Ýòî ïîçâîëÿåò â çàäà÷å (1)�(3) ïðåäñòàâèòü âåêòîð ïåðåìåùåíèé â âèäå ðÿäà ïîìàëûì ïàðàìåòðàì ε, δ è îãðàíè÷èòüñÿ â íåì ïåðâûìè ÷ëåíàìè:

u = ε[u0 + δu1].Ïåðåìåùåíèå u0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è î äå�îðìèðîâàíèè øàðà ðà-äèóñà R0

∆u0 + (κ + 1) graddiv u0 =
[

ω, [ω, r]
] â V0, (4)
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[κu0

llδij + 2u0
ij]nj = 0 íà S0, i = 1, 2, 3. (5)Âåêòîð u1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êâàçèñòàòè÷åñêîé çàäà÷è [2℄

∆u1 + (κ + 1) graddiv u1 =
[

ω̇, r
]

+
[

ω, [ω, r]
] â V, (6)

[κu1
llδij + 2u1

ij ]nj = 0 íà S, i = 1, 2, 3. (7)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ u âîñïîëüçóåìñÿ àïïàðàòîì øàðîâûõ âåêòî-ðîâ [2, 7℄, ïðåäñòàâèâ u â ñëåäóþùåì âèäå:
u(r, t) = ε

∑

l,m,ν

(

νf0
lm(r) + δ νf1

lm(r)
)

Y
ν
lm(θ, ϕ),ãäå øàðîâûå âåêòîðû Y

ν
lm îïðåäåëÿòñÿ âûðàæåíèÿìè

Y
+

lm(θ, ϕ) = (l + 1)Ylm(θ, ϕ)er − r gradYlm(θ, ϕ),

Y
−

lm(θ, ϕ) = lYlm(θ, ϕ)er + r gradYlm(θ, ϕ),

Y
0
lm(θ, ϕ) =

[

r, gradYlm(θ, ϕ)
]

.�åøåíèå çàäà÷ (4)�(5), (6)�(7) ïðèâåäåíî â [2℄. Òåíçîð èíåðöèè óïðóãîãî êâà-çèøàðà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä
Iij =

∫

V

[

(x2
k + 2xkuk)δij − (xixj + 2xiuj)

]

dV = I0
ij + ε(I ′ij + δI ′′ij),ãäå òåíçîð I0

ij îòâå÷àåò àáñîëþòíî òâåðäîìó òåëó, òåíçîðû I ′ij , I
′′
ij � ïîïðàâêè, îáó-ñëîâëåííûå óïðóãèìè ñâîéñòâàìè è ÿâëÿþùèåñÿ, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (4)�(5),(6)�(7), êâàäðàòè÷íûìè �óíêöèÿìè êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè. Òåíçîð I ′′ij çàâè-ñèò îò ïàðàìåòðîâ �îðìû òåëà αlm ñ èíäåêñàìè l ≤ 4 . Áîëåå âûñîêèå ãàðìîíèêèñêàçûâàþòñÿ íà êîìïîíåíòàõ òåíçîðà èíåðöèè ïðè ó÷åòå ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãîïîðÿäêà ìàëîñòè.Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ êèíåòè-÷åñêîãî ìîìåíòà K [2℄, êîòîðîå ñëåäóåò èç (1)�(3), è èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

K̇ + [ω,K] = 0, (8)ãäå â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè Ki =
[

I0
ij + ε(I ′ij + δI ′′ij)

]

ωj.Ïîâåäåíèå óïðóãîãî øàðà â ñâîáîäíîì óãëîâîì äâèæåíèè íå îòëè÷àåòñÿ îò äè-íàìèêè àáñîëþòíî òâåðäîãî. Ïîïðàâêè I ′ij , âû÷èñëÿåìûå ïî äå�îðìàöèÿì øàðà,â óðàâíåíèå (8) íå âõîäÿò. Ïðè âðàùåíèè øàð ïðèíèìàåò �îðìó ýëëèïñîèäà âðà-ùåíèÿ, íî äå�îðìàöèè íèêàê íå ñêàçûâàþòñÿ íà åãî óãëîâûõ äâèæåíèÿõ.Èíà÷å îáñòîèò äåëî â ñëó÷àå, êîãäà â îòñóòñòâèå âðàùåíèÿ ïîâåðõíîñòü òåëàíåñ�åðè÷íà. Âòîðàÿ ãàðìîíèêà ñêàçûâàåòñÿ íà åãî äâèæåíèè êàê â ïðèáëèæåíèèàáñîëþòíî òâåðäîãî, òàê è äå�îðìèðóåìîãî òåëà (ñîîòâåòñòâåííî I0
ij , I ′′ij â âûðà-æåíèè äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà Ki ).Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà, óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòèêîòîðîãî èìååò âèä

R(θ, ϕ) = 1 + δ
(

α40Y40(θ, ϕ) + α44

[

Y44(θ, ϕ) + Y4,−4(θ, ϕ)
]

)

.Â îòñóòñòâèå äå�îðìàöèé òåíçîð èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ øàðîâûì:
I0
ij = I0δij , I0 =

2

5
.



112 Â.Â. ÍÎÂÈÊÎÂ, Ë.Í. ÔÅÂ�ÀËÜÑÊÈÕÂû÷èñëåííûå ïî ðåøåíèþ çàäà÷è (4)�(5) ïîïðàâêè ê òåíçîðó èíåðöèè, îòâå÷à-þùèå äå�îðìèðîâàíèþ øàðà, èìåþò âèä
I ′ij =

2

35

[(

−
1

3
(1 − ξ1) + 4ξ2 + 28ξ3

)

(ω2
1 + ω2

2 + ω2
3)δij + (1 − ξ1)ωiωj

]

,

ξ1 =
3κ + 2

2(19κ + 14)
, ξ2 =

1

15(κ + 2)
, ξ3 =

1

15(3κ + 2)
.×åòâåðòàÿ ãàðìîíèêà �îðìû âíîñèò âêëàä â òåíçîð èíåðöèè â âèäå ïîïðàâîê

I ′′11 = Q2

[

(3α40 +
√

70α44)ω2
1 + (α40 −

√
70α44)ω2

2 − 4α40ω
2
3

]

,

I ′′22 = Q2

[

(α40 −
√

70α44)ω2
1 + (3α40 +

√
70α44)ω2

2 − 4α40ω
2
3

]

,

I ′′33 = 4α40Q2

[

− ω2
1 − ω2

2 + 2ω2
3

]

,

I ′′12 = 2Q2(α40 −
√

70α44)ω1ω2,

I ′′13 = −8Q2α40ω1ω3, I ′′23 = −8Q2α40ω2ω3,ãäå
Q2 =

(κ + 1)(35κ + 26)

35
√

π (19κ + 14)2
.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî I ′ij , I ′′ij ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè �óíêöèÿìè êîìïîíåíòóãëîâîé ñêîðîñòè, ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K è ýíåðãèè Eîïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Kp = I0
pqωq + εKpqlmωqωlωm,

E =
1

2
I0
pqωpωq +

3

4
εKpqlmωpωqωlωm,

Kpqlmωpωqωlωm = Q1(ω
2
1 + ω2

2 + ω2
3)

2 + δQ2

[

(3α40 +
√

70α44)(ω
4
1 + ω4

2)+

+ 8α40ω
4
3 + 6(α40 −

√
70α44)ω

2
1ω

2
2 − 24α40(ω

2
1 + ω2

2)ω
2
3

]

,ãäå
Q1 =

4

35

[

1

3
(1 − ξ1) + 2ξ2 + 14ξ3

]

.�îäîãðà� âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ïåðåñå÷å-íèÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîé ïîâåðõíîñòè E = const ñ ñåìåéñòâîì ïîâåðõíîñòåé
4/3E − K

2/2I0 ïðè ðàçëè÷íûõ K
2 , ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé â äàííîì ñëó÷àå êîí-öåíòðè÷åñêèå ñ�åðû.Âðàùåíèþ âîêðóã îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåðøèíû ¾êóáà¿ è öåíòðû ãðàíåé,íà ñ�åðå K

2 = const îòâå÷àþò îñîáûå òî÷êè òèïà ¾öåíòð¿. Âðàùåíèå âîêðóã îñåé,íàïðàâëåííûõ íà ñåðåäèíû ðåáåð, íåóñòîé÷èâî. Åìó îòâå÷àþò ñåäëîâûå òî÷êè.Ïóñòü α40 = −1, α44 = −
√

5/14. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè òåëà èìååò âèä
R(θ, ϕ) = 1 − δ

3

16
√

π

(

3 + 35 cos4 θ + 30 cos2 θ + 5 sin4 θ cos 4ϕ
)

.Ïîïðàâêà ê âûðàæåíèþ äëÿ ýíåðãèè òåëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
Kpqlmωpωqωlωm = Q1

(

ω2
1 + ω2

2 + ω2
3

)2
+

+ δQ2

[

−
(

ω4
1 + ω4

2 + ω4
3

)

+ 3
(

ω2
1ω

2
2ω

2
1ω

2
3 + ω2

2ω
2
3

)

]

.
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�èñ. 1. Îðèåíòàöèÿ ýëëèïñîèäà èíåðöèè íåäå�îðìèðîâàííîãî òåëàÎòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ ïðè �èêñèðîâàííîì êèíåòè÷åñêîì ìîìåíòå èìååòìàêñèìóì ïðè âðàùåíèè òåëà âîêðóã îñåé, íàïðàâëåííûõ íà öåíòðû ãðàíåé. Ìè-íèìóì ýíåðãèè îòâå÷àåò îðèåíòàöèè âåêòîðà ω íà âåðøèíû ¾êóáà¿.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äèññèïàöèþ ýíåðãèè (ïóñòü äàæå î÷åíü ìàëóþ), çàêëþ-÷àåì, ÷òî âðàùåíèå âîêðóã îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû¾êóáà¿, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ íà öåí-òðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé ¾êóáà¿ íåóñòîé÷èâî (ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâûå èíåóñòîé÷èâûå �îêóñû íà ïîâåðõíîñòè K
2 = const).Ý��åêò ãëîáàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â òåëå îñè óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî âðà-ùåíèÿ ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå òåëà, îòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî îòñ�åðû õàðàêòåðèçóåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíîñòüþ è óêàçàííûìè ãàðìîíèêàìè ñ l = 4 .Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì ïàðàìåòðû α2i íàñòîëüêî ìåíüøèìè, ÷åì α4i , ÷òî ïðèâðàùåíèè òåëà îñíîâíîé âêëàä â åãî äå�îðìàöèè ñâÿçàí ñ ÷åòâåðòîé ãàðìîíèêîé�îðìû.Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ óãëîâîé ñêîðîñòè äèíàìèêó òåëà îïðåäåëÿ-åò ¾êóáè÷íîñòü¿ �îðìû, à ïðè ìàëûõ ω , êîãäà âëèÿíèå äå�îðìàöèé íåñóùåñòâåí-íî, äâèæåíèå òåëà îáóñëîâëèâàåò åãî ýëëèïñîèäàëüíîñòü â íåäå�îðìèðîâàííîìñîñòîÿíèè.Îðèåíòèðóåì ýëëèïñîèä èíåðöèè íåäå�îðìèðîâàííîãî òåëà ñîãëàñíî ðèñ. 1.Âûáåðåì ñèñòåìó ãëàâíûõ îñåé Ox1x2x3 òàê, ÷òîáû îñü Ox3 ïðîõîäèëà ÷åðåç ãëàâ-íóþ äèàãîíàëü ¾êóáà¿. Â ñèñòåìå Ox1x2x3 òåíçîð èíåðöèè íåäå�îðìèðîâàííîãîêâàçèøàðà ïðèìåò âèä

I0
ij = (I0 + ∆i)δij , ∆i ≪ I0.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ox3 � îñü ñðåäíåãî ïî âåëè÷èíå ìîìåíòà èíåðöèè

∆2 < ∆3 < ∆1.Ïðèâåäåì òåëî â áûñòðîå âðàùåíèå âîêðóã îñè Ox3 è áóäåì ðàññìàòðèâàòüìàëûå âîçìóùåíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ.



114 Â.Â. ÍÎÂÈÊÎÂ, Ë.Í. ÔÅÂ�ÀËÜÑÊÈÕ

�èñ. 2. �îäîãðà� K íà ñ�åðå K
2

= constïðè ω ≫ Ω1

�èñ. 3. �îäîãðà� K íà ñ�åðå K
2

= constïðè ω = Ω1 + ∆ω , 0 < ∆ω ≪ 1Ïåðåìåùåíèå â òåëå îñè óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ áóäåì îïèñûâàòüãåîìåòðè÷åñêè, èçîáðàæàÿ ãîäîãðà� âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà K íà ñ�åðå
K

2 = const .Ïðè áîëüøîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êà÷åñòâî äèíàìèêè òåëà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åò-âåðòîé ãàðìîíèêîé �îðìû (ðèñ. 2). Ñ óìåíüøåíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè îáëàñòüïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî âðàùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ (ðèñ. 3). Ïðèìûêàþùàÿ ê íåéÿ÷åéêà, îãðàíè÷èâàþùàÿ íåóñòîé÷èâûé �îêóñ, ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó ïîëîæåíèÿóñòîé÷èâîãî âðàùåíèÿ. Òàê æå âåäåò ñåáÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà, èçíà÷àëüíî íàõîäèâ-øàÿñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ. Ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî âðàùåíèÿ âìå-ñòå ñ ñåäëîâîé òî÷êîé ñî âðåìåíåì ¾ïîâîðà÷èâàþòñÿ¿ â ïëîñêîñòè Ox2x3 , èëëþ-ñòðèðóÿ òåì ñàìûì ïåðåðàñïðåäåëåíèå âëèÿíèÿ íà äèíàìèêó òåëà ¾êóáè÷íîñòè¿è ýëëèïñîèäàëüíîñòè åãî �îðìû. Ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè óãëîâîéñêîðîñòè Ω1 ïðèìûêàþùàÿ ê îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ÿ÷åéêà èñ÷åçàåò. Åå ãðàíèöà¾ñõëîïûâàåòñÿ¿ â îòðåçîê, ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòüþ òðàåêòîðèè, îêðóæàþùåé îñü íàè-ìåíüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè Ox2 . Ìåñòî îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ çàïîëíÿþò òðàåêòî-ðèè, îõâàòûâàþùèå Ox2 (ðèñ. 4). Ïðè äàëüíåéøåì çàìåäëåíèè âðàùåíèÿ ñåäëîáóäåò äâèãàòüñÿ ê ïîëîæåíèþ îñè Ox3 . Óìåíüøåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè äî íåêîòî-ðîãî çíà÷åíèÿ Ω2 ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ íåóñòîé÷èâûõ �îêóñîâ, çàêëþ÷åííûõ âïåòëÿõ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâîé òî÷êè â ïîëîæåíèè îñè íàèáîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè
Ox1 , è ðîæäåíèþ â îêðåñòíîñòè ýòîé îñè óñòîé÷èâîãî �îêóñà. Ñ ýòîãî ìîìåíòàýëëèïñîèä èíåðöèè òåëà â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòêà÷åñòâî åãî äèíàìèêè (ðèñ. 5).Ïóñòü òåëî ñîâåðøàåò óãëîâûå äâèæåíèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè îñè Ox3 . Ó÷òåììàëóþ âíóòðåííþþ äèññèïàöèþ ýíåðãèè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòüòàêîâà, ÷òî ¾êóáè÷íîñòü¿ ïîâåðõíîñòè òåëà îïðåäåëÿåò åãî äèíàìèêó. Ñî âðåìåíåìäèññèïàöèÿ ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ äâèæåíèé îñè âðàùåíèÿ â òåëå è ïåðåõîäó åå âóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå. Ïðè ýòîì êà÷åñòâî äèíàìèêè òåëà íå ìåíÿåòñÿ.Èíà÷å îáñòîèò äåëî, åñëè èìååòñÿ âíåøíåå ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ. Ïîä äåé-ñòâèåì âíåøíåãî ìîìåíòà âðàùåíèå òåëà çàìåäëÿåòñÿ, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ óñòîé-÷èâîãî âðàùåíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè óãëîâîéñêîðîñòè Ω1 îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ èñ÷åçàåò, à îñü âðàùåíèÿ ïîïàäàåò â ÿ÷åéêóíåóñòîé÷èâîãî �îêóñà, îòäåëåííóþ ñåïåðàòðèñàìè ñåäëîâîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿê ïîëîæåíèþ îñè Ox3 . Ïðè äîñòàòî÷íîé áëèçîñòè îñè âðàùåíèÿ ê ñåïàðàòðèñàì
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�èñ. 4. �îäîãðà� K íà ñ�åðå K
2

= constïðè Ω2 < ω < Ω1

�èñ. 5. �îäîãðà� K íà ñ�åðå K
2

= constïðè ω < Ω2ñåäëà äàæå ìàëîå âîçìóùåíèå ñïîñîáíî ïåðåâåñòè îñü â íîâóþ îáëàñòü óñòîé÷è-âîãî âðàùåíèÿ. Ïîñëå ïîïàäàíèÿ â ýòó îáëàñòü äî íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíèîñü âðàùåíèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ïåòëÿì ñåïàðàòðèñ ñåäëîâîé òî÷êè â ïîëîæåíèèîñè íàèáîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè Ox1 . Óìåíüøåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè äî çíà÷å-íèÿ Ω2 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ýòîì ïîëîæåíèè íîâîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ.Ñ ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìóì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðàññìàòðèâà-åìîé çàäà÷å ñäâèãàåòñÿ îò Ox3 � èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ îñè âðàùåíèÿ � ê îñè Ox1íàèáîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè òåëà â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Â èòîãå ïî-ëîæåíèå îñè óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî âðàùåíèÿ â òåëå ïåðåìåñòèòñÿ îò Ox3 ê
Ox1 . Â èíåðöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå òàêîå ÿâëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò òåëàíà óãîë π/2 . Ïðîöåññ ñìåíû ïîëîæåíèÿ â òåëå îñåé óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî âðà-ùåíèÿ (ñìåíû ïîëîæåíèÿ ïîëþñà) èìååò ñóùåñòâåííî ìåíüøèé ìàñøòàá âðåìåíè,÷åì óìåíüøåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ïðè âðàùåíèè òåëà âáëèçè òàêîãî íàïðàâëåíèÿ.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç âîçìîæíûõ ìåõà-íèçìîâ ãëîáàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ïîëþñîâ Çåìëè, íàáëþäàâøåãîñÿ â åå èñòîðèè.Àâòîðû áëàãîäàðíû �.�. Äåíèñîâó çà ïîñòîÿííûé èíòåðåñ ê ðàáîòå è ïîëåçíûåçàìå÷àíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêò � 12-01-00314). SummaryV.V. Novikov, L.N. Fevralskikh. On the Problem of Free Angular Motions of a DeformableSolid Body with a Shape Similar to a Sphere.In this paper we study free angular motions of a homogeneous elasti
 body with a shapesimilar to a sphere. We demonstrate the e�e
t of global displa
ement of the pole (positionof the stable steady rotation axis in the body) based on the example of a body with smalldeviations of its shape from a sphere and with ellipsoidal and 
ubi
 symmetry.Keywords: stability, steady rotation, elasti
 deformations, inertia ellipsoid, quasi-spheri
alsurfa
e, 
ubi
 symmetry.
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