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ÓÄÊ 519.718Î ÏÎËÍÛÕ Ï�ÎÂÅ�ßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÀÕÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÑËÈÏÀÍÈÉÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ Â ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈßÕÈ.À. Êóçíåöîâ, Ä.Ñ. �îìàíîâÀííîòàöèÿÏîä ëîêàëüíûì k -êðàòíûì ñëèïàíèåì ïåðåìåííûõ â áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) ïîíè-ìàåòñÿ �óíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè âìåñòî êàæäîé èç êàêèõ-òî kïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè f ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé �óíêöèè îò ýòèõ ïå-ðåìåííûõ (2 ≤ k ≤ n). Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïîëíûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû îòíîñèòåëüíîëîêàëüíûõ k -êðàòíûõ ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ â áóëåâûõ �óíêöèÿõ f(x̃n) . Ïðè ýòîì óñòà-íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè n → ∞ , (n − k) → ∞ , k → ∞ àñèìïòîòèêà �óíêöèè Øåííîíàäëèíû òàêîãî òåñòà èìååò âèä 2k−1(n − k + 2) . Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n →

→ ∞ , (n− k) → ∞ , γ(n, k) → ∞ , γ(n, k) = o(log
2
(n− k)) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íàáîðîâìîùíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé ⌈

log
4/3

(n − k + 1) + γ(n, k)
⌉ , ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì ïðîâåðÿ-þùèì òåñòîì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ k -êðàòíûõ ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ äëÿ ïî÷òè âñåõáóëåâûõ �óíêöèé f(x̃n) . Â ðàáîòå òàêæå ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè n → ∞ , 2 ≤ k ≤ n , (n−k) →

→ ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé f(x̃n) äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãîòåñòà îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ k -êðàòíûõ ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò 3.Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâà �óíêöèÿ, òåñò äëÿ âõîäîâ ñõåì, ëîêàëüíîå ñëèïàíèå ïåðå-ìåííûõ. ÂâåäåíèåÏóñòü n , k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà (1 ≤ k ≤ n), f(x̃n) � áóëåâà �óíêöèÿ è Φ(ỹk) =

= {ϕi(ỹ
k) | i = 1, . . . , 22k

} � ñèñòåìà âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíî íåðàâíûõ áóëåâûõ�óíêöèé k ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ = Ψn,k,f,Φ(x̃n) ñèñòåìó �óíêöèé, âêîòîðóþ âõîäèò �óíêöèÿ f(x̃n) è âñåâîçìîæíûå �óíêöèè ψj,i(x̃
n) âèäà ψj,i(x̃

n) =
= f(x1, . . . , xj−1, ϕi(xj , xj+1, . . . , xj+k−1), . . . , ϕi(xj , xj+1, . . . , xj+k−1)︸ ︷︷ ︸

k ðàç , xj+k, . . . , xn),ãäå 1 ≤ j ≤ n − k + 1 , i ∈ {1, . . . , 22k

} . ßñíî, ÷òî |Ψ| = 22k

(n − k + 1) + 1 .Ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðî-âåðÿþùèì òåñòîì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ k -êðàòíûõ ñëèïàíèé ïåðåìåííûõáóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ íå ðàâíàÿ f(x̃n) �óíê-öèÿ èç Ψ îòëè÷àåòñÿ îò f íà ìíîæåñòâå T . ×èñëî íàáîðîâ â òåñòå T íàçûâàåòñÿåãî äëèíîé è îáîçíà÷àåòñÿ l(T ) . Òåñò ìèíèìàëüíîé äëèíû íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-íûì. Äëèíó ìèíèìàëüíîãî ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ
k -êðàòíûõ ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Lk(f(x̃n)) . Ââåäåì �óíêöèþ Øåííîíà äëèíû ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà îòíî-ñèòåëüíî ëîêàëüíûõ k -êðàòíûõ ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ áóëåâîé �óíêöèè: Lk(n) =
= max

f(x̃n)
Lk(f(x̃n)).�àíåå ðÿäîì àâòîðîâ èçó÷àëèñü íåêîòîðûå áëèçêèå ê ðàññìàòðèâàåìûì â äàí-íîé ðàáîòå òåñòû ïðè íåèñïðàâíîñòÿõ ïåðåìåííûõ â áóëåâûõ �óíêöèÿõ n ïåðå-ìåííûõ (òàê íàçûâàåìûå òåñòû äëÿ âõîäîâ ñõåì). Ñëåäóåò îòìåòèòü öèêë ðàáîò



Î Ï�ÎÂÅ�ßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÀÕ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÑËÈÏÀÍÈÉ 91Â.Í. Íîñêîâà [1�4℄, ñòàòüþ Í.Í. Íóðìååâà [5℄ è ïðåïðèíò �.�. Ïîãîñÿíà [6℄. Áûëèóñòàíîâëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé Øåííîíà äëèí òåñòîâ ñëåäóþùèõ òèïîâ:ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà ïðè êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ñõåì [2℄è åäèíè÷íîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà ïðè êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõñõåì [3℄, ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà ïðè äèçúþíêòèâíûõ ñëèïàíèÿõ ïåðåìåííûõè ïðîâåðÿþùåãî òåñòà ïðè äèçúþíêòèâíûõ ñëèïàíèÿõ ïåðåìåííûõ êðàòíîñòè íåáîëåå k [6℄, åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà ïðè èíâåðñèÿõ íà âõîäàõ ñõåì [6℄. Ñòî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû 1 íàéäåíà �óíêöèÿ Øåííîíà äëèíû ïîëíîãîïðîâåðÿþùåãî òåñòà ïðè èíâåðñèÿõ íà âõîäàõ ñõåì [6℄. Â [1℄ óñòàíîâëåíû àñèìï-òîòèêà ëîãàðè�ìà �óíêöèè Øåííîíà äëèíû äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà îòíîñèòåëüíîêîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé êðàòíîñòè íå áîëåå k íà âõîäàõ ñõåì (ïðè n→ ∞ , k =
= o(n)) è ïîðÿäîê ëîãàðè�ìà �óíêöèè Øåííîíà äëèíû ïîëíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãîòåñòà îòíîñèòåëüíî êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé. Â [3℄ äîêàçàíà ëîãàðè�ìè÷íîñòüïî n äëèíû ìèíèìàëüíîãî åäèíè÷íîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà îòíîñèòåëüíî êîí-ñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòåé íà âõîäàõ äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé n ïåðåìåí-íûõ. Â [2℄ äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé ïðè êîíñòàíòíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íàâõîäàõ ñõåì äîêàçàíû ëèíåéíîñòü äëèíû ìèíèìàëüíîãî ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî òå-ñòà è ðàâåíñòâî òðåì äëèíû ìèíèìàëüíîãî åäèíè÷íîãî ïðîâåðÿþùåãî òåñòà. Â [4, 5℄ðàññìîòðåíû êëàññû ïðîèçâîëüíûõ íåèñïðàâíîñòåé, ïðåîáðàçóþùèõ èí�îðìàöèþíà íå áîëåå ÷åì k âõîäàõ, è áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé
n ïåðåìåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì k ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíûé äèàãíîñòè÷åñêèé òåñòëîãàðè�ìè÷åñêîé ïî n äëèíû [4℄ è ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ìíîæåñòâà íàáî-ðîâ íåêîòîðîé ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïî n ìîùíîñòè ïðè ïîñòîÿííîì k ýòî ìíîæåñòâîïî÷òè âñåãäà îáðàçóåò äèàãíîñòè÷åñêèé òåñò [5℄.1. Ïîâåäåíèå �óíêöèè Øåííîíà Lk(n)Âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ïîâåäåíèè �óíêöèè Øåííîíà Lk(n) .Òåîðåìà 1. Ïóñòü n, k ∈ N , 2 ≤ k ≤ n . Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

2k−1(n− k + 2) ≤ Lk(n) ≤ (2k−1 + 1) · (n− k + 1) + 2k

⌈
n− k + 1

k

⌉
.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàáëèöó ðàçìåðàìè 2k × 22k , ñîñòîÿùóþ èç ñòîëáöîâ çíà-÷åíèé âñåõ �óíêöèé èç Φ(ỹk) , îáîçíà÷èì ÷åðåç M(Φ(ỹk)) , à îòðèöàíèå (ïîýëå-ìåíòíîå) ýòîé òàáëèöû � ÷åðåç M(Φ̄(ỹk)) . Çà�èêñèðóåì ÷èñëî j (1 ≤ j ≤ n −

− k + 1). �àññìîòðèì òàáëèöó íåèñïðàâíîñòåé, ïîñòðîåííóþ äëÿ ïðîèçâîëüíîéáóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) íà âñåõ (ñëåäóþùèõ â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå) íà-áîðàõ ïîäêóáà Bα̃,β̃
(k,j) = (α̃j−1, 2̃k, β̃n−j−k+1) , ãäå äâîéêà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîåçíà÷åíèå ïåðåìåííîé, à α̃j−1 è β̃n−j−k+1 � áóëåâû âåêòîðû. Âåêòîð çíà÷åíèé�óíêöèè f ′(x̃n) íà ïîäêóáå Bα̃,β̃

(k,j) îáîçíà÷èì ÷åðåç f ′[Bα̃,β̃
(k,j)] . Çàìåòèì, ÷òî åñ-ëè f(α̃j−1, 0̃k, β̃n−j−k+1) = f(α̃j−1, 1̃k, β̃n−j−k+1) = σ , òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè

ψj,i(x̃
n) âåêòîð ψj,i[B

α̃,β̃
(k,j)] ðàâåí (σ̃2k

) = (σ, . . . , σ) . Ïðè ýòîì åñëè ñóùåñòâó-åò òàêîé áóëåâ íàáîð δ̃k , ÷òî f(α̃j−1, δ̃k, β̃n−j−k+1) 6= σ , òî ýòîò íàáîð ïðîâå-ðÿåò âñå �óíêöèè íåèñïðàâíîñòåé ψj,1(x̃
n), . . . , ψj,22k (x̃n) . Â ýòîì ñëó÷àå òðîéêóíàáîðîâ (α̃j−1, 0̃k, β̃n−j−k+1), (α̃j−1, 1̃k, β̃n−j−k+1), (α̃j−1, δ̃k, β̃n−j−k+1) òàêóþ, ÷òî

f(α̃j−1, 0̃k, β̃n−j−k+1) = f(α̃j−1, 1̃k, β̃n−j−k+1) 6= f(α̃j−1, δ̃k, β̃n−j−k+1) íàçîâåì çà-ìå÷àòåëüíîé òðîéêîé äëÿ xj , à íàáîð (α̃j−1, δ̃k, β̃n−j−k+1) � îñîáûì íàáîðîìäëÿ xj . Åñëè f(α̃j−1, 0̃k, β̃n−j−k+1) = 0 , f(α̃j−1, 1̃k, β̃n−j−k+1) = 1 , òî �ðàã-ìåíò òàáëèöû íåèñïðàâíîñòåé, ñâÿçàííûé ñ ïðîâåðêîé ïåðåìåííûõ xj , . . . , xj+k−1 ,
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(k,j) èìååò âèä M(Φ(ỹk)) . Åñëè æå f(α̃j−1, 0̃k, β̃n−j−k+1) = 1 ,

f(α̃j−1, 1̃k, β̃n−j−k+1) = 0 , òî �ðàãìåíò òàáëèöû íåèñïðàâíîñòåé, ñâÿçàííûé ñïðîâåðêîé ïåðåìåííûõ xj , . . . , xj+k−1 , íà ïîäêóáå Bα̃,β̃
(k,j) èìååò âèä M(Φ̄(ỹk)) .ßñíî, ÷òî â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðîâåðêè âñåõ �óíêöèé íåèñïðàâíî-ñòåé ψj,1(x̃

n), . . . , ψj,22k (x̃n) äîñòàòî÷íî âçÿòü âñå íàáîðû ïîäêóáà Bα̃,β̃
(k,j) è åùå îäèííåêîòîðûé íàáîð.Äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè. Ïóñòü f(x̃n) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíê-öèÿ. Ïîä ïðîâåðêîé ïåðåìåííîé xj áóäåì ïîíèìàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâàíàáîðîâ, îáíàðóæèâàþùèõ âñåâîçìîæíûå ñëèïàíèÿ ïåðåìåííûõ xj , . . . , xj+k−1 .Îðãàíèçóåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òåñòà äëÿ f(x̃n) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåìïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü ìíîæåñòâà íàáîðîâ, ïðîâåðÿþùèõ ñíà÷àëà ïåðåìåííóþ

xn−k+1 , çàòåì ïåðåìåííóþ xn−k , çàòåì xn−k−1 è ò. ä., íàêîíåö ïåðåìåííóþ x1 .Ïðîâåðêó êàæäîé ïåðåìåííîé áóäåì íàçûâàòü øàãîì.Îäíîé èç òèïè÷íûõ ñèòóàöèé áóäåò èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïðîâåðêè ïåðåìåííîé
xj âñåõ 2k íàáîðîâ íåêîòîðîãî ïîäêóáà Bα̃,β̃

(k,j) è åùå îäíîãî íàáîðà. Ïðè ýòîì ïîäíàñëåäîâàíèåì áóäåò ïîíèìàòüñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà äëÿ ïðîâåðêè xj−1 èñïîëüçóåòñÿïîëîâèíà íàáîðîâ âûáðàííîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå ïîäêóáà Bα̃,β̃
(k,j) (âõîäÿùàÿ âíåêîòîðûé ïîäêóá Bα̃′,β̃′

(k,j−1) ).Äîãîâîðèìñÿ î íåêîòîðûõ òåðìèíàõ, ñâÿçàííûõ ñ êëàññè�èêàöèåé âåêòîðîâ
f [Bα̃,β̃

(k,j)] = (ξ1, . . . , ξ2k) . Åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà îäèíàêîâû, íàçîâåì âåê-òîð êîíñòàíòíûì. Åñëè âåêòîð ïîðîæäàåò çàìå÷àòåëüíóþ òðîéêó ïî xj , íàçîâåìåãî çàìå÷àòåëüíûì. Åñëè â âåêòîðå íàéäóòñÿ äâå íå ðàâíûå äðóã äðóãó êîìïî-íåíòû, îòñòîÿùèå îäíà îò äðóãîé íà ðàññòîÿíèè 2k−1 , òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîéïàðå êîìïîíåíò âõîäíûå íàáîðû �óíêöèè f íàçîâåì ïåðñïåêòèâíîé ïàðîé. Åñ-ëè ïðè ýòîì â âåêòîðå ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòû íå ðàâíû äðóã äðóãó, òîâåêòîð íàçîâåì ïåðñïåêòèâíûì. Îñòàëüíûå âåêòîðû f [Bα̃,β̃
(k,j)] , â êîòîðûõ ïåðâàÿè ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòû íå ðàâíû äðóã äðóãó, íàçîâåì áåñïåðñïåêòèâíûìè (ÿñíî,÷òî ïåðâàÿ ïîëîâèíà áåñïåðñïåêòèâíîãî âåêòîðà ðàâíà âòîðîé åãî ïîëîâèíå).Äâà ïîäêóáà Bα̃′,β̃

(k,j) è Bα̃′′,β̃
(k,j) (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðà f [Bα̃′,β̃

(k,j)] è
f [Bα̃′′,β̃

(k,j) ]) íàçîâåì ñîñåäíèìè, åñëè íàáîðû α̃′ è α̃′′ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñëåäíèìèêîìïîíåíòàìè.Îïèøåì î÷åðåäíîé øàã ïîñòðîåíèÿ òåñòà, ñâÿçàííûé ñ ïðîâåðêîé xj , ðàññìàò-ðèâàÿ ðàçëè÷íûå ñëó÷àè.1. Åñëè äëÿ äàííîé ïåðåìåííîé ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíàÿ òðîéêà, òî åå îñîáûéíàáîð ïðîâåðÿåò äàííóþ ïåðåìåííóþ; âêëþ÷èì åãî â òåñò, ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìóøàãó.2. Åñëè çàìå÷àòåëüíûõ òðîåê íåò, íî åñòü ïåðñïåêòèâíàÿ ïàðà íàáîðîâ, òîðàññìîòðèì k ïîäêóáîâ ðàçìåðíîñòè k , ñîäåðæàùèõ ýòó ïàðó íàáîðîâ: Bα̃,β̃
(k,j) ,

Bα̃(2),β̃(2)

(k,j−1) , . . . , Bα̃(k),β̃(k)

(k,j−k+1) (ïîëîâèíà íàáîðîâ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ïîäêóáà ñîäåð-æèòñÿ â ïðåäûäóùåì). Êàæäûé èç ýòèõ ïîäêóáîâ èìååò íåêîíñòàíòíûé âåêòîð.Ìîæíî çàâåðøèòü k øàãîâ ïîñòðîåíèÿ òåñòà, âêëþ÷èâ â òåñò âñå íàáîðû ýòèõêóáîâ è åùå k íàáîðîâ. Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå áóäåò, î÷åâèäíî, èìåòü ìåñòîíàñëåäîâàíèå, è îáùåå ÷èñëî âêëþ÷åííûõ â òåñò íàáîðîâ íå ïðåâçîéäåò âåëè÷èíû
2k−1(k + 1) + k .3. Åñëè âñå ïîäêóáû Bα̃,β̃

(k,j) èìåþò êîíñòàíòíûå âåêòîðû çíà÷åíèé, òî ëþáîé íà-áîð íå ïîçâîëèò îáíàðóæèòü íèêàêîå ñëèïàíèå ïåðåìåííûõ xj , . . . , xj+k−1 . Â òåñòäîáàâèòü íå÷åãî, øàã çàâåðøåí.



Î Ï�ÎÂÅ�ßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÀÕ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÑËÈÏÀÍÈÉ 934. �àññìîòðèì, íàêîíåö, ñèòóàöèþ, êîãäà ñðåäè âåêòîðîâ f [Bα̃,β̃
(k,j)] âñòðå÷àþòñÿëèøü êîíñòàíòíûå è áåñïåðñïåêòèâíûå âåêòîðû, íî íå îäíè òîëüêî êîíñòàíòíûå.4.1. Ïóñòü ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ f [Bα̃,β̃

(k,j)] íàéäóòñÿ äâà ñîñåäíèõ ðàçëè÷íûõ áåñ-ïåðñïåêòèâíûõ âåêòîðà ëèáî ñîñåäíèå � áåñïåðñïåêòèâíûé è êîíñòàíòíûé âåêòîðû.Òîãäà íà äàííîì øàãå âêëþ÷èì â òåñò âñå âõîäíûå íàáîðû äëÿ áåñïåðñïåêòèâíîãîâåêòîðà è åùå îäèí íàáîð, à íà ñëåäóþùåì øàãå îäèí èç âåêòîðîâ çíà÷åíèé, êîòî-ðûé ¾ïîêðûâàåòñÿ¿ äàííûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè, áóäåò ëèáî çàìå÷àòåëüíûì (òîãäàçà 2 øàãà â òåñò áóäåò âêëþ÷åíî 2k + 2 íàáîðîâ), ëèáî ïåðñïåêòèâíûì, ïðè÷åì âäàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü ìåñòî íàñëåäîâàíèå, è ïî àíàëîãèè ñ ï. 2 ìîæíî ïðî-âåñòè åùå k øàãîâ ñ íàñëåäîâàíèåì; îáùåå ÷èñëî âêëþ÷åííûõ â òåñò íà âñåõ ýòèõ
(k + 1) øàãàõ íàáîðîâ ñîñòàâèò íå áîëåå ÷åì 2k−1(k + 2) + k + 1 .4.2. Ïóñòü òåïåðü ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ f [Bα̃,β̃

(k,j)] åñòü äâà ñîñåäíèõ ðàçëè÷íûõêîíñòàíòíûõ âåêòîðà è âñòðå÷àþòñÿ îäèíàêîâûå ñîñåäíèå áåñïåðñïåêòèâíûå âåê-òîðû. Òîãäà íà äàííîì øàãå âêëþ÷èì â òåñò âñå âõîäíûå íàáîðû äëÿ íåêîòîðîãîáåñïåðñïåêòèâíîãî âåêòîðà è åùå îäèí íàáîð, à íà ñëåäóþùåì øàãå ëþáîé èç âåê-òîðîâ, ¾ïîêðûâàåìûõ¿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñîñåäíèìè êîíñòàíòíûìè âåêòîðàìè,áóäåò ïåðñïåêòèâíûì, è ïî àíàëîãèè ñ ï. 2 ìîæíî ïðîâåñòè åùå k øàãîâ ñ íà-ñëåäîâàíèåì; îáùåå ÷èñëî âêëþ÷åííûõ â òåñò íà âñåõ ýòèõ (k + 1) øàãàõ íàáîðîâñîñòàâèò íå áîëåå ÷åì 2k−1(k + 3) + k + 1 .4.3. Ïóñòü ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ f [Bα̃,β̃
(k,j)] åñòü òîëüêî ëèáî ñîñåäíèå ðàâíûå áåñ-ïåðñïåêòèâíûå âåêòîðû (õîòÿ áû îäíà ïàðà), ëèáî ñîñåäíèå ðàâíûå êîíñòàíòíûåâåêòîðû. Â ýòîì ñëó÷àå îðãàíèçóåì íàñëåäîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì áåñïåðñïåêòèâ-íûõ âåêòîðîâ ñîñåäíèõ êóáîâ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ¾ñêëåéêå¿ ñîñåäíèõ îäèíàêîâûõáåñïåðñïåêòèâíûõ âåêòîðîâ íà ñëåäóþùåì øàãå âîçíèêàþò ëèáî êîíñòàíòíûå, ëèáîáåñïåðñïåêòèâíûå âåêòîðû.4.3.1. Åñëè âñå âåêòîðû f [Bα̃,β̃

(k,j)] îäèíàêîâû è áåñïåðñïåêòèâíû, òî ÷åðåç íåêîòî-ðîå ÷èñëî m øàãîâ ñ íàñëåäîâàíèåì ëèáî áóäåò ïðîâåðåíà ïåðåìåííàÿ x1 è â òåñòáóäåò âêëþ÷åíî íàáîðîâ íå áîëåå ÷åì 2k−1(m+ 1) +m (ïðè ýòîì ïîñòðîåíèå òåñòàçàâåðøèòñÿ), ëèáî ïîÿâèòñÿ íåïðîâåðÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ, è â òåñò áóäåò âêëþ÷åíîíàáîðîâ íå áîëåå ÷åì 2k−1m+m .4.3.2. Åñëè æå íå âûïîëíåíî è óñëîâèå ïðåäûäóùåãî ïîäïóíêòà, òî âîçìîæíûñëåäóþùèå ñëó÷àè:À) ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ âêëþ÷åíèÿ íàáîðîâ â òåñò òàê, ÷òî ÷åðåç íåêî-òîðîå ÷èñëî m øàãîâ ñ íàñëåäîâàíèåì áåñïåðñïåêòèâíûõ âåêòîðîâ ïîÿâèòñÿ çà-ìå÷àòåëüíûé âåêòîð, è çà ýòè m øàãîâ â òåñò âîéäåò íå áîëåå ÷åì 2k−1m + míàáîðîâ;Á) ìîæíî îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ âêëþ÷åíèÿ íàáîðîâ â òåñò òàê, ÷òî ÷åðåç íåêî-òîðîå ÷èñëî m øàãîâ íàñëåäîâàíèÿ áåñïåðñïåêòèâíûõ âåêòîðîâ ïîÿâèòñÿ ïåðñïåê-òèâíûé âåêòîð, òîãäà ìîæíî ïðîäåëàòü åùå k øàãîâ, êàê â ï. 2, è çà m+ k øàãîââ òåñò âîéäåò íå áîëåå ÷åì 2k−1(k +m+ 1) + k +m íàáîðîâ;B) ñèòóàöèè ñëó÷àåâ À è Á íå âñòðå÷àþòñÿ, è âñÿêîå íàñëåäîâàíèå ñ èñïîëüçî-âàíèåì áåñïåðñïåêòèâíûõ âåêòîðîâ ïðèâîäèò ðàíî èëè ïîçäíî ê êîíñòàíòíûì âåê-òîðàì. Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâ â òàêîì íàñëåäîâàíèè, è ïðîâåðÿåòñÿïåðåìåííàÿ xj−m+1 . Åñëè ó âñåõ ïîäêóáîâ êîíñòàíòíûå âåêòîðû, òî ýòà ïåðåìåííàÿíå ïðîâåðÿåìà, è â òåñò çà m øàãîâ âîéäåò íå áîëåå ÷åì 2k−1m+m − 1 íàáîðîâ.Èíà÷å íà íåêîòîðîì øàãå t (t ≤ m) íàéäóòñÿ äâà ñîñåäíèõ ïîäêóáà ñ íåðàâíûìèâåêòîðàìè (ñàìè ýòè âåêòîðû ìîãóò áûòü êîíñòàíòíûìè, òîãäà äëÿ ïðîâåðêè ñîîò-âåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü ¾ïîñòîðîííèé¿ ïîäêóá), ÷òî ïðè-âåäåò íà øàãå t+ 1 ê ïîÿâëåíèþ ïåðñïåêòèâíîé ïàðû íàáîðîâ, äàëåå ïî àíàëîãèè



94 È.À. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Ä.Ñ. �ÎÌÀÍÎÂñ ï. 2 ìîæíî ïðîäåëàòü åùå k øàãîâ, è çà k + t+ 1 øàãîâ â òåñò âîéäåò íå áîëåå÷åì 2k−1(k + t+ 3) + k + t+ 1 íàáîðîâ.Ïîäûòîæèâàÿ âñå ñëó÷àè, çàìå÷àåì, ÷òî çà êàæäûå k øàãîâ ÷èñëî íàáîðîâ âòåñòå âîçðàñòàåò íå áîëåå ÷åì íà 2k−1(k + 2) + k , îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ âåðõíÿÿîöåíêà.Äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè. �àññìîòðèì â êà÷åñòâå áóëåâîé �óíêöèè
f(x̃n) êîíúþíêöèþ n ïåðåìåííûõ. ßñíî, ÷òî â ïðîâåðÿþùèé òåñò äîëæåí âîéòèíàáîð (1̃n) , à òàêæå âñå íàáîðû, â êîòîðûõ íàèáîëåå óäàëåííûå äðóã îò äðóãà íóëèîòñòîÿò íå áîëåå ÷åì íà (k-1) ìåñòî. Åñëè íå âêëþ÷èòü íàáîð (1̃j−1, η̃k, 1̃n−j−k+1) ,òî íåëüçÿ îòëè÷èòü îò f òàêóþ �óíêöèþ ψj,i(x̃

n) , äëÿ êîòîðîé ϕi(xj , . . . , xj+k−1)îáðàùàåòñÿ â 1 òîëüêî íà íàáîðàõ η̃k è (1̃k) . ßñíî òàêæå, ÷òî âûáðàííûõ íàáîðîâäîñòàòî÷íî äëÿ ïðîâåðêè f(x̃n) . Îáùåå êîëè÷åñòâî âûáðàííûõ íàáîðîâ, î÷åâèäíî,ðàâíî 1+n+
k−2∑
t=0

(n− i−1)2i = 2k−1(n−k+2) , îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà�óíêöèè Øåííîíà.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n, k ∈ N , 2 ≤ k < n , n → ∞ , (n − k) → ∞ , k → ∞ .Òîãäà Lk(n) ∼ 2k−1(n− k + 2).2. Òåñòû äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèéÒåîðåìà 2. Ïóñòü n, k ∈ N , 2 ≤ k < n , n → ∞ , (n− k) → ∞ , γ(n, k) → ∞ ,
γ(n, k) = o(log2(n − k)) . Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî íàáîðîâ Tn ìîùíîñòè
|Tn| ≤

⌈
log4/3(n− k + 1) + γ(n, k)

⌉ , ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì ïðîâåðÿþùèì òåñòîìîòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ k -êðàòíûõ ñëèïàíèé ïåðåìåííûõ äëÿ ïî÷òè âñåõ áó-ëåâûõ �óíêöèé f(x̃n) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì q =
⌈
log4/3(n− k + 1) + γ(n, k)

⌉ è âûáåðåì ìíî-æåñòâî Tn , ñîñòîÿùåå èç q áóëåâûõ n-ðàçðÿäíûõ íàáîðîâ òàêèõ, ÷òî â êàæäîì èçíèõ íåò k ïîäðÿä èäóùèõ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé, è, êðîìå òîãî, òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæ-äîãî j (1 ≤ j ≤ n− k + 1) ïðè âñåâîçìîæíûõ k -êðàòíûõ ëîêàëüíûõ êîíñòàíòíûõñëèïàíèÿõ ïåðåìåííûõ ñ j -é ïî (j + k − 1)-þ èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî T̂n,j ,ñîñòîÿùåå èç 2q ïîïàðíî íåðàâíûõ íàáîðîâ. Òàêîé âûáîð ìíîæåñòâà Tn , î÷åâèä-íî, âîçìîæåí. Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî Ωn,Tn
áóëåâûõ �óíêöèé n ïåðåìåííûõ, äëÿêîòîðûõ ìíîæåñòâî Tn íå îáðàçóåò ïðîâåðÿþùåãî òåñòà ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà:

Ωn,Tn
≤ (n− k + 1)6q22n−3q . Çäåñü ìíîæèòåëü (n− k+ 1) îçíà÷àåò ÷èñëî ñïîñîáîââûáîðà ïåðåìåííîé xj , ïî êîòîðîé â ìíîæåñòâàõ Tn è T̂n,j íåò çàìå÷àòåëüíûõòðîåê, ìíîæèòåëü 6q åñòü ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà çíà÷åíèé �óíêöèè f íà íàáîðàõèç Tn è T̂n,j òàê, ÷òî íå âîçíèêàåò çàìå÷àòåëüíûõ òðîåê ïî xj , ìíîæèòåëü 22n−3q� ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ äîîïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè f íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ.Èìååì: Ωn,Tn

≤ (n− k+ 1) (3/4)q 22n

≤ (3/4)γ(n,k) 22n

= o
(
22n) , ÷òî è òðåáîâàëîñüäîêàçàòü.Äîêàæåì äàëåå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà k ïðè ðàñòóùèõ

n çíà÷åíèå �óíêöèè Lk(f(x̃n)) îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé 3 äëÿ ïî÷òè âñåõáóëåâûõ �óíêöèé f(x̃n) .Ïîëîæèì r =

⌈
n− k + 1

3

⌉ , l =

⌊
r + k − 2

k

⌋ .Îáîçíà÷èì ÷åðåç Un ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáîðîâ α̃ = (α1, . . . , αn) èç En
2 ,ó êîòîðûõ α1 = ᾱ2 = αk+1 = ᾱk+2 = · · · = αik+1 = ᾱik+2 = · · · = α(l−1)k+1 =

= ᾱ(l−1)k+2 = αlk+1 è, åñëè r > lk−k+2 (òî åñòü r+k−1 > lk+1), òî α1 = ᾱlk+2 .



Î Ï�ÎÂÅ�ßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÀÕ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÑËÈÏÀÍÈÉ 95Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäûé íàáîð èç Un íå ñîäåðæèò k îäèíàêîâûõ ïîäðÿä èäóùèõçíà÷åíèé ñðåäè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xr+k−1 , è ÷òî
|Un| =

{
2n−2l−1, åñëè r > lk − k + 2,

2n−2l, åñëè r = lk − k + 2.
(1)Ïóñòü α̃ ∈ Un . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sα̃

n,k ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáîðîâ β̃ , êàæäûéèç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç α̃ çàìåíîé êàêèõ-òî k ïîäðÿä èäóùèõ çíà÷åíèé (â ïîçè-öèÿõ ñ 1 ïî r + k − 1) îäèíàêîâûìè öè�ðàìè (íóëÿìè èëè åäèíèöàìè). Ïîëîæèì
Ŝα̃

n,k = Sα̃
n,k ∪ α̃ . Çàìåòèì, ÷òî

r + 2 ≤ |Ŝα̃
n,k| ≤ 2r + 1. (2)Ïîëîæèì Vn =

⋃
α̃∈Un

Sα̃
n,k .Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mn ìíîæåñòâî íàáîðîâ èç Un òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷-íûõ α̃′, α̃′′ èç Mn âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Sα̃′

n,k ∩ Sα̃′′

n,k = ∅. (3)Ââåäåì �óíêöèþ µk(n) � ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü òàêîãî ìíîæåñòâà Mn .Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè
2n−2l−k−log2 r−1 ≤ µk(n) ≤ 2n−2l−k+3,ãäå
l =

⌊
r + k − 2

k

⌋
, r =

⌈
n− k + 1

3

⌉
.Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (3) â îïðåäåëåíèè µk(n)è èç íåðàâåíñòâ (2):

µk(n) ≤
|Vn|

min
α̃∈Un

|Sα̃
n,k|

≤
2r

r + 1
· 2n−2l−(k−2) ≤ 2n−2l−k+3.Íèæíÿÿ îöåíêà. Áóäåì ñòðîèòü ìíîæåñòâî Mn òàêîå, ÷òî |Mn| = µk(n) , ïî-ñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷àÿ â íåãî íàáîðû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàáîð α̃ âêëþ÷åí â Mn ,òî ïî îïðåäåëåíèþ Mn â ýòî ìíîæåñòâî óæå íåëüçÿ âêëþ÷èòü íè îäèí èç íàáî-ðîâ α̃′′′ , äëÿ êîòîðûõ Sα̃

n,k ∩ Sα̃′′′

n,k 6= ∅ . ×èñëî òàêèõ α̃′′′ äëÿ �èêñèðîâàííîãî α̃íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû r2k (âêëþ÷àÿ α̃). Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàâ t íàáîðîâ âìíîæåñòâî Mn , ¾çàïðåùåííûìè¿ ñòàíîâÿòñÿ íå áîëåå ÷åì tr2k íàáîðîâ. È åñëè
tr2k < |Un| , òî â Un åùå åñòü íàáîð, êîòîðûé ìîæíî âêëþ÷èòü â Mn , ÷òî ïðîòè-âîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè ìîùíîñòè Mn . Çíà÷èò, |Un| ≤ µk(n)r2k , òî åñòü ñ ó÷åòîì(1) µk(n) ≥ 2n−2l−k−log2 r−1 , ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.Òåîðåìà 3. Ïóñòü n, k ∈ N , n → ∞ , 2 ≤ k ≤ n , (n − k) → ∞ . Òîãäà äëÿïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé f(x̃n) ñïðàâåäëèâà îöåíêà Lk(f(x̃n)) ≤ 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé f(x̃n) íàé-äåòñÿ íàáîð η̃ ∈ En

2 , íà êîòîðîì äëÿ ëþáîãî j ∈ {1, . . . , r} îáíàðóæèâàþòñÿ âñåëîêàëüíûå k -êðàòíûå ñëèïàíèÿ ïåðåìåííûõ xj , xj+1, . . . , xj+k−1 (èç ýòîãî ñ î÷å-âèäíîñòüþ áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû).



96 È.À. ÊÓÇÍÅÖÎÂ, Ä.Ñ. �ÎÌÀÍÎÂÇàìåòèì, ÷òî äëÿ èñêîìîãî íàáîðà η̃ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí ëåæàë â Un è îáëà-äàë ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:Ñâîéñòâî A. Äëÿ ëþáîãî β̃ ∈ Sη̃
n,k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(β̃) = f̄(η̃) .Ñëó÷àé 1. Ïóñòü 3 ≤ k ≤ n .Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Mn (Mn ⊆ Un ) òàêîå, ÷òî |Mn| = µk(n) ,è îöåíèì ñâåðõó äîëþ Pn,k òåõ áóëåâûõ �óíêöèé f(x1, . . . , xn) , äëÿ êîòîðûõ íåñóùåñòâóåò íàáîðà η̃ èç Mn , îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì A :

Pn,k =




∏

α̃∈Mn

(
2|Ŝ

α̃
n,k| − 2

)
· 22n−

∑
|Ŝα̃

n,k|




/ (
22n

)
,ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî α̃ ∈Mn . Äàëåå, èñïîëüçóÿ (2) è ëåììó 1, ïîëó-÷èì:

Pn,k =
∏

α̃∈Mn

(
1 −

2

2|Ŝ
α̃
n,k

|

)
≤

(
1 −

2

22r+1

)µk(n)

≤

(
1 −

1

22(n−k+2)/3

)2n−2l−k−log2 r−1

,à ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ , 3 ≤ k ≤ n , (n − k) → ∞ .Çíà÷èò, ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ íàáîð η̃ ñóùåñòâóåò â âûáðàííîì ìíîæåñòâå Mnäëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé n ïåðåìåííûõ, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü äëÿäîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â äàííîì ñëó÷àå.Ñëó÷àé 2). Ïóñòü òåïåðü k = 2 , n ≥ 11 (òîãäà r =

⌈
n− 1

3

⌉
≥ 4).Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1. Äîñòàòî÷íî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî α̃ ∈ Un âåðíî íåðàâåíñòâî:

r + 2 ≤ |Ŝα̃
n,k| ≤ r + 3.Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî �èêñèðîâàííîãî íàáîðà (α1, αr+2, αr+3, . . . , αn) èç En−r

2ïî îäíîìó íàáîðó α̃ = (α1, . . . , αn) èç Un â ìíîæåñòâî Mn , òîãäà, î÷åâèäíî, âñåñ�îðìóëèðîâàííûå ðàíåå òðåáîâàíèÿ íà Mn âûïîëíåíû è íà |Mn| = 2n−r . Ïðèýòîì
Pn,k =

∏

α̃∈Mn

(
1 −

2

2|Ŝ
α̃
n,k

|

)
≤

(
1 −

2

2r+3

)2n−r

,à ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ . Çíà÷èò, ïðè óêàçàííûõóñëîâèÿõ íàáîð η̃ ñóùåñòâóåò â âûáðàííîì ìíîæåñòâå Mn äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ�óíêöèé n ïåðåìåííûõ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 09-01- 00817 è 07-01-00444). SummaryI.A. Kuznetsov, D.S. Romanov. On Full Che
king Tests under Lo
al Glueings of Variablesin Boolean Fun
tions.A lo
al k -fold glueing of variables in Boolean fun
tion f(x̃n) is a fun
tion obtained asa result of substitution instead of some k su

essive variables an arbitrary Boolean fun
tiondepending on these variables (2 ≤ k ≤ n). Full 
he
king tests under lo
al k -fold glueings



Î Ï�ÎÂÅ�ßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÀÕ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÑËÈÏÀÍÈÉ 97of variables in Boolean fun
tions f(x̃n) are studied in this paper. It is established thatif n → ∞ , (n − k) → ∞ , k → ∞ , then an asymptoti
s of Shannon fun
tion of the testlength is 2k−1(n − k + 2) . Furthermore, let n → ∞ , (n − k) → ∞ , γ(n, k) → ∞ , γ(n, k) =
= o(log

2
(n − k)) , therefore, a set of n-tuples exists whi
h is full 
he
king test under lo
al

k -fold glueings of variables in almost all Boolean fun
tions f(x̃n) and whose power is notgreater than ⌈
log

4/3
(n − k + 1) + γ(n, k)

⌉ . At last, under 
onditions n → ∞ , 2 ≤ k ≤ n ,
(n − k) → ∞ , a length of minimal full 
he
king test under lo
al k -fold glueings of variables isnot greater than 3 for almost all Boolean fun
tions f(x̃n) .Key words: Boolean fun
tion, test for inputs of 
ir
uits, lo
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