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Ââåäåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂ui
∂xi

=
n∑
k=1

aik(x1, . . . , xn)uk + fi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, (1)

èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè (íàïðèìåð, [1]�[3] è ëèòåðàòóðà ïðè ýòèõ ñòàòüÿõ). Ñèñòå-
ìà (1) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, â ÷àñòíîñòè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëü-
òàòîâ ê èçó÷åíèþ âàæíûõ â òåîðåòè÷åñêîì è ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Íàèáîëüøåå ÷èñëî ïóáëèêàöèé îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà â
(1) n = 2.
Â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåí âàðèàíò ìåòîäà Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ çàäà÷
Êîøè è Ãóðñà. Â ñòàòüå [5] ìåòîä Ðèìàíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ äëÿ îäíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàëèñü
ðÿäîì àâòîðîâ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ [6]�[10].
Â ðÿäå ðàáîò Â.È.Æåãàëîâà è åãî ó÷åíèêîâ áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä Ðèìàíà äëÿ êëàññà

óðàâíåíèé ñ äîìèíèðóþùèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

(D1 +D2)u = f(x1, . . . , xn), (2)

ãäå

D1 ≡
∂k1+···+kn

∂xk11 . . . ∂xknn
,

à D2 � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîäåðæà-
ùèé ëèøü ïðîèçâîäíûå, ïîëó÷àåìûå èç D1 îòáðàñûâàíèåì ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ [11]�[16]. Óðàâíåíèå (2) èìååò ïðèëîæåíèÿ â òåîðèÿõ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â
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òðåùèíîâàòûõ ñðåäàõ, ïîãëîùåíèÿ âëàãè êîðíÿìè ðàñòåíèé, êîëåáàíèé ñòåðæíåé ñ ó÷åòîì
ýôôåêòîâ ïîïåðå÷íîé èíåðöèè, ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â äèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ.
Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû Ð.Ê.Ðîìàíîâñêîãî, Å.Â.Âîðîáüåâîé, Ì.Â.Ìåíäçèâ, Þ.À.Ìåä-

âåäåâà, â êîòîðûõ èññëåäîâàíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è è çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì (â òîì ÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåííûõ Â.Ê.Ðîìàíîâ-
ñêèì ìàòðèö Ðèìàíà), óñòîé÷èâîñòü è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ äèõîòîìèÿ ðåøåíèé [17]�[21].
Â äàííîé ñòàòüå ìåòîä Ðèìàíà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè è çàäà÷è

ñ óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé è ñâîáîäíîé ÷àñòè ãðàíèöû (ñìåøàííàÿ çàäà÷à) äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

uxx = a1(x, y, z)vx + b1(x, y, z)wx + c1(x, y, z)u+ d1(x, y, z)v + e1(x, y, z)w + f1(x, y, z),

vyy = a2(x, y, z)uy + b2(x, y, z)wy + c2(x, y, z)u+ d2(x, y, z)v + e2(x, y, z)w + f2(x, y, z),

wzz = a3(x, y, z)uz + b3(x, y, z)vz + c3(x, y, z)u+ d3(x, y, z)v + e3(x, y, z)w + f3(x, y, z).

(3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî â çàìûêàíèè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà (x, y, z) âûïîëíÿþòñÿ
âêëþ÷åíèÿ ai, bi ∈ C2, ci, di, ei, fi ∈ C1, i = 1, n. Ðåøåíèå (3) êëàññà u, v, w ∈ C1(D), uxx,
vyy, wzz ∈ C(D) íàçîâåì ðåãóëÿðíûì â D.
Ê ñèñòåìå (3) ïîäñòàíîâêàìè

u∗ = exp
(1
2

∫ x

x0

a∗1(α, y, z) dα
)
u, v∗ = exp

(1
2

∫ y

y0

b∗2(x, β, z) dβ
)
v,

w∗ = exp
(1
2

z∫
z0

c∗3(x, y, γ) dγ
)
w

ñâîäèòñÿ ñèñòåìà ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè âèäà

u∗xx = a∗1(x, y, z)u
∗
x + b∗1(x, y, z)v

∗
x + c∗1(x, y, z)w

∗
x + d∗1(x, y, z)u

∗+

+e∗1(x, y, z)v
∗ + f∗1 (x, y, z)w

∗ + g∗1(x, y, z),

v∗yy = a∗2(x, y, z)u
∗
y + b∗2(x, y, z)v

∗
y + c∗2(x, y, z)w

∗
y + d∗2(x, y, z)u

∗+

+e∗2(x, y, z)v
∗ + f∗2 (x, y, z)w

∗ + g∗2(x, y, z),

w∗zz = a∗3(x, y, z)u
∗
z + b∗3(x, y, z)v

∗
z + c∗3(x, y, z)w

∗
z + d∗3(x, y, z)u

∗+

+e∗3(x, y, z)v
∗ + f∗3 (x, y, z)w

∗ + g∗3(x, y, z).

1. Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü S : z = σ(x, y) � ïîâåðõíîñòü êëàññà C2 â ïðîñòðàíñòâå (x, y, z),
ïðè÷åì S â êàæäîé ñâîåé òî÷êå èìååò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, íå ïàðàëëåëüíóþ íè îäíîé
èç êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè σ′x < 0, σ′y < 0. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó
P (x0, y0, z0) ïëîñêîñòè x = x0, y = y0, z = z0, êîòîðûå ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü S ïî êðèâûì
BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîñêîñòè x = x0, y = y0, z = z0 è ïîâåðõíîñòü S îïðåäåëÿþò
îáëàñòü D, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé APC, BCP , BPA è ACB.
Îðèåíòàöèþ D ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíîé.
Çàäà÷à Êîøè: íàéòè ðåãóëÿðíîå â D ðåøåíèå ñèñòåìû (3), óäîâëåòâîðÿþùåå íà ïî-

âåðõíîñòè S óñëîâèÿì

u
∣∣
S
= u0(x, y),

∂u

∂n

∣∣
S
= u10(x, y), v

∣∣
S
= v0(x, y),

∂v

∂n

∣∣
S
= v10(x, y), w

∣∣
S
= w0(x, y),

∂w

∂n

∣∣
S
= w10(x, y).

(4)

Çäåñü ~n = (n1, n2, n3) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S, u0, v0, w0 ∈
C2, u10, v10, w10 ∈ C1.
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Îòìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèÿìè y = σ∗(x, z), x = σ∗∗(y, z). Î÷å-
âèäíî, óñëîâèÿ (4) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùèõ ôîðìàõ:

u
∣∣
S
= u∗0(x, z),

∂u

∂n

∣∣
S
= u∗10(x, z), v

∣∣
S
= v∗0(x, z),

∂v

∂n

∣∣∣
S
= v∗10(x, z), w

∣∣
S
= w∗0(x, z),

∂w

∂n

∣∣
S
= w∗10(x, z);

(5)

u
∣∣
S
= u∗∗0 (y, z),

∂u

∂n

∣∣
S
= u∗∗10(y, z), v

∣∣
S
= v∗∗0 (y, z),

∂v

∂n

∣∣
S
= v∗∗10(y, z), w

∣∣
S
= w∗∗0 (y, z),

∂w

∂n

∣∣
S
= w∗∗10(y, z).

(6)

Îáîçíà÷èì w1(x, y, σ(x, y)) = w1(x, y), v1(x, σ
∗(x, z), z) = v∗1(x, z), u1(σ

∗∗(y, z), y, z) =
u∗∗1 (y, z).
Óñëîâèÿ (4) (èëè ýêâèâàëåíòíûå èì (5), (6)) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé u, v, w íà S. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, äëÿ w
èìååì íà ïîâåðõíîñòè S ðàâåíñòâà

wx + wzσx = w0x, wy + wzσy = w0y, wxn1 + wyn2 + wzn3 = w10. (7)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (7) ∣∣∣∣∣∣
1 0 σx
0 1 σy
n1 n2 n3

∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

òàê êàê ïåðâûå äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ îáðàçóþò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ ê
S, à òðåòüÿ îáðàçîâàíà êîîðäèíàòàìè ~n. Ïîýòîìó âåëè÷èíà w1(x, y) èçâåñòíà â ñèëó (4).
Àíàëîãè÷íî, áóäóò èçâåñòíûìè âåëè÷èíû v∗1(x, z), u

∗∗
1 (y, z).

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3), (4). Ïðåîáðàçóåì
(3) ê âèäó

ux = u1 + a1v + b1w, u1x = c1u+ (d1 − a1x)v + (e1 − b1x)w + f1,

vy = a2u+ v1 + b2w, v1y = (c2 − a2y)u+ d2v + (e2 − b2y)w + f2,

wz = a3u+ b3v + w1, w1z = (c3 − a3z)u+ (d3 − b3z)v + e3w + f3.

(8)

Îáîçíà÷èì d10 = d1 − a1x, e10 = e1 − b1x, c20 = c2 − a2y, e20 = e2 − b2y, c30 = c3 − a3z, d30 =
d3 − b3z. Ñâåäåì ñèñòåìó (8) ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4)�(6) ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

u(x, y, z) = u∗∗0 (y, z) +

x∫
σ∗∗(y,z)

(u1 + a1v + b1w)(α, y, z)dα,

u1(x, y, z) = u∗∗1 (y, z) +

x∫
σ∗∗(y,z)

(c1u+ d10v + e10w + f1)(α, y, z)dα,

v(x, y, z) = v∗0(x, z) +

y∫
σ∗(x,z)

(v1 + a2u+ b2w)(x, β, z)dβ,
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v1(x, y, z) = v∗1(x, z) +

y∫
σ∗(x,z)

(c20u+ d2v + e20w + f2)(x, β, z)dβ,

w(x, y, z) = w0(x, y) +

z∫
σ(x,y)

(w1 + a3u+ b3v)(x, y, γ)dγ,

w1(x, y, z) = w1(x, y) +

z∫
σ(x,y)

(c30u+ d30v + e3w + f3)(x, y, γ)dγ.

(9)

Ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà (9) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàñ-
ñå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷è Êîøè (3), (4) è ñèñòåìû (9). Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (9)

� ñëåäñòâèå (3), (4). Îáðàòíî, äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (9), ïîëó÷àåì
ux = u1. Êðîìå òîãî, u|S = u∗∗0 (y, z), ÷òî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ u|S = u0(x, y).
Äèôôåðåíöèðóåì òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (9) ïî x, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïåð-
âîå óðàâíåíèå (3). Ïðè ýòîì u1|S = u∗∗1 (y, z). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îñòàâøèåñÿ äâà óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû (3) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ v|S = v∗0(x, z), w|S = w0(x, y), v1|S = v∗1(x, z),
w1|S = w1(x, y). Ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì u1|S , v|S , w|S îïðåäåëÿåòñÿ ux|S . Íà S ñïðàâåä-
ëèâû ñîîòíîøåíèÿ

uy + uxσ
∗∗
y = u∗∗0y, uz + uxσ

∗∗
z = u∗∗0z, uxn1 + uyn2 + uzn3 =

∂u

∂n

∣∣∣
S
,

èç êîòîðûõ ïî èçâåñòíûì u|S , ux|S îïðåäåëÿþòñÿ uy, uz íà S, à ñëåäîâàòåëüíî, è

∂u

∂n

∣∣∣
S
= u10.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ïðåäïèñàííûå (4) çíà÷åíèÿ ∂v/∂n|S , ∂w/∂n|S . Ýêâèâàëåíòíîñòü çà-
äà÷è Êîøè è ñèñòåìû (9) äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Åñëè â çàìûêàíèè îáëàñòè D âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ ai, bi ∈ C2, ci, di, ei,
fi ∈ C1, i = 1, 3, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3), (4) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

2. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à. Ïóñòü îáëàñòü D0 = {x0 < x < x1, y0 < y < y1, z0 < z < z1}
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïàðàëëåëåïèïåä â ïðîñòðàíñòâå (x, y, z) ñ îòñå÷åí-
íûì íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ S: z = σ(x, y) êëàññà C2 òðåõãðàííûì óãëîì ñ
âåðøèíîé â òî÷êå (x0, y0, z0) (ðèñ. 1). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëàãàåì x0 > 0, y0 > 0, z0 > 0,
σ′x < 0, σ′y < 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåçX, Y , Z ãðàíèD0 ïðè x = x0, y = y0, z = z0 ñîîòâåòñòâåííî.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåãóëÿðíîå â D0 ðåøåíèå (3), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u|S∪X = u0(y, z), v|S∪Y = v0(x, z), w|S∪Z = w0(x, y),

∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= u10(y, z),
∂v

∂n

∣∣∣∣
S

= v10(x, z),
∂w

∂n

∣∣∣∣
S

= w10(x, y),

(ux − a1v − b1w)|X = ϕ1(y, z), (vy − a2u− b2w)|Y = ϕ2(x, z),

(wz − a3u− b3v)|Z = ϕ3(x, y),

(10)

~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê S, u0 ∈ C1(S ∪X), u10 ∈ C2(S ∪X), ϕ1 ∈ C1(X), v0 ∈ C1(S ∪ Y ),
v10 ∈ C2(S ∪ Y ), ϕ2 ∈ C1(Y ), w0 ∈ C1(S ∪ Z), w10 ∈ C2(S ∪ Z), ϕ3 ∈ C1(Z). Êðîìå òîãî,
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ux ∈ C(S ∪X), vy ∈ C(S ∪ Y ), wz ∈ C(S ∪ Z).
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Ðèñ. 1.

Ïóñòü ìíîãîîáðàçèÿ S ∪ X, S ∪ Y , S ∪ Z èìåþò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ x = σ1(y, z),
y = σ2(x, z), z = σ3(x, y). Îáîçíà÷èì

χ1(y, z) =

{
ϕ1(y, z) íà X;

(ux − a1v − b1w)(σ1(y, z), y, z) íà S,

χ2(x, z) =

{
ϕ2(x, z) íà Y ;

(vy − a2u− b2w)(x, σ2(x, z), z) íà S,

χ3(x, y) =

{
ϕ3(x, y) íà Z;

(wz − a3u− b3v)(x, y, σ3(x, y)) íà S.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (3), (10). Ñâåäåì
ñèñòåìó (8) ñ óñëîâèÿìè (10) ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

u(x, y, z) = u0(y, z) +

x∫
σ1(y,z)

(u1 + a1v + b1w)(α, y, z)dα,

u1(x, y, z) = χ1(y, z) +

x∫
σ1(y,z)

(c1u+ d10v + e10w + f1)(α, y, z)dα,

v(x, y, z) = v0(x, z) +

y∫
σ2(x,z)

(v1 + a2u+ b2w)(x, β, z)dβ,

v1(x, y, z) = χ2(x, z) +

y∫
σ2(x,z)

(c20u+ d2v + e20w + f2)(x, β, z)dβ,
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w(x, y, z) = w0(x, y) +

z∫
σ3(x,y)

(w1 + a3u+ b3v)(x, y, γ)dγ,

w1(x, y, z) = χ3(x, y) +

z∫
σ3(x,y)

(c30u+ d30v + e3w + f3)(x, y, γ)dγ.

(11)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (11) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è è ñèñòåìû (11) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è
Êîøè.

Òåîðåìà 2. Åñëè â çàìûêàíèè îáëàñòè D0 âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ ai, bi ∈ C2, ci, di, ei,
fi ∈ C1, i = 1, 3, òî ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (3), (10) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

3. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé çàäà÷ â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà. Ïåðåéäåì ê âûâî-
äó ôîðìóë äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è ñìåøàííîé çàäà÷è â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà.
Ïåðåïèøåì (8) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå

L(U) = F, L(U) ≡ A1Ux +A2Uy +A3Uz −BU,

U = colon(u, u1, v, v1, w, w1),
(12)

A1 =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , A2 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

A3 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 , B =


0 1 a1 0 b1 0
c1 0 d10 0 e10 0
a2 0 0 1 b2 0
c20 0 d2 0 e20 0
a3 0 b3 0 0 1
c30 0 d30 0 e3 0

 ,

F = colon(0, f1, 0, f2, 0, f3).

Ââåäåì ìàòðèöó ÐèìàíàR = colon(R1,R2,R3,R4,R5,R6), ãäåRi(x, y, z, ξ, η, ζ) = (ri1, ri2,
ri3, ri4, ri5, ri6), i = 1, 6, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì

ri1(x, y, z) = δi1 −
x∫
ξ

(c1ri2 + a2ri3 + c20ri4 + a3ri5 + c30ri6)(α, y, z)dα,

ri2(x, y, z) = δi2 −
x∫
ξ

ri1(α, y, z)dα,

ri3(x, y, z) = δi3 −
y∫
η

(a1ri1 + d10ri2 + d2ri4 + b3ri5 + d30ri6)(x, β, z)dβ,
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ri4(x, y, z) = δi4 −
y∫
η

ri3(x, β, z)dβ,

ri5(x, y, z) = δi5 −
z∫
ζ

(b1ri1 + e10ri2 + b2ri3 + e20ri4 + e3ri6)(x, y, γ)dγ,

ri6(x, y, z) = δi6 −
z∫
ζ

ri5(x, y, γ)dγ,

(13)

δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ðåøåíèÿ ñèñòåì (13) ïðè êàæäîì i ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû â
êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïî ïåðâîé òðîéêå àðãóìåíòîâ (x, y, z) ìàòðèöà R óäîâëåòâî-
ðÿåò ñîïðÿæåííîé ê (12) ñèñòåìå L∗(V) = 0, L∗(V) ≡ −(VA1)x − (VA2)y − (VA3)z −VB.
Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

RL(U) = (RA1U)x + (RA2U)y + (RA3U)z, (14)

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííî. Èíòåãðèðîâàíèåì (14) ïîëó÷èì ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè è ñìåøàííîé çàäà÷è.
Ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Ðàññìîòðèì òî÷êó M(ξ, η, ζ) ∈ D. Ïóñòü äëÿ îïðåäå-

ëåííîñòè ξ > 0, η > 0, ζ > 0, σx(x, y) < 0, σy(x, y) < 0. Ïðîâåäåì ÷åðåç M ïëîñêîñòè x = ξ,
y = η, z = ζ, ïåðåñåêàþùèå ïîâåðõíîñòü S ïî êðèâûì B1C1, C1A1 è A1B1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïëîñêîñòè x = ξ, y = η, z = ζ è ïîâåðõíîñòü S îïðåäåëÿþò îáëàñòü D1 ⊂ D, ãðàíèöà
êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé A1MC1, B1C1M , B1MA1 è A1C1B1.
Ïåðâàÿ ñòðîêà (14) äàåò

r12f1 + r14f2 + r16f3 = (r11u + r12u1)x + (r13v + r14v1)y + (r15w + r16w1)z, (15)

ãäå r1j = r1j(x, y, z, ξ, η, ζ), îñòàëüíûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò (x, y, z). Â ñèëó (13)

r11(ξ, β, γ, ξ, η, ζ) ≡ 1, r12(ξ, β, γ, ξ, η, ζ) = r13(α, η, γ, ξ, η, ζ) =

= r14(α, η, γ, ξ, η, ζ) = r15(α, β, ζ, ξ, η, ζ) = r16(α, β, ζ, ξ, η, ζ) ≡ 0. (16)

Èíòåãðèðóåì (15) ïî îáëàñòè D1∫∫
MB1C1

(r11u+ r12u1)(ξ, β, γ, ξ, η, ζ)dβ∧dγ+
∫∫

C1A1M
(r13v+ r14v1)(α, η, γ, ξ, η, ζ)dγ∧dα+

+

∫∫
MA1B1

(r15w+r16w1)(α, β, ζ, ξ, η, ζ)dα∧dβ+
∫∫

B1A1C1

(r11u+r12u1)(x, β, γ, ξ, η, ζ)dβ∧dγ+

+ (r13v + r14v1)(α, y, γ, ξ, η, ζ)dγ ∧ dα+ (r15w + r16w1)(α, β, z, ξ, η, ζ)dα ∧ dβ =

=

∫∫∫
D1

(r12f1 + r14f2 + r16f3)(α, β, γ, ξ, η, ζ)dα dβ dγ.

Ñ ó÷åòîì (16) ïîëó÷àåì ∫∫
MB1C1

u(ξ, β, γ)dβ ∧ dγ = h1(ξ, η, ζ), (17)

h1(ξ, η, ζ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç R è äàííûå Êîøè (4). Äèôôåðåíöèðîâàíèå (17) â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå äàåò

u(ξ, η, ζ) =
∂2h1(ξ, η, ζ)

∂η∂ζ
. (18)
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Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ òðåòüþ è ïÿòóþ ñòðîêè (14), ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ v(ξ, η, ζ)
è w(ξ, η, ζ):

v(ξ, η, ζ) =
∂2h2(ξ, η, ζ)

∂ξ∂ζ
, w(ξ, η, ζ) =

∂2h3(ξ, η, ζ)

∂ξ∂η
. (19)

Ïðè ýòîì íàäî â (18) çàìåíèòü r1j íà r3j è r5j ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ âòîðóþ, ÷åòâåðòóþ
è øåñòóþ ñòðîêè (14) ìîæíî îïðåäåëèòü u1, v1, w1.
Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ u|S , u1|S , v|S , v1|S , w|S , w1|S , òðåáóåìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ u(ξ, η, ζ),

v(ξ, η, ζ), w(ξ, η, ζ) ïî ôîðìóëàì (18), (19), îïðåäåëÿþòñÿ èç (4). Îáðàòíî, ôóíêöèè u, v, w,
îïðåäåëÿåìûå ïî (18), (19), è, îïðåäåëÿåìûå èç àíàëîãè÷íûõ ôîðìóë, ôóíêöèè u1, v1, w1

óäîâëåòâîðÿþò íà S óñëîâèÿì

u|S = u0(x, y), v|S = v0(x, y), w|S = w0(x, y),

u1|S = ux(x, y, σ(x, y))− a1(x, y, σ(x, y))v0(x, y)− b1(x, y, σ(x, y))w0(x, y),

v1|S = vy(x, y, σ(x, y))− a2(x, y, σ(x, y))u0(x, y)− b2(x, y, σ(x, y))w0(x, y),

w1|S = wz(x, y, σ(x, y))− a3(x, y, σ(x, y))u0(x, y)− b3(x, y, σ(x, y))v0(x, y).

(20)

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî íàéäåííûå ôóíêöèè u, v, w óäîâëåòâîðÿþò (4), îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
ïî (20) ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû çíà÷åíèÿ ∂u/∂n|S , ∂v/∂n|S , ∂w/∂n|S . Çíàíèå v|S , w|S è
u1|S ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èç (20) ux(x, y, σ(x, y)). Íà S ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ux + uzσx = u0x, uy + uzσy = u0y, uxn1 + uyn2 + uzn3 =
∂u

∂n
. (21)

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (21) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü uy è uz íà S ÷åðåç u0x,u0y è ux(x, y, σ(x, y))=
ux|S , à òðåòüå ìîæåò âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå ∂u/∂n|S = u10(x, y). Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì è
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé v è w.
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (18), (19) äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè.
Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì òî÷êó M(ξ, η, ζ) ∈ D0.

Ïðîâåäåì ÷åðåç M ïëîñêîñòè x = ξ, y = η, z = ζ. Ýòè ïëîñêîñòè îïðåäåëÿþò îáëàñòü
D1 ⊂ D, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé S = ABC, AEPFB ⊂
X, ACGQE ⊂ Y , CBFTG ⊂ Z, GTMQ ⊂ {(x, y, z)|x = ξ}, PMTF ⊂ {(x, y, z)|y = η},
EQMP ⊂ {(x, y, z)|z = ζ}.
Èíòåãðèðóåì (15) ïî îáëàñòè D1∫∫

GTMQ
(r11u+ r12u1)(ξ, β, γ, ξ, η, ζ)dβ ∧ dγ+

∫∫
TFPM

(r13v+ r14v1)(α, η, γ, ξ, η, ζ)dγ ∧ dα+

+

∫∫
EQMP

(r15w+r16w1)(α, β, ζ, ξ, η, ζ)dα∧dβ+
∫∫

AEPFB
(r11u+r12u1)(x, β, γ, ξ, η, ζ)dβ∧dγ+

+

∫∫
ACGQE

(r13v+r14v1)(α, y, γ, ξ, η, ζ)dγ∧dα+
∫∫

BFTGC
(r15w+r16w1)(α, β, z, ξ, η, ζ)dα∧dβ+

+

∫∫
ABC

(r11u+ r12u1)(x, β, γ, ξ, η, ζ)dβ ∧ dγ + (r13v + r14v1)(α, y, γ, ξ, η, ζ)dγ ∧ dα+

+(r15w+r16w1)(α, β, z, ξ, η, ζ)dα∧dβ =

∫∫∫
D1

(r12f1+r14f2+r16f3)(α, β, γ, ξ, η, ζ)dα dβ dγ.

Ñ ó÷åòîì (16) ïîëó÷àåì ∫∫
GTMQ

u(ξ, β, γ)dβ ∧ dγ = p1(ξ, η, ζ), (22)
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ãäå p1(ξ, η, ζ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç R è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10). Î÷åâèäíî,∫∫
GTMQ

u(ξ, β, γ)dβ ∧ dγ =

η∫
y0

ζ∫
z0

u(ξ, β, γ)dγdβ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå (22) äàåò

u(ξ, η, ζ) =
∂2p1(ξ, η, ζ)

∂η∂ζ
. (23)

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ òðåòüþ è ïÿòóþ ñòðîêè (14), ïîëó÷àåì

v(ξ, η, ζ) =
∂2p2(ξ, η, ζ)

∂ξ∂ζ
, w(ξ, η, ζ) =

∂2p3(ξ, η, ζ)

∂ξ∂η
. (24)

Ïðè ýòîì â (18) r1j çàìåíÿþòñÿ íà r3j è r5j ñîîòâåòñòâåííî. Òî, ÷òî ôîðìóëû (23)�(24) äàþò
ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è, ïðîâåðÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè.
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Application of Riemann method to one system in three-dimensional space

Abstract. For a system of three equations of the second order we prove existence and uniqueness
of solutions to the Cauchy problem and to problem with conditions on characteristics and a free
surface. We construct solutions to these problems in terms of the Riemann matrix.
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