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ÓÄÊ 532.5ÊÀÏÈËËß�ÍÎ-��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÅ ÂÎËÍÛÏ�È ÖÈ�ÊÓËßÖÈÎÍÍÎÌ ÎÁÒÅÊÀÍÈÈÏÎÄÂÎÄÍÎ�Î ÖÈËÈÍÄ�ÀÂ ÊÀÍÀËÅ ÊÎÍÅ×ÍÎÉ �ËÓÁÈÍÛÀ.Ì. Åëèçàðîâ, Ê.Â. Êèðèëëèí, C.È. ÔèëèïïîâÀííîòàöèÿÈññëåäóåòñÿ îáòåêàíèå ïîäâîäíîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà óñòàíîâèâøèìñÿ, îãðàíè÷åí-íûì ñíèçó ïîòîêîì èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì ñèëû òÿæåñòè è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-íèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå. Ïðîâåäåíû ñèñòåìàòè÷åñêèå ðàñ÷åòû êîý��èöèåíòîâ ïîäúåì-íîé ñèëû è âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, à òàêæå îïðåäåëåíû �îðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèâ çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ôðóäà ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Âåáåðà è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ öèðêó-ëÿöèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàïèëëÿðíî-ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, îáòåêàíèå öèëèíäðà, îãðàíè-÷åííûé ïîòîê. ÂâåäåíèåÇàäà÷à îáòåêàíèÿ ïîäâîäíîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà â îãðàíè÷åííîì ñíèçó ïîòîêåâåñîìîé æèäêîñòè îòíîñèòñÿ ê êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì ãèäðîìåõàíèêè. Ïåðâûå ååðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû Ë.Í. Ñðåòåíñêèì [1℄ äëÿ ìîäåëè äèïîëÿ è Ì.Ä. Õàñêèí-äîì [2℄, ïðèìåíèâøèì ìåòîä Í.Å. Êî÷èíà. Ñîâðåìåííûå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþäàííîé çàäà÷è ñâÿçàíû â îñíîâíîì ñ óòî÷íåíèåì âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Îáçîð ðàáîò ïî ýòîé òåìå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3, 4℄.Âëèÿíèå ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå òàêæå èçó÷à-ëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè, íî â ñëó÷àå, êîãäà èññëåäóåìûå ïîòîêè íå ñîäåðæàëè îáòå-êàåìûõ òåë. Â [5℄ íàìè íà÷àòî èññëåäîâàíèå îáòåêàíèÿ ïîäâîäíîãî öèëèíäðà ñ îá-ðàçîâàíèåì êàïèëëÿðíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí äëÿ òå÷åíèÿ áåñêîíå÷íî ãëóáîêîéæèäêîñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè âîëí ìàëîé àìïëèòóäûïðè òî÷íîì âûïîëíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà êîíòóðå è äíå êàíàëà èçó÷àåòñÿöèðêóëÿöèîííûé ïîòîê êîíå÷íîé ãëóáèíû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ïîòîê èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé âåñîìîé æèäêîñòè ïëîòíîñòè ρ ,â êîòîðîì íàõîäèòñÿ êðóãîâîé öèëèíäð C ðàäèóñà a . Ïóñòü ýòîò ïîòîê èìååòñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü è îãðàíè÷åí ñíèçó ãîðèçîíòàëüíûì äíîì, íàõîäÿùèìñÿ íàãëóáèíå H . Öåíòð öèëèíäðà ðàñïîëîæåí íà ãëóáèíå h , h+a < H . Â ñèñòåìå êîîð-äèíàò (ðèñ. 1), ñâÿçàííîé ñ êîíòóðîì, òå÷åíèå ïëîñêîïàðàëëåëüíîå, óñòàíîâèâøååñÿè ïîòåíöèàëüíîå. Ñêîðîñòü ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà U0 .Ñîãëàñíî çàêîíó Ëàïëàñà, èçâåñòíîìó èç �èçèêè, óâåëè÷åíèå äàâëåíèÿ ïðè ïå-ðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïðîïîðöèîíàëüíî ñðåäíåé êðèâèçíå ýòîé ïîâåðõ-íîñòè, òî åñòü

p− p0 = α/R, (1)
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�èñ. 1. Ñõåìà òå÷åíèÿãäå p � äàâëåíèå âíóòðè æèäêîñòè, p0 � ïîñòîÿííîå àòìîñ�åðíîå äàâëåíèå, R �ãëàâíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè, α � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-íèÿ, âåëè÷èíà êîòîðîãî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ æèäêîñòè.Äëÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (1) ðàâíî −αd2η/dx2 , ãäå
η = η(x) � âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íàä ãîðèçîíòàëüíûì óðîâíåì.Òðåáóåòñÿ íàéòè �îðìó îáðàçóþùåéñÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è ðàññ÷èòàòü êî-ý��èöèåíòû âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ïîäúåìíîé ñèëû öèëèíäðà.2. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïîòåíöèàëà âîçìóùåííûõ ñêîðîñòåéÈç èíòåãðàëà Áåðíóëëè è óñëîâèÿ, ÷òî ÷àñòèöà æèäêîñòè, ïðèíàäëåæàùàÿ ååïîâåðõíîñòè, îñòàåòñÿ âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷èì ñëåäóþ-ùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ = ϕ(x, y) âîçìóùåííûõ ñêîðîñòåé:
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. (2)Ââåäåì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W (z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y) âîçìóùåííîãî òå÷å-íèÿ, ãäå ψ(x, y) � �óíêöèÿ òîêà, ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííàÿ ê ïîòåíöèàëó ϕ(x, y) .Òîãäà èç óñëîâèé (2), êàê ïîêàçàíî â [1℄, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ
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= 0, y = 0, (3)ãäå Re � îáîçíà÷åíèå âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé âåëè÷èíû. Íà ãðàíèöå Cöèëèíäðà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ImW (z) = U0y + ψ0 (ψ0 = const), z ∈ C, (4)ãäå Im � îáîçíà÷åíèå ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé âåëè÷èíû. Íà äíå êàíàëà

Im (dW/dz) = 0 (y = −H). (5)Ïðåäñòàâèì W (z) â âèäå ñóììû W (z) = W ∗(z) + Wγ(z) , ãäå W ∗(z) � êîì-ïëåêñíûé ïîòåíöèàë âîçìóùåííîãî áåñöèðêóëÿöèîííîãî òå÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-ùèé óñëîâèÿì (3)�(5). Ïîòåíöèàë Wγ(z) ÷èñòî öèðêóëÿöèîííîãî òå÷åíèÿ íàðÿäóñ óñëîâèÿìè (3) è (5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ImWγ(z) = ψ1 (ψ1 = const), z ∈ C; ∆CWγ(z) = Γ, (6)



ÊÀÏÈËËß�ÍÎ-��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÅ ÂÎËÍÛ. . . 149ãäå ∆C � ïðèðàùåíèå �óíêöèè ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå C , Γ � çíà÷åíèå öèð-êóëÿöèè.Êðîìå òîãî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, îáåñïå÷èâàþùèåîãðàíè÷åííîñòü ñêîðîñòåé âîçìóùåíèé âíå îêðåñòíîñòè C , è óñëîâèå èçëó÷åíèÿâîëí. Ïîñëåäíåå áóäåì çàäàâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàêòè÷åñêèìè íàáëþäåíèÿìè,ñîãëàñíî êîòîðûì áîëåå äëèííûå âîëíû, â îáðàçîâàíèè êîòîðûõ ãëàâíóþ ðîëü èã-ðàåò âåñîìîñòü, ðàçâèâàþòñÿ çà òåëîì, à áîëåå êîðîòêèå âîëíû, ñâÿçàííûå ïðåèìó-ùåñòâåííî ñ êàïèëëÿðíîñòüþ, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ââåðõ ïî òå÷åíèþ [1℄.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëàñðåä ðàñïðåäåëåííûìè äèïîëÿìèÄëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíèì ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåðõ-íîñòåé ðàçäåëà îñîáåííîñòÿìè (äèïîëÿìè), ïðåäëîæåííûé â [6℄ è ðàçâèòûé äëÿìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé â [4℄: áóäåì îòûñêèâàòü êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë áåñöèðêó-ëÿöèîííîãî òå÷åíèÿ â âèäå
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, k = 1, 2,ãäå h1 = h , h2 = H − h , µk = µk(t) � íåèçâåñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äèïî-ëåé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (k = 1) è äíå (k = 2), êîíòóðû L1 è L2 ïîëó÷åíûèíâåðñèåé ëèíèé y = 0 è y = −H îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C , à èíòåãðèðîâà-íèå ïî Lk ïðîâåäåíî â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà â�îðìå (7) ïîçâîëÿåò òî÷íî óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ (4) íà êîíòóðå.Ïëîòíîñòè µk ðàñïðåäåëåííûõ îñîáåííîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ èç êðàåâûõ óñëî-âèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è äíå. Ïîäñòàâèâ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë (7) â (3),ïîëó÷èì
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= 0, (8)ãäå Ω(z) = V2(z) + φ1(z) + φ2(z) +W∞(z) . Óðàâíåíèå (8) ïðè z = x ðàâíîñèëüíîñëåäóþùåìó:
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= 0(çäåñü ÷åðòà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå). Ïîñêîëüêó ïîä çíàêîì äåéñòâè-òåëüíîé ÷àñòè ñòîèò �óíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â ïîëóïëîñêîñòè y ≤ 0 , òî ýòà �óíê-öèÿ åñòü ÷èñòî ìíèìàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðóþ, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëî-æèòü ðàâíîé íóëþ. Çíà÷èò,
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[f(z)] .�àññìîòðèì (9) êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî V1(z) . Îáùåå ðå-øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ:
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.Íàéäÿ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü (10) â ïðåäåëå ïðè z → x − i · 0 ñ ó÷åòîì ðàíåå ââå-äåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ V1(z) (ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñèíãóëÿðíîì èíòåãðàëåîñóùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëå Ñîõîöêîãî), âûäåëèâ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ïîëó÷åí-íîãî âûðàæåíèÿ è ïðèìåíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, èìååì:

µ1(x) = σ1(x) +

∞
∫

−∞

K1(x, t)µ1(t) dt+

∞
∫

−∞

K4(x, t)µ2(t) dt, (11)
σ1(x) =

2ga

s0U0

Re





iaα(s1 − s2)

ρg(x+ ih)
+ E(s1)e

s1x

x
∫

−∞

e−s1λ

λ+ ih
dλ− E(s2)e

s2x

x
∫

∞

e−s2λ

λ+ ih
dλ



 ,

K1(x, t1) = −
g

πs0U2
0

Im

[

iα

ρg
(s1 − s2)H1(x, t)+

+E(s1)e
s1x

x
∫

−∞

e−s1λH1(λ, t) dλ − E(s2)e
s2x

x
∫

∞

e−s2λH1(λ, t) dλ



 ,

K4(x, t) = −
g

πs0U2
0

Im

[

iα

ρg
(s1 − s2)H2(x, t) +

iα(s1 − s2)

ρg(x− t+ iH)
+

+ E(s1)e
s1x

x
∫

−∞

e−s1λ(λ − t+ iH)−1 dλ−

− E(s2)e
s2x

∫ x

∞

e−s1λ(λ− t+ iH)−1 dλ+

+E(s1)e
s1x

x
∫

−∞

e−s1λH2(λ, t) dλ − E(s2)e
s2x

x
∫

∞

e−s2λH2(λ, t) dλ



 ,

Hk(λ, tk) =
a2

(tk − ih)2[λ− ζk(tk)]
, E(sk) = −i−

U2
0

g
sk +

iαsk
2

ρg
, k = 1, 2.Ïðè ïðèâåäåíèè (11) ê áåçðàçìåðíîìó âèäó âûäåëèì ÷èñëà Ôðóäà Fr = U0/

√
ga èÂåáåðà Weg = α/(gρa2) .Èç êðàåâîãî óñëîâèÿ íà äíå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò z 7→ z+Híàéäåì âòîðîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ µk :

µ2(x) = σ2(x) +

∞
∫

−∞

K2(x, t)µ2(t) dt+

∞
∫

−∞

K3(x, t)µ1(t) dt, (12)
K2(x, t) = −

1

π
Im

[

a2

(t+ ih1)2s3(x, t)

]

,
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò ÷èñëà Ôðóäà ïðè Weg =

= 0.824 , H/a = 12 , h/a = 4 äëÿ γ = −0.5; 0; 0.5 (êðèâûå 1�3)
1.65 2.10 2.55

−0.4

0.6

1.20

−1.4

Fr

cy

1

2

3

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû îò ÷èñëà Ôðóäà ïðè Weg = 0.824 ,
H/a = 12 , h/a = 4 äëÿ γ = −0.5; 0; 0.5 (êðèâûå 1�3)

K3(x, t) = −
1

π
Im

[

a2

(t+ ih)2s4(x, t)
+

1

x− t− iH

]

,

s2(x, t) = x−ih1−a2/(t+ih1), s4(x, t) = x−ih1−a2/(t−ih), σ2(x) = −2Re[W∞(x)].Äëÿ ÷èñòî öèðêóëÿöèîííîãî òå÷åíèÿ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë Wγ(z) îòûñêèâà-åòñÿ â âèäå, àíàëîãè÷íîì (7), ãäå µk íóæíî çàìåíèòü íà µγk , à W∞(z) � íà
Wγ∞(z) =

Γ

2πi
ln
z + ih− a2/(z1 − ih)

z − zγ

.Çäåñü z � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè y > 0 . Òîãäà ïîòåíöèàë Wγ(z) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì (6), à èç óñëîâèé (3) è (5) ìîæíî ïîëó÷èòü âòîðóþ ñèñòåìó óðàâíå-íèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ µγk .�åøåíèå ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (11), (12) îñóùåñòâëÿëîñü ÷èñëåííîìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [4℄. �àçðàáîòàííàÿ íà ÿçûêå Ôîðòðàíïðîãðàììà âû÷èñëåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áûëà ïðîòåñòèðîâàíàäëÿ ñëó÷àÿ H = ∞ � ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ñîâïàäàþùèå ñ ðåçóëüòàòàìè [5℄.Íà ðèñ. 2�6 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòîâ cx = 2X/(ρaU2
0 ) è

cy = 2Y/(ρaU2
0 ) âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ïîäúåìíîé ñèëû êðóãîâîãî öèëèíäðàâ çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Ôðóäà, à òàêæå �îðìû îáðàçóþùèõñÿ âîëí ïðè a = 0.003äëÿ êàíàëà êîíå÷íîé ãëóáèíû. Íà ðèñ. 2, 3 êðèâûìè 1�3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê öèëèíäðà äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò ÷èñëà Ôðóäà ïðè h/a =

= 5 , H/a = 10 , γ = −0.5 è òåìïåðàòóðå 0 ◦C (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è 30 ◦C (øòðèõîâàÿêðèâàÿ)
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû îò ÷èñëà Ôðóäà ïðè h/a = 5 , H/a =

= 10 , γ = −0.5 è òåìïåðàòóðå 0 ◦C (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è 30 ◦C (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ)
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2�èñ. 6. Ôîðìà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè Fr = 1.45 , Weg = 0.824 , γ = −0.5 , H/a = 12 è
h/a = 4öèðêóëÿöèè γ = Γ/(aU0) = −0.5; 0; 0.5 ïðè H/a = 12 , h/a = 4 , Weg = 0.824.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîãî ñíèçó ïîòîêà, â îòëè÷èå îò áåñêîíå÷íî ãëóáîêîéæèäêîñòè [5℄, êðèâûå cx = cx(Fr) , cy = cy(Fr) èìåþò ìàêñèìóìû. Ñïëîøíàÿ èøòðèõîâàÿ êðèâûå íà ðèñ. 4, 5 ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ÷èñëàì Âåáåðà Weg = 0.867è 0.806 ïðè h/a = 5 , H/a = 10 , γ = −0.5 . Ýòî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ
α = 0.0757; 0.0712 , òî åñòü äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðèòåìïåðàòóðå âîäû 0 ◦C è 30 ◦C [7℄. Êàê âèäíî èç ãðà�èêîâ, ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëàÔðóäà âëèÿíèå íà ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåìïåðàòóðû, ñëåäîâàòåëü-íî, è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, áûñòðî îñëàáåâàåò.Îòìåòèì, ÷òî â öåëîì äëÿ äàííîé çàäà÷è õàðàêòåðíî íàëè÷èå äâóõ êðèòè÷åñêèõ÷èñåë Ôðóäà [1℄, â èíòåðâàëå ìåæäó êîòîðûìè è ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû, ïîñêîëüêóòîëüêî òàì îáðàçóþòñÿ êàïèëëÿðíî-ãðàâèòàöèîííûå âîëíû. Ïðèìåð ðàñ÷åòà ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòè η = ψ/U0 ïðè Fr = 1.45 , Weg = 0.824 , γ = 0.5 , H/a = 12è h/a = 4 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6. Ëèíåéíûå ðàçìåðû íà ýòîì ðèñóíêå îòíåñåíûê ðàäèóñó öèëèíäðà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 08-01-00163).
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