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ÓÄÊ 514.16ÔÓÍÊÒÎ�Û ÒÈÏÀ ÂÅÉËß ÍÀ ÊÀÒÅ�Î�ÈÈÌÍÎ�ÎÎÁ�ÀÇÈÉ, ÇÀÂÈÑßÙÈÕ ÎÒ ÏÀ�ÀÌÅÒ�ÎÂ�.Í. ÁóøóåâàÀííîòàöèÿÔóíêòîð Âåéëÿ T A : Mf → FM , îïðåäåëÿåìûé ëîêàëüíîé àëãåáðîé Âåéëÿ A , ñòàâèòâ ñîîòâåòñòâèå îáúåêòó M × R

N
→ R

N êàòåãîðèè MfN ìíîãîîáðàçèé, çàâèñÿùèõ îò Nïàðàìåòðîâ, ðàññëîåíèå T A(M ×R
N) → T A

R
N . Â ýòîé ñòàòüå íàìè ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîåñå÷åíèå R

N
→ T A

R
N îïðåäåëÿåò �óíêòîð, ñîõðàíÿþùèé ïðîèçâåäåíèå, íà êàòåãîðèè

MfN . Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ �óíêòîðîâ.1. ÂâåäåíèåÊîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ R-àëãåáðà A ñ åäèíèöåé íàçû-âàåòñÿ ëîêàëüíîé àëãåáðîé Âåéëÿ èëè, êðàòêî, àëãåáðîé Âåéëÿ [1�3℄, åñëè îíàîáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì ◦

A, ñîñòîÿùèì èç âñåõ åå íèëüïî-òåíòíûõ ýëåìåíòîâ, à �àêòîðàëãåáðà A/
◦

A èçîìîð�íà R . Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèåàëãåáðû A â ïðÿìóþ ñóììó
A = R⊕

◦

A. (1)�àçìåðíîñòü N �àêòîðàëãåáðû ◦

A/
◦

A
2 íàçûâàåòñÿ øèðèíîé àëãåáðû A . Íàòóðàëü-íîå ÷èñëî q , îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè ◦

A
q 6= 0 , ◦

A
q+1 = 0 , íàçûâàåòñÿ âûñîòîéèëè ïîðÿäêîì àëãåáðû A . Èäåàë ◦

A ïîðîæäàåòñÿ âñÿêèì íàáîðîì ýëåìåíòîâ {εa} ,
a = 1, . . . , N , òàêèì, ÷òî íàáîð êëàññîâ {εa +

◦

A
2} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �àêòîðàë-ãåáðû ◦

A/
◦

A
2 . Ñëåäóÿ ðàáîòå [5℄, òàêîé íàáîð {εa} , a = 1, . . . , N , áóäåì íàçûâàòüïñåâäîáàçèñîì èäåàëà ◦

A (è àëãåáðû A). Âñÿêèé ýëåìåíò X àëãåáðû A ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ ïñåâäî-áàçèñà X =
∑q

|p|=0 Xpε
p , ãäå p = (p1, . . . , pN) � ìóëüòèèíäåêñ äëèíû N , |p| = p1+

+ · · ·+ pN , εp = (ε1)p1 . . . (εN )pN , ε0 = 1A .Àëãåáðà Âåéëÿ øèðèíû N è âûñîòû q èçîìîð�íà íåêîòîðîé �àêòîðàëãåáðåàëãåáðû R[[N ]] �îðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò N ïåðåìåííûõ ta , a = 1, .., N ,ïî íåêîòîðîìó èäåàëó I [1�3℄.Ôóíêòîð Âåéëÿ T A : Mf → FM [1℄, îïðåäåëÿåìûé ëîêàëüíîé àëãåáðîé A ,îòíîñèò ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ M ðàññëîåíèå T AM A-ñêîðîñòåé [2℄ (A-áëèçêèõòî÷åê [1℄, A-ñòðóé [4℄). �àññëîåíèå A-ñêîðîñòåé Âåéëÿ T AM → M íàä ãëàäêèììíîãîîáðàçèåì M îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêîâ
(RN , 0)

f
→ M ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: ðîñòêè f è g ýêâèâà-ëåíòíû, åñëè ðÿäû Òåéëîðà îòîáðàæåíèé h ◦ f è h ◦ g , ãäå h � íåêîòîðàÿ êàðòà íà

M , ñîâïàäàþò ïî ìîäóëþ èäåàëà I .Àòëàñ, çàäàþùèé íà ìíîãîîáðàçèè M åãî ãëàäêóþ ñòðóêòóðó, èíäóöèðóåò àò-ëàñ íà ðàññëîåíèè T AM , çàäàþùèé íà T AM ñòðóêòóðó A-ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
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n [3℄. Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé R è R

n ýòî ïðèâîäèò êåñòåñòâåííûì îòîæäåñòâëåíèÿì [3, 4℄
T A

R ≡ A, T A
R

n ≡ A
n.Ïî òåîðåìå îá A-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿõ [3℄ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò íà T AM ,èíäóöèðóåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè êîîðäèíàò xi′ = ϕi′(xi) íà M , èìåþò âèä

X i′ = xi′ +
◦

X
i′ =

q∑

|p|=0

1

p!

∂|p|ϕi′

∂xp

◦

X
p, (2)ãäå X i = xi +

◦

X i � ðàçëîæåíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ (1), ϕi′(xi) � A-çíà÷íûå ãëàäêèå�óíêöèè.�àññëîåíèå Âåéëÿ T AM íàä äè��åðåöèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì M , îïðåäåëÿå-ìîå ëîêàëüíîé àëãåáðîé Âåéëÿ A âûñîòû q [1, 2, 6℄, àññîöèèðîâàíî ñ ðàññëîåíèåì
q -ðåïåðîâ BqM , ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ãðóï-ïà Gq

n . Ñòðóêòóðà A-ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà T AM [4,6℄ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþåùå îäíîãî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ T AM , à èìåííî, ðàññëîåíèÿ
A-à��èííûõ ðåïåðîâ B(A)M , ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òàê íàçû-âàåìàÿ A-à��èííàÿ ãðóïïà Dn(A) [3℄.�åîìåòðèÿ ðàññëîåíèé Âåéëÿ è ëè�òû ïîëåé ðàçëè÷íûõ äè��åðåíöèàëüíî-ãåî-ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ìíîãîîáðàçèÿ M íà ðàññëîåíèå Âåéëÿ T AM èçó÷àëèñü âðàáîòàõ Â.Â. Øóðûãèíà [3℄, À.Ï. Øèðîêîâà [6℄, À.ß. Ñóëòàíîâà [7℄, À. Ìîðèìîòî[8℄, Ë.-Í. Ïàòòåðñîíà [9℄, Ï. Þýíÿ [10℄ è äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé (ñì., íàïðèìåð,îáçîð [6℄).Â ðàáîòå [11℄ ðàññìàòðèâàëàñü êàòåãîðèÿMfN ìíîãîîáðàçèé, çàâèñÿùèõ îò Nïàðàìåòðîâ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ p : M ×R

N →
→ R

N , ãäå M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ìîð�èçìàìè � êîììóòàòèâíûå äèàãðàììûâèäà
M × R

N
f //

p �� M ′ × R
N

p′��
R

N
id //

R
N .Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (xi, ta) íà M × R

N è (xi′ , ta) íà M ′ × R
N ìîð�èçì fçàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà xi′ = f i′(xi, ta) . Â óêàçàííîé ðàáîòå áûëî ïîñòðîåíîîáîáùåíèå �óíêòîðà Âåéëÿ T A íà êàòåãîðèþ MfN ìíîãîîáðàçèé, çàâèñÿùèõîò N ïàðàìåòðîâ, ãäå N � øèðèíà àëãåáðû A . Îáîáùåííûé �óíêòîð Âåéëÿ

T̂ A : MfN → FMN îòíîñèò ìíîãîîáðàçèþ M × R
N ðàññëîåíèå T̂ A(M × R

N ) →
→M×R

N , îáðàçîâàííîå A-ñòðóÿìè ðîñòêîâ ñå÷åíèé s : R
N →M×R

N . Åñòåñòâåí-íîé ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé ðàññëîåíèÿ T̂ A(M × R
N ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Dn(A) [3℄.Äåòàëüíîå èçëîæåíèå òåîðèè �óíêòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïðîèçâåäåíèå íà êàòåãî-ðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé Mf , ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè [2℄. Â ðàáîòàõ [12�14℄ïîëó÷åíà êëàññè�èêàöèÿ �óíêòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïðîèçâåäåíèå íà êàòåãîðèÿõðàññëîåííûõ ìíîãîîáðàçèé, è èõ åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí êëàññ �óíêòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïðîèçâåäåíèå, â êà-òåãîðèè MfN è èññëåäîâàíû óñëîâèÿ èõ ýêâèâàëåíòíîñòè.



ÔÓÍÊÒÎ�Û ÒÈÏÀ ÂÅÉËß 392. Ôóíêòîðû íà êàòåãîðèè MfNÎáúåêòàìè êàòåãîðèè FMN ðàññëîåííûõ ìíîãîîáðàçèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðà-ìåòðîâ, ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû
E × R

N
pH //

π �� R
N

id��
M × R

N
pM // RN ,à ìîð�èçìàìè � êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû íàä R

N

E × R
N

f //
π �� E′ × R

N

π′��
M × R

N
f // M ′ × R

N .Â ðàáîòå [11℄ áûëî ïîñòðîåíî îáîáùåíèå �óíêòîðà Âåéëÿ T A íà êàòåãîðèþ
MfN ìíîãîîáðàçèé, çàâèñÿùèõ îò N ïàðàìåòðîâ, ãäå N � øèðèíà àëãåáðû A .Îáîáùåííûé �óíêòîð Âåéëÿ T̂ A : MfN → FMN ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îáúåêòó
p : M × R

N → R
N ðàññëîåíèå

T̂ A(M × R
N )

T̂ Ap //
π �� R

N

id��
M × R

N
p // RN ,îáðàçîâàííîå A-ñòðóÿìè ðîñòêîâ ñå÷åíèé s : R

N → M × R
N . Ïî îïðåäåëåíèþ,äâà ðîñòêà ñå÷åíèé s, s′ : (RN , t0)→M × R

N îïðåäåëÿþò îäíó A-ñòðóþ jAs , åñëè
jA(s◦ trt0) = jA(s′ ◦ trt0) , ãäå trt0 : R

N ∋ t 7→ t+ t0 ∈ R
N � ñäâèã íà âåêòîð t0 ∈ R

N .Â ñèëó ýòîãî äëÿ âñåõ M ∈Mf îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå
δM : T̂ A(M × R

N )→ T A(M × R
N )

jAs 7→ jA(s ◦ trt0),ÿâëÿþùååñÿ âëîæåíèåì.Îáúåêò p : M × R
N → R

N êàòåãîðèè MfN ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì êàòåãîðèè
Mf . Äåéñòâèå �óíêòîðà Âåéëÿ T A :Mf → FM [2℄ íà íåì îïðåäåëÿåò ðàññëîåíèå
T A(p) : T A(M × R

N ) → T A(RN ) ≃ A
N . Òîãäà, ïîñêîëüêó T A(p)(jA(s ◦ trt0)) =

= jA(p ◦ s ◦ trt0) = jA(trt0) , ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
T̂ A(M × R

N )

T̂ A(p) �� δM // T A(M × R
N )

T A(p)��
R

N
σ // T A(RN ),

(3)ãäå σ(t) = jA(trt) � ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ T A
R

N → R
N , à A

N = T A(RN ) � A-ìî-äóëü. Äëÿ σ ìîæíî çàïèñàòü êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå σa(t) = ta + εa ãäå {εa} �ïñåâäîáàçèñ [5℄ â ëîêàëüíîé àëãåáðå A = T A(R) .Äëÿ êàæäîé òî÷êè X ∈ T A(M × R
N ) , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ T A(p)(X) =

= jA(trt) , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà Y ∈ T̂ A(M × R
N ) , òàêàÿ, ÷òî δM (Y ) =
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= X . Ïîýòîìó äèàãðàììà (3) ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé îáðàòíîãî îáðàçà â êàòåãîðèèãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé Mf .Ìîð�èçì T̂ A(f) â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè âèäà

Y i = f i(x, t) +

q∑

p+s=1

1

p!s!

∂|p+s|f i

∂xp∂ts
◦

X
pεs.Äîïîëíÿÿ äèàãðàììó (3) ïðîåêöèÿìè ðàññëîåíèé Âåéëÿ íà áàçîâûå ìíîãîîáðà-çèÿ, ïîëó÷àåì äèàãðàììó

M × R
N�� id // M × R

N��T̂ A(M × R
N )

π̂M

88rrrrrr
T̂ A(p) �� δM // T A(M × R

N )

πM

88rrrrrr
T A(p)��R

N
id //

R
N

R
N

id
88qqqqqqqq σ // T A(RN ).

πpt
88qqqqqqq (4)

Êîíñòðóêöèþ ðàññëîåíèÿ T̂ A(M × R
N ) ìîæíî îáîáùèòü, çàìåíèâ ñå÷åíèå σ(t) =

= jA(trt) íà ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ T A
R

N → R
N . Èòàê, ïóñòü òåïåðü σ :

R
N → T A

R
N � ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå. Îáîçíà÷èì T̂ A

σ (M × R
N )→ R

N ðàññëîåíèå,ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì îáðàçîì [18℄ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñå÷åíèÿ. Èç êîíñòðóêöèèîáðàòíîãî îáðàçà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ðàññëîåíèÿ T A(M ×R
N )→ T A

R
N êðàññëîåíèþ T̂ A

σ (M ×R
N)→ R

N ñîõðàíÿåòñÿ ïðîåêöèÿ íà M×R
N . Òàêèì îáðàçîì,ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó, àíàëîãè÷íóþ äèàãðàììå (4),

M × R
N�� id // M × R

N��T̂ A
σ (M × R

N )

π̂M

88rrrrrr
T̂ A

σ
(p) �� σ∗

M // T A(M × R
N )

πM

88rrrrrr
T A(p)��R

N
id //

R
N

R
N

id
88qqqqqqqq σ // T A(RN ).

πpt
88qqqqqqq (5)

Ëåâàÿ ¾ñòåíêà¿ äèàãðàììû (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò êàòåãîðèè FMN

T̂ A
σ (M × R

N )�� // M × R
N��

R
N //

R
N .

(6)Èç êîíñòðóêöèè îáðàòíîãî îáðàçà ñëåäóåò, ÷òî ïðîäîëæåíèå
T A(W × R

N)�� T Af // T A(M × R
N )��

T A
R

N
id // T A

R
N
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W × R

N�� f // M × R
N��

R
N

id //
R

N

(7)ïîðîæäàåò ìîð�èçì
W × R

N�� f // M × R
N��T̂ A

σ (W × R
N )

πW

66mmmmmmmm
�� T̂ A

σ
(f) // T̂ A

σ (M × R
N )

πM

66mmmmmmmm
��R

N
id //

R
N

R
N

id
55llllllllllll id //

R
N .

id
55lllllllllll (8)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì êîìïîçèöèÿ f ◦ g ìîð�èçìîâ g è f ïåðåõîäèò â êîìïîçè-öèþ T̂ A
σ (f) ◦ T̂ A

σ (g) è T̂ A
σ (id) = id .Ïîñêîëüêó �óíêòîð Âåéëÿ T A ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå, èìååò ìåñòî èçîìîð-�èçì T A(M×R

N ) = T AM×T A
R

N . Ïîýòîìó âëîæåíèå σ∗
M : T̂ A

σ (M×R
N )→ T A(M×

×R
N ) , èíäóöèðóåìîå îïåðàöèåé îáðàòíîãî îáðàçà, ïðè �èêñèðîâàííîì t ∈ R

Nîïðåäåëÿåò ïîäìíîãîîáðàçèå T AM×{σ(t)} â T A(M×R
N) , äè��åîìîð�íîå T AM .Ïîýòîìó T̂ A

σ (M × R
N ) äè��åîìîð�íî T AM × R

N â êàòåãîðèè FMN .Îïèøåì àòëàñ íà ìíîãîîáðàçèè T̂ A
σ (M × R

N ) , èíäóöèðóåìûé âëîæåíèåì σ .Ïóñòü {(Wα, hα)} � àòëàñ íà M ×R
N . Îí ïîðîæäàåò íà T A(M ×R

N ) A
n+N -àòëàñ

{(W A
α , hA

α)} , ãäå W A
α = π−1

M (Wα) , à hA
α � åñòåñòâåííûå ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæå-íèé hα â àëãåáðó A . Òîãäà ñåìåéñòâî îáëàñòåé W̃ A

α , ÿâëÿþùèõñÿ ïðîîáðàçàìèîáëàñòåé W A
α îòíîñèòåëüíî σ∗

M , è êàðò h̃A
α = hA

α ◦ σ∗
M çàäàþò íà T̂ A

σ (M × R
N )àòëàñ. Ýëåìåíò èç T A(M × R

N ) îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè X i
α = xi

α +
◦

Xi
α ,

Sa
α = sa

α +
◦

Sa
α , ãäå xi

α, sa
α ∈ R , ◦

X i
α , ◦

Sa
α ∈

◦

A, à ◦

A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë ëîêàëü-íîé àëãåáðû A . Òîãäà ïðîîáðàç ýòîãî ýëåìåíòà â T̂ A
σ (M × R

N ) èìååò êîîðäèíàòû
(X i

α, taα = sa
α) . Òàêèì îáðàçîì, êàðòà (W A

α , hA
α) íà T A(M × R

N ) èíäóöèðóåò êàð-òó (W̃ A
α , h̃A

α) = (W̃ A
α (σ), h̃A

α(σ)) íà T̂ A
σ (M ×R

N ) . Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ìåæäóäâóìÿ A
n+N -êàðòàìè (W A

α , hA
α) è (W A

β , hA

β) íà T A(M × R
N ) èìåþò âèä (ñì. [4℄):

X i
β =

q∑

|r|+|p|=0

1

r!p!

∂|r+p|(hi
β ◦ h−1

α )

∂xr∂sp

◦

X
r
α

◦

S
p
α,

◦

S
a
β =

◦

S
a
α, (9)ãäå (xi, sa) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â êàðòå (Wα, hα) , (X i

α, Sa
α) � ëîêàëüíûå êîîð-äèíàòû â êàðòå (W A

α , hA
α) , r è p � ìóëüòèèíäåêñû. Âëîæåíèå σ∗

M ëîêàëüíî çàäàåòñÿóðàâíåíèÿìè Sa
α = σa(t) . Çäåñü σa(t) = ta+

∑q

|p|=1 σa
p (t)εp � êîîðäèíàòíûå âûðàæå-íèÿ äëÿ ñå÷åíèÿ σ , σa

p � âåùåñòâåííûå �óíêöèè îò ïàðàìåòðîâ t , ∑q

|p|=1 σa
p(t)εp �ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó àëãåáðû A , a = 1, . . . , N è p = (p1, . . . , pN ) . Ïîäñòàíîâ-êà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (9) îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèÿêîîðäèíàò ìåæäó êàðòàìè (W̃ A

α , h̃A
α) è (W̃ A

β , h̃A

β) íà T̂ A
σ (M × R

N ) :
X i

β =

q∑

|r+p|=0

1

r!p!

∂|r+p|(hi
β ◦ h−1

α )

∂xr∂tp
◦

X
r
α

◦
σp(t). (10)



42 �.Í. ÁÓØÓÅÂÀ�ðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ýòîé ñóììû, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
◦

X
i′ =

q∑

|r|=0

Ai′

r (xi, ta)
◦

X
r, (11)ãäå

Ai′

r (xi, ta) =
1

r!

∂|r|

∂xr




q∑

|p|=0

1

p!

∂|p|(hi′

β ◦ h−1
α )

∂tp
◦
σp(t)



 . (12)Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé îá A-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèÿõ [4℄, çàêëþ÷àåì, ÷òî âûðàæåíèÿìè(11), (12) íà êàæäîì ñëîå T AM × {t0} îïðåäåëÿþòñÿ A-ãëàäêèå �óíêöèè ñêëåéêè
ϕ̃A

βα = h̃A

β ◦ (h̃
A
α)−1 . Êîîðäèíàòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ FMN -ìîð�èçìîâ T̂ A

σ (f) â ýòîìàòëàñå èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä
Y i(Xj, ta) = f i(x, t) +

q∑

r+p=1

1

r!p!

∂|r+p|f i

∂xr∂tp
◦

X
r ◦
σp(t). (13)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 1. Ñîîòâåòñòâèå T̂ A

σ , îòíîñÿùåå ðàññëîåíèþ M × R
N îáú-åêò (6), à ìîð�èçìó (7) � ìîð�èçì (8), ÿâëÿåòñÿ �óíêòîðîì èç êàòåãîðèè MfN âêàòåãîðèþ FMN .Ïðèìåð 1. Âåðòèêàëüíûé �óíêòîð Âåéëÿ V A : FMm → FM , ðàññìàòðèâàå-ìûé â ðàáîòàõ [2,12,13℄, êàæäîìó ðàññëîåííîìó ìíîãîîáðàçèþ q : E →M ñòàâèòâ ñîîòâåòñòâèå ðàññëîåíèå V AE → E , òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî åñòü ìíî-æåñòâî A-ñòðóé ðîñòêîâ g : (RN , 0)→ q−1(x) , ãäå q−1(x) � ñëîé íàä òî÷êîé x ∈M .Äåéñòâèå ýòîãî �óíêòîðà íà ðàññëîåíèÿõ èç êàòåãîðèè MfN ñîîòâåòñòâóåò â îïè-ñàííîé êîíñòðóêöèè íóëåâîìó ñå÷åíèþ σ(t) = jA(ptt) , ãäå ptt : R

N → t ∈ R
N �ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå, ïîñêîëüêó T A(p)(jAg) = jA(p ◦ g) = jA(ptt) . Â ëîêàëüíûõêîîðäèíàòàõ íóëåâîå ñå÷åíèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè σa(t) = ta . Ìîð�èçì V A(f)èìååò âèä

Y i(Xj , ta) = f i(x, t) +

q∑

r=1

1

r!

∂|r|f i

∂xr

◦

X
r.Ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé êàòåãîðèè �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì [16℄.Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèÿ è C1 , C2 � îáúåêòû èç C . Ïîä ïðîèçâåäåíèåìîáúåêòîâ C1 è C2 â C ïîíèìàåòñÿ òðîéêà (P, pr1, pr2) , ñîñòîÿùàÿ èç îáúåêòà P â Cè äâóõ ìîð�èçìîâ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ. Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà

D è ëþáûõ äâóõ ìîð�èçìîâ
f1 : D → C1 è f2 : D → C2ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîð�èçì f : D → P , äëÿ êîòîðîãî f1 = pr1 ◦ f è f2 =

= pr2 ◦ f , òî åñòü äèàãðàììà
C1 P

pr1oo pr2 // C2

D

f1

ffNNNNNNNNNNNNNf

OO��� f2

88pppppppppppppêîììóòàòèâíà.



ÔÓÍÊÒÎ�Û ÒÈÏÀ ÂÅÉËß 43Ôóíêòîð F : C→ D íàçûâàåòñÿ �óíêòîðîì, ñîõðàíÿþùèì ïðîèçâåäåíèå [2℄, åñ-ëè äëÿ âñÿêîãî C-ïðîèçâåäåíèÿ (A, pr1, pr2) òðîéêà (F (A), F (pr1), F (pr2)) ÿâëÿåòñÿïðîèçâåäåíèåì â êàòåãîðèè D .Ñêîíñòðóèðîâàííûå �óíêòîðû îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.Ïðåäëîæåíèå 2. Ôóíêòîð Âåéëÿ T̂ A
σ :MfN → FMN ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäå-íèå.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì äèàãðàììó ïðîèçâåäåíèÿ

M1 × R
N pr1
←−M1 ×M2 × R

N pr2
−→M2 × R

Näâóõ MfN -îáúåêòîâ p1 : M1×R
N → R

N è p2 : M2×R
N → R

N â êàòåãîðèè MfN .Ïóñòü
E × R

N
fα //�� T̂ A

σ (Mα × RN )��
M × R

N
f̄α // Mα × R

Nñóòü ïðîèçâîëüíûå FMN -ìîð�èçìû, ãäå α = 1, 2 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí-ñòâåííûé FMN -ìîð�èçì
E × R

N
f //�� T̂ A

σ (M1 ×M2 × R
N)��

M × R
N

f̄ // M1 ×M2 × R
N ,òàêîé, ÷òî f1 = T̂ A

σ (pr1) ◦ f è f2 = T̂ A
σ (pr2) ◦ f .�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó

E × R
N

f2

��
h

��
!  ���������Æ�
�

f�� f1 ��
T̂ A

σ (M1 ×M2 × R
N )

T̂ A

σ
(pr2)

qqqqxxqqqq ��
T̂ A

σ
(pr1) //&&MMMMMMMMMMMMM T̂ A

σ (M1 × R
N )

T̂ A

σ
(p1)

qqqqxxqqqqqq ��T̂ A
σ (M2 × R

N )

��
T̂ A

σ
(p2) //

R
N

σ��T A(M1 ×M2 × R
N )

T A(pr2)
qqqqqxxqqqqq &&MMMMMMMMMMMM T A(pr1) // T A(M1 × R

N )

T A(p1)
qqqqqxxqqqqq

T A(M2 × R
N ) T A(p2) // T A(RN )

.

Â ñèëó òîãî, ÷òî �óíêòîð Âåéëÿ T A :Mf → FM ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå [2℄, äëÿ
MfN -ìîð�èçìîâ f1 è f2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé Mf -ìîð�èçì h : E × R

N →
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→ T A(M1×M2×R

N) , òàêîé, ÷òî âñå äèàãðàììû ñî ñòðåëêàìè â íèæíåå îñíîâàíèåäèàãðàììû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå, êîììóòàòèâíû.Ïîñêîëüêó äèàãîíàëüíûé âåðòèêàëüíûé êâàäðàò ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿåòñÿ äèà-ãðàììîé îáðàòíîãî îáðàçà, äëÿ äâóõ Mf -ìîð�èçìîâ h : E ×R
N → T A(M1 ×M2×

×R
N ) è h̃ = T̂ A

σ (p1) ◦ f1 = T̂ A
σ (p2) ◦ f2 : M × R

N → R
N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íûé Mf -ìîð�èçì f : M × R

N → T̂ A
σ (M1 ×M2 × R

N ) , òàêîé, ÷òî âñå äèàãðàììûñî ñòðåëêàìè â âåðõíåå îñíîâàíèå êîììóòàòèâíû. Èç êîììóòàòèâíîñòè âñåé ýòîéäèàãðàììû, à òàêæå èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàìì
E × R

N
δα◦fα //�� T A(Mα × R

N )��
M × R

N
f̄α // Mα × R

Nñëåäóåò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ FMN -ìîð�èçìîì.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ FMN -ìîð�èçìîâ f1 è f2 ñóùå-ñòâóåò åäèíñòâåííûé FMN -ìîð�èçì f , òàêîé, ÷òî T̂ A
σ (pr1)◦f = f1 è T̂ A

σ (pr2)◦f =

= f2 . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêòîð Âåéëÿ T̂ A
σ ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå.3. Ýêâèâàëåíòíûå �óíêòîðû íà êàòåãîðèè MfNÈññëåäóåì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äâà �óíêòîðà T̂ A

σ1
è T̂ A

σ2
,îïðåäåëÿåìûå ðàçëè÷íûìè ñå÷åíèÿìè σ1, σ2 : R

N → T A
R

N , ýêâèâàëåíòíû. Ïðèýòîì ýêâèâàëåíòíîñòü ïîíèìàåòñÿ íàìè â ñëåäóþùèì ñìûñëå [17℄.Åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìåæäó äâóìÿ �óíêòîðàìè F1, F2 : C→ D íàçû-âàåòñÿ ñåìåéñòâî D-ìîð�èçìîâ Φ = {ΦA : F1(A) → F2(A)}A∈C , èíäåêñèðîâàííîåñåìåéñòâîì îáúåêòîâ èç C è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî
f : A→ B ∈ Mor(C) äèàãðàììà

F1(A)
F1f //

ΦA �� F1(B)

ΦB��
F2(A)

F2f // F2(B)êîììóòàòèâíà â êàòåãîðèè D . Ìîð�èçì ΦA íàçûâàþò êîìïîíåíòîé åñòåñòâåííîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Φ : F1 → F2 .Åñëè âñå êîìïîíåíòû ΦA åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Φ : F1 → F2 ÿâëÿþòñÿèçîìîð�èçìàìè, òî Φ íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ èëè èçîìîð�èç-ìîì �óíêòîðîâ Φ : F1
∼= F2 .�àññìîòðèì �óíêòîð T̂ A

σ :MfN → FMN . Ñå÷åíèå σ : R
N → T A

R
N îïðåäåëÿåòñåìåéñòâî ïîäàëãåáð {Bσ(t) ⊂ A}t∈RN ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü q � âûñîòà àëãåáðû A . �àññìîòðèì àëãåáðó ñðåçàííûõ ìíîãî÷ëå-íîâ R(N, q) ñ íàáîðîì îáðàçóþùèõ {τ1, . . . , τN} . Ñîîòâåòñòâèå (τa 7→

◦
σa(t),

a = 1, . . . , N) îïðåäåëÿåò ãîìîìîð�èçì ëîêàëüíûõ àëãåáð ξσ(t) : R(N, q) → Aïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì t ∈ R
N , îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäàë-ãåáðà Bσ(t) . Ïóñòü

ξσ : R(N, q)× R
N → A× R

N (14)åñòü îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèÿìè ξσ(α, t) = (ξσ(t)(α), t) .



ÔÓÍÊÒÎ�Û ÒÈÏÀ ÂÅÉËß 45Òåîðåìà 1. Ïóñòü σ1 , σ2 : R
N → T A

R
N � äâà ñå÷åíèÿ, à ξσ1

è ξσ2
� ñîîòâåò-ñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ (14). Ôóíêòîðû T̂ A

σ1
è T̂ A

σ2
ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò MfN -ìîð�èçì η : A×R

N → A×R
N , óäîâëåòâîðÿþùèéñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) îãðàíè÷åíèå ηt : A → A ìîð�èçìà η íà ñëîé t = const , ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð-�èçìîì àëãåáðû A ïðè êàæäîì t ∈ R

N ;2) η ◦ ξσ1
= ξσ2

.Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêòîðû T̂ A
σ1

è T̂ A
σ2

ýêâèâàëåíò-íû. Òîãäà êàæäîìó îáúåêòó M × R
N ∈ Ob(MfN ) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ΦM ∈

∈ Mor(FMN ) òàê, ÷òî äèàãðàììà
T̂ A

σ1
(M × R

N )
T̂ A

σ1
(f) //

ΦM�� T̂ A
σ1

(W × R
N )

ΦW��
T̂ A

σ2
(M × R

N )
T̂ A

σ2
(f) // T̂ A

σ2
(W × R

N )

(15)êîììóòàòèâíà ïðè ëþáîì f ∈ Mor(MfN ) .Ó÷èòûâàÿ èçîìîð�èçì T̂ A
σi

(M × R
N ) = T AM × R

N è ðàññìàòðèâàÿ ïîäìíî-æåñòâî íå çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ ìîð�èçìîâ f = f × id , ãäå f : M → W �ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíê-òîðîâ Âåéëÿ íà êàòåãîðèè Mf ñîîòâåòñòâóþò ãîìîìîð�èçìàì àëãåáð Âåéëÿ [2℄.�àññìîòðèì ñëó÷àé M = W = R . Â ýòîì ñëó÷àå ΦR = η× id , ãäå η : T A
R→ T A

R �àâòîìîð�èçì àëãåáð Âåéëÿ. Ïóñòü f : R×R
N → R×R

N � ïðîèçâîëüíûé ìîð�èçìèç êàòåãîðèè MfN . Â êîîðäèíàòàõ (X, t) íà T̂ A
σ (R × R

N ) ìîð�èçì T̂ A
σ (f) èìååòâèä

Y = f(x, t) +

q∑

p+s=1

1

p!s!

∂|p+s|f

∂xp∂ts
◦

X
p ◦
σs(t).Äèàãðàììà åñòåñòâåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè (15) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

ΦR

(
∂f

∂xp∂ts
◦
σs

1

◦

X
p

)
=

∂f

∂xp∂ts
◦
σs

2

(
ΦR(

◦

X)
)p

, (16)ãäå ◦
σa

1(t) , ◦
σa

2(t) � êîîðäèíàòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñå÷åíèé σ1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî,
f = f(x, t) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, à s � ìóëüòèèíäåêñ. Äëÿ �óíêöèè f = c + ta(íå çàâèñÿùåé îò x) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∂f

∂xp∂ts
= δ0

pδa
s ,ãäå δa

p � îáîáùåííûé ñèìâîë Êðîíåêåðà. Èç ðàâåíñòâà (16) äëÿ ýòîé �óíêöèè ïîëó-÷àåì, ÷òî ΦR(
◦
σa

1) =
◦
σa

2 . Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå η = ΦR : A × R
N → A × R

Nÿâëÿåòñÿ ïîñëîéíûì àâòîìîð�èçìîì ëîêàëüíûõ àëãåáð, è ïðè ýòîì îáðàçóþùèå
{
◦
σ1

1, . . . ,
◦
σN

1 } ïîäàëãåáðû Bσ1
(t) îòîáðàæàþòñÿ â îáðàçóþùèå { ◦σ1

2, . . . ,
◦
σN

2 } ïîäàë-ãåáðû Bσ2
(t) .2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîð�èçì η : A× R

N → A× R
N , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-âèÿì òåîðåìû, ñóùåñòâóåò. Äëÿ êàæäîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ìîæíî îïðå-äåëèòü îòîáðàæåíèå

Φ(η)M : T̂ A

σ1
(M × R

N )→ T̂ A

σ2
(M × R

N ), (17)



46 �.Í. ÁÓØÓÅÂÀêîòîðîå â êàðòàõ (W̃ A(σ1), h̃
A(σ1)) è (W̃ A(σ2), h̃

A(σ2)) , èíäóöèðîâàííûõ îäíîé èòîé æå êàðòîé (W A, hA) íà T A(M × R
N) , çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(X i, t)→ (ηt(X
i), t). (18)Äåéñòâèòåëüíî, òî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿìè (18) îòîáðàæåíèå (17) îïðåäåëÿåòñÿ êîð-ðåêòíî, ñëåäóåò èç �îðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (10):

ηt(X
i
β) = ηt




q∑

|r+p|=0

1

r!p!

∂|r+p|(hi
β ◦ h−1

α )

∂xr∂tp
◦

X
r
α

◦
σp

1(t)



 =

=

q∑

|r+p|=0

1

r!p!

∂|r+p|(hi
β ◦ h−1

α )

∂xr∂tp
(ηt(

◦

X
∗
α))r ◦

σp
2(t).Ïóñòü òåïåðü f : M × R

N → W × R
N , yi = f i(xk, t) , � ïðîèçâîëüíûé MfN -ìîð-�èçì. Ïîêàæåì, ÷òî äèàãðàììà (15) êîììóòàòèâíà. Îòîáðàæåíèå Φ(η)M òî÷êóñ êîîðäèíàòàìè (X i, t) ïåðåâîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (ηt(X

i), t) , êîòîðàÿ, âñâîþ î÷åðåäü, ïðè îòîáðàæåíèè T̂ A
σ2

(f) ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (Zi, t) ,ãäå
Zi =

q∑

|r+p|=0

1

r!p!

∂|r+p|f i

∂xr∂tp
(ηt(

◦

X
∗))r ◦

σp
2(t).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòîáðàæåíèå T̂ A

σ1
(f) òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (X i, t) ïåðåâîäèò âòî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (Y i, t) íà T̂ A

σ1
(W × R

N ) , ãäå
Y i =

q∑

|r+p|=0

1

r!p!

∂|r+p|f i

∂xr∂tp
◦

X
r ◦
σp

1(t).Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ηt : A → A � àâòîìîð�èçì àëãåáðû A è η(σa
1 ) = σa

2 , òîîòîáðàæåíèå Φ(η)W ïåðåâîäèò òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (Y i, t) â òî÷êó ñ òåìè æåñàìûìè êîîðäèíàòàìè (Zi, t) . Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà (15) êîììóòàòèâíà.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ t ∈ R
N àëãåáðû Bσ1

(t) è Bσ2
(t) íåèçî-ìîð�íû, òî �óíêòîðû T̂ A

σ1
è T̂ A

σ2
íåýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ �óíêòîðîâ T̂ A

σ1
è T̂ A

σ1
âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ òåîðåìû. Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ∈ R

N îãðàíè÷åíèå ηt ìîð�èçìà η ÿâëÿåòñÿèçîìîð�èçìîì àëãåáð Bσ1
(t) è Bσ2

(t) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Òî, ÷òî èçîìîð�èçìà àëãåáð Bσ1
(t) è Bσ2

(t) äëÿ êàæäîãî t ∈ R
N , åùå íåäîñòà-òî÷íî äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè �óíêòîðîâ T̂ A

σ1
è T̂ A

σ2
, ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.Ïðèìåð 2. Ïóñòü N = 1 . �àññìàòðèâàåì àëãåáðó ñðåçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

R(2, 2) ñ áàçèñîì {1, ε1, ε2, ε
2
1, ε

2
2, ε1ε2} . �àçëîæåíèå ýëåìåíòà àëãåáðû X ∈ R(2, 2)ïî ýòîìó áàçèñó çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

X = x + x1ε1 + x2ε2 + x12ε1ε2 + x11ε
2
1 + x22ε

2
2 .�àññìîòðèì ñå÷åíèÿ σ1, σ2 : R→ R(2, 2) ñëåäóþùåãî âèäà σ1(t) = t + ε2

1 è σ2(t) =
= t+ε2

1+ε2
2 . Â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèå σ1 îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó B1 = L{1, ε2

1}
∼= R(ε) ,à ñå÷åíèå σ2 îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó B2 = L{1 , ε2

1 + ε2
2}
∼= R(ε) .



ÔÓÍÊÒÎ�Û ÒÈÏÀ ÂÅÉËß 47Ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîðåìû �óíêòîðû T̂
R(2,2)
σ1

è T̂
R(2,2)
σ2

ýêâèâàëåíòíû òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò àâòîìîð�èçì η : R(2, 2)→ R(2, 2) , òàêîé, ÷òî
η(ε2

1) = ε2
1 + ε2

2. (19)Ïóñòü η : R(2, 2)→ R(2, 2) � íåêîòîðûé àâòîìîð�èçì è
η(ε1) = x1ε1 + x2ε2 + x12ε1ε2 + x11ε

2
1 + x22ε

2
2.Òîãäà

η(ε2
1) = x2

1ε1 + x2
2ε2 + 2x1x2ε1ε2. (20)Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèõ x1 è x2 , ïðè êîòîðûõ âûðàæåíèÿ (19) è (20) ñîâïàäàþò, íåñóùåñòâóåò.Âûïèøåì äëÿ èëëþñòðàöèè ìîð�èçìû T̂

R(2,2)
σ1

(f) è T̂
R(2,2)
σ2

(f) äëÿ f : R
n×R→

→ R× R .
T̂ R(2,2)

σ1
(f)(X i) = f(xi, t)+

∂f

∂xi
xi

1ε1 +
∂f

∂xi
xi

2ε2 +

(
∂f

∂xi
ẋi

11 +
∂2f

∂xi∂xj
xi

1x
j
1 +

∂f

∂t

)
ε2
1+

+

(
∂f

∂xi
xi

22 +
∂2f

∂xi∂xj
xi

2x
j
2

)
ε2
2 +

(
∂f

∂xi
xi

12 + 2
∂2f

∂xi∂xj
xi

1x
j
2

)
ε1ε2 =

= y + y1ε1 + y2ε2 + y11ε
2
1 + y22ε

2
2 + y12ε1ε2,

T̂ R(2,2)
σ2

(f)(X i) = f(xi) +
∂f

∂xi
xi

1ε1 +
∂f

∂xi
xi

2ε2 +

(
∂f

∂xi
xi

11 +
∂2f

∂xi∂xj
xi

1x
j
1 +

∂f

∂t

)
ε2
1+

+

(
∂f

∂xi
xi

22 +
∂2f

∂xi∂xj
xi

2x
j
2 +

∂f

∂t

)
ε2
2 +

(
∂f

∂xi
xi

12 + 2
∂2f

∂xi∂xj
xi

1x
j
2

)
ε1ε2 =

= y + y1ε1 + y2ε2 + y11ε
2
1 + y22ε

2
2 + y12ε1ε2.Îáà âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò çà èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííûõ y22 , îòëè÷àþùèõñÿ íà ïðî-èçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå. Ýòîò �àêò åùåðàç óêàçûâàåò, ÷òî íèêàêîãî âçàèìîîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êîîðäèíàòà-ìè óñòàíîâèòü íåëüçÿ.Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó ê �óíêòîðàì T̂ A è V A , ïîëó÷àåì ñëåäó-þùååÏðåäëîæåíèå 3. Îáîáùåííûé �óíêòîð Âåéëÿ T̂ A è âåðòèêàëüíûé �óíêòîðÂåéëÿ V A íå ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïîíåíòû ñå÷åíèÿ σ1 : ta → ta + εa , ñîîòâåòñòâóþùåãî�óíêòîðó T̂ A , ïîðîæäàþò âñþ àëãåáðó A . Êîìïîíåíòû ñå÷åíèÿ σ2 : ta → ta ,ñîîòâåòñòâóþùåãî �óíêòîðó V A , ïîðîæäàþò ïîäàëãåáðó B = L{1} ∼= R ⊂ A .Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ �óíêòîðîâ T̂ A

σ1
è T̂ A

σ2
ìîð�èçì η = A×R

N → A×R
N , îñó-ùåñòâëÿþùèé ýêâèâàëåíòíîñòü Φ(η) : T̂ A

σ1
≃ T̂ A

σ2
, ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷-íî. Åñëè äâà ìîð�èçìà η1 è η2 îñóùåñòâëÿþò ýêâèâàëåíòíîñòü �óíêòîðîâ T̂ A

σ1
è

T̂ A
σ2
, òî êîìïîçèöèÿ η = η−1

2 ◦η1 áóäåò îïðåäåëÿòü ýêâèâàëåíòíîñòü Φ(η) : T̂ A
σ1
≃ T̂ A

σ1�óíêòîðà T̂ A
σ1

ñàìîìó ñåáå. Î÷åâèäíî, âñåãäà èìååòñÿ òðèâèàëüíàÿ ýêâèâàëåíò-íîñòü Φ(η) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîæäåñòâåííîìó àâòîìîð�èçìó η = id : A → A .Íåòðèâèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåò ñóùåñòâîâàòü, åñëè èìååòñÿ íåòîæäåñòâåí-íûé àâòîìîð�èçì η : A → A , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ: η ◦ ξσ1
= ξσ1

. Îòñþäàâûòåêàåò ñëåäóþùåå



48 �.Í. ÁÓØÓÅÂÀÏðåäëîæåíèå 4. Ìíîæåñòâî âñåõ åñòåñòâåííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé Φ :
T̂ A

σ ≃ T̂ A
σ íàõîäèòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì MfN -ìîð�èçìîâ η : A× R

N → A× R
N , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) îãðàíè÷åíèå ηt : A → A ìîð�èçìà η íà ñëîé t = const , ÿâëÿåòñÿ àâòîìîð-�èçìîì àëãåáðû A ïðè êàæäîì t ∈ R

N ;2) η ◦ ξσ = ξσ .Â ñëó÷àå îáîáùåííîãî �óíêòîðà Âåéëÿ T̂ A ñå÷åíèå σ çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
σa(t) = ta + εa . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (2) ïðåäëîæåíèÿ 4 èìååò âèä ηt(

◦
σa(t)) =

=
◦
σa(t) , ãäå { ◦σa(t) = εa} , a = 1, . . . , N , � ïñåâäîáàçèñ àëãåáðû A . Èç ñîîòíîøåíèé

ηt(ε
a) = εa ñëåäóåò, ÷òî ηt = id . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå èçïðåäëîæåíèÿ 4.Ïðåäëîæåíèå 5. Èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ åñòåñòâåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü Φ :

T̂ A ≃ T̂ A , ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé íàáîð òîæäåñòâåííûõ ìîð�èçìîâ id : T AM×
×R

N → T AM × R
N .Ïðèìåð 3. Ôóíêòîð T̂

R(2,2)
σ1 , ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå 2, äîïóñêàåò íåòðèâè-àëüíûå åñòåñòâåííûå ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâèåì

(xi
1, x

i
2, x

i
11, x

i
22, x

i
12) 7→ (xi

1, axi
2, x

i
11, a

2xi
22, axi

12) ,ãäå a � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.Ïðèìåð 4. Äëÿ âåðòèêàëüíîãî �óíêòîðà Âåéëÿ V A ñå÷åíèå σ çàäàåòñÿ óðàâ-íåíèÿìè σa(t) = ta . Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (2) ïðåäëîæåíèÿ 4 èìååò âèä ηt(
◦
σa(t)) =

=
◦
σa(t) , ãäå ◦

σa(t) = 0 . Èç ñîîòíîøåíèé ηt(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ηt � ëþáîé àâòîìîð-�èçì àëãåáðû A . SummaryG.V. Bushueva. Weil funtors for the ategory of manifolds depending on parameters.A Weil funtor T A : Mf → FM de�ned of loal Weil algebra A assigns to an objet
M ×R

N
→ R

N of the ategory MfN of manifolds depending on N parameters the �bration
T A(M × R

N ) → T A
R

N . In this artile we show that any ross-setion R
N

→ T A
R

N induesthe produt preserving funtor on the ategory MfN . We obtain ondition of the equivalenefor these funtors. Ëèòåðàòóðà1. Weil A. Th�eorie des points prohes sur les vari�et�etes diff�erentiables // Colloque Int. CentreNat. Reh. Si. � Strasbourg, 1953. � V. 52. � P. 111�117.2. Kol�a�r I., Mihor P., Slov�ak J. Natural operations in di�erential geometry. � BerlinHeidelberg: Springer-Verlag, 1993. � 434 p.3. Øóðûãèí Â.Â. �ëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàä ëîêàëüíûìè àëãåáðàìè è ðàññëîåíèÿ Âåéëÿ// Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðåìåííàÿ ìàòåì. è åå ïðèëîæ. Ò. 73. Òåìàòè÷åñêèåîáçîðû. � Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 2002. � Ñ. 162�236.4. Shurygin V.V. The struture of smooth mappings over Weil algebras and the ategoryof manifolds over algebras // Lobahevskii J. of Math. � 1999. � V. 5. � P. 29�55 (URL:http://ljm.ksu.ru).
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