
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 156, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2014
ÓÄÊ 517.54Î ÂÛÕÎÄÅ ÈÇ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ �ÀÕÎÂÀ,ÊÎÍÒ�ÎËÈ�ÓÅÌÎÌ ÓÑËÎÂÈßÌÈÏÎÄ×ÈÍÅÍÍÎÑÒÈÀ.Â. ÊàçàíöåâÀííîòàöèÿÌíîæåñòâî �àõîâà G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ âñåõ ãîëîìîð�íûõ è ëîêàëüíî îäíî-ëèñòíûõ �óíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå, èìåþùèõ íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ �à-õîâà. Äëÿ ðÿäà èçâåñòíûõ ïîäêëàññîâ îäíîëèñòíûõ �óíêöèé ïðè íàëè÷èè íóëåâîãî êîð-íÿ óðàâíåíèÿ �àõîâà äàíî ý��åêòèâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé âûõîäà èç G ;òàêîé âûõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, êîòîðûé îòâå÷àåò íåóëó÷øàåìîéïîñòîÿííîé â ñîîòâåòñòâóþùåì óñëîâèè åäèíñòâåííîñòè êîðíÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî âûõîä èç Gìîæåò ïðîèñõîäèòü çà ñ÷åò áè�óðêàöèé òîëüêî äâóõ òèïîâ: 1) ìàêñèìóì â íóëå ïåðåõîäèòâ äâà ìàêñèìóìà è ñåäëî; 2) âîçíèêàåò íåíóëåâîå ïîëóñåäëî, ðàñïàäàþùååñÿ çàòåì â ñåäëîè ìàêñèìóì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ, êîí�îðìíûé ðàäèóñ, áè�óðêàöèèêðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ìíîæåñòâî �àõîâà, êëàññ çâåçäîîáðàçíûõ �óíêöèé, óñëîâèÿ ïîä÷è-íåííîñòè. ÂâåäåíèåÈçâåñòíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü
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1 − |ζ|2 (1)îáúåäèíÿåò ïðîáëåìàòèêó äâóõ íàïðàâëåíèé: âîñõîäÿùåé ê Ä. Ïîëèà, �. Ñåãå [1℄è Õ. Õèãè [2℄ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà è õàðàêòåðà ýêñòðåìóìîâ êîí�îðìíûõðàäèóñîâ ïëîñêèõ îáëàñòåé (ñì. òàêæå [3℄) è íà÷àòîãî Ô.Ä. �àõîâûì â [4℄ èñ-ñëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè âíåøíåé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è ïî ïàðàìåòðó s ñíå�èêñèðîâàííûì ïîëþñîì. Ôèãóðèðóþùàÿ â ëåâîé ÷àñòè (1) �óíêöèÿ hf íà-çûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ãîëîìîð�íîé â D = {ζ ∈ C : |ζ| < 1}�óíêöèè f [5, 6℄; â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå Ïîëèà �Ñåãå �Õèãè âåëè÷èíà hf (ζ)ñîâïàäàåò ñ (âíóòðåííèì) êîí�îðìíûì ðàäèóñîì îáëàñòè f(D) â òî÷êå f(ζ) [2℄.Ýêâèâàëåíòíîñòü (1) áûëà èçâåñòíà åùå Ô.Ä. �àõîâó (â òåðìèíàõ ϕ = f ′ ) [4℄è Ý. Ïåøëþ [7℄, íî â ñâÿçè ñ ýêñòðåìóìàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ âïåðâûåïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ðàáîòå [8℄. Îñíîâàííàÿ íà (1) ñòàòüÿ [9℄ (ñ îïîðîé íà ìíîãî-ñâÿçíûé àíàëîã [10℄) ïåðåêëþ÷èëà ïîèñê óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè ñ ðåøåíèé âíåø-íåé çàäà÷è íà êðèòè÷åñêèå òî÷êè �óíêöèè hf (ñì. [11�13℄). Óðàâíåíèå èç ïðàâîé÷àñòè (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �àõîâà.Ïóñòü H � êëàññ âñåõ �óíêöèé f , ãîëîìîð�íûõ â D. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñåãî ïîäêëàññîì H0 , ñîñòîÿùèì èç ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ â D �óíêöèé f (òî åñòü
f ′(ζ) 6= 0 ïðè ζ ∈D) 
 íîðìèðîâêàìè f(0) = f ′(0) − 1 = 0 . ×åðåç Mf îáîçíà÷èììíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê �óíêöèè hf â D, ÷åðåç kf � èõ êîëè÷åñòâî. Ýëå-ìåíòû a ∈ Mf èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ õàðàêòåðèñòèê � ãàóññîâîé êðèâèçíû31
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Kf (ζ) ïîâåðõíîñòè h = hf(ζ) íàä D è èíäåêñà γf (a) âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇hf (ζ) �è ìîãóò áûòü òîëüêî òðåõ òèïîâ: ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (γf (a) = +1), ñåäëî (γf (a) =
= −1) è ïîëóñåäëî (γf (a) = 0) [14℄.�àññìîòðèì ìíîæåñòâî �àõîâà G = {f ∈ H0 : kf ≤ 1} (ñì. [15, 16℄). Èñïîëüçî-âàíèå ñîîòíîøåíèÿ kf ≤ 1 (à íå kf = 1) îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íåêîòîðûå ïîäêëàññû
H0 , â êîòîðûõ èç Mf 6= ∅ ñëåäóåò kf = 1 , ñîäåðæàò ýëåìåíòû f ñ kf = 0 . Ïðèìåð �êëàññ N �óíêöèé f ∈ H ñ óñëîâèåì Íåõàðè [17℄

(1 − |ζ|2)2
∣∣{f, ζ}

∣∣ ≤ 2, ζ ∈ D, (2)ãäå {f, ζ} = (f ′′/f ′)′(ζ) − (f ′′/f ′)2(ζ)/2 � øâàðöèàí; äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè
f ∈ N , f ′′(0) = 0, f(D) 6= ïîëîñà ⇒ kf = 1 ñîäåðæèòñÿ â [18℄ (ñì. òàêæå [3, 13℄).Êàê èçâåñòíî [17℄, óñëîâèÿ f ∈ H è (2) îáåñïå÷èâàþò îäíîëèñòíîñòü f , îòêóäà,â ÷àñòíîñòè, N ⊂ H0 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f(ζ) = ln(1/(1 − ζ)) ∈ N è kf = 0 .Ìíîæåñòâî �àõîâà ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïîäìíîæåñòâ
G1 = {f ∈ H0 : kf = 1, γf (Mf ) = +1} , G0 = {f ∈ H0 : kf = 0} è Gs = {f ∈ H0 :
kf = 1, γf(Mf ) 6= +1} . Ïîñëåäíåå èç íèõ ñîäåðæèò, íàïðèìåð, �óíêöèþ èç ïðè-ìåðà 1 íèæå, à òàêæå �óíêöèþ f(ζ) = ζ/(1 − ζ2) . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Mf = {0} ,òîëüêî â ïåðâîì òî÷êà ζ = 0 � ïîëóñåäëî, à âî âòîðîì � ñåäëî ïîâåðõíîñòè h =
= hf (ζ) .Îäíèì èç ñïîñîáîâ èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâà �àõîâà ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèå �óíê-öèè f ∈ H0 â ñåìåéñòâî åå ¾ëèíèé óðîâíÿ¿ fr(ζ) = f(rζ)/r ñ ïîñëåäóþùèì èçó-÷åíèåì äèíàìèêè ìíîæåñòâ Mfr , 0 ≤ r ≤ 1 (Mf0

:= {0}). Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿñëîåíèå Rf [0, 1] =
⋃

r∈[0,1]

Mfr × {r} è �óíêöèîíàë
rf = sup {ξ ∈ [0, 1] : r ∈ [0, ξ] =⇒ kfr = 1} (3)ïåðâîãî âûõîäà èç ìíîæåñòâà G âäîëü ¾ëèíèé óðîâíÿ¿ �óíêöèè f ∈ H0 . Êîð-ðåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ rf îïèðàåòñÿ íà äâà ìîìåíòà: 1) ïðè r < 1 �óíêöèÿ frïðèíàäëåæèò ìàëîìó êëàññó Áëîõà B0 = {g ∈ H : limζ → ∂D hg(ζ) = 0} , òàê ÷òî

kfr > 0 , è 2) ìíîæåñòâî â (3), òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ rf , âñåãäàñîäåðæèò îòðåçîê [0, ξf ] , íà êîòîðîì kfr = 1 ; â êà÷åñòâå ξf ìîæíî âçÿòü ðàäèóñâûïóêëîñòè �óíêöèè f .Ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ìíîæåñòâ âèäà Rf [0, 1] èçó÷åíî â ðàáîòàõ [3, 6℄; ÷àñòü ïî-ëó÷åííûõ òàì ðåçóëüòàòîâ, íåîáõîäèìóþ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, îáúåäèíÿåòñëåäóþùàÿËåììà 1. Ïóñòü f ∈ H0 è α � èçîëèðîâàííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Mfρ ,
0 < ρ < 1 . Åñëè α = 0 , òî 0 ∈ Mfr äëÿ ëþáîãî r ≤ 1 ; ñëîåíèå Rf [0, 1] äîïóñêàåòáè�óðêàöèþ â òî÷êå (0, ρ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ =

√
2/|{f, 0}|. Ïðè ýòîì

α = 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà hfr , êîãäà r < ρ , è ñ ðîñòîì r âîçìîæíû òðè ñöåíàðèÿáè�óðêàöèè ¾íàä¿ r = ρ : à) ìàêñèìóì ïåðåõîäèò â ñåäëî ñ îòâåòâëåíèåì äâóõìàêñèìóìîâ (áè�óðêàöèÿ òèïà Ψ); á) ìàêñèìóì è äâà ñåäëà ñëèâàþòñÿ â ñåäëî;â) ìàêñèìóì è ñåäëî ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè, ïåðåõîäÿ ÷åðåç ïîëóñåäëî.Åñëè ρ = rf è íåðàâåíñòâî kfr > 1 ïðè r > ρ âáëèçè ρ âûïîëíÿåòñÿ çà ñ÷åòáè�óðêàöèè Rf [0, 1] â òî÷êå (α, ρ) , òî ýòà áè�óðêàöèÿ � îäíîãî èç äâóõ òèïîâ:
Ψ èëè ∪ . Ïîñëåäíèé ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå α 6= 0 è îçíà÷àåò,÷òî α � ïîëóñåäëî, ðàñïàäàþùååñÿ íà ìàêñèìóì è ñåäëî ñ ðîñòîì r .Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ íàðóøåíèå åäèíñòâåííîñòè íóëåâîãî êîðíÿóðàâíåíèÿ �àõîâà, òî åñòü íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü �óíêöèè f ∈ H0 ñ äîïîëíè-òåëüíûì óñëîâèåì f ′′(0) = 0 . Äëÿ X ⊂ H0 ââåäåì îáîçíà÷åíèå X̃ = {f ∈ X :

f ′′(0) = 0} ; òàêèì îáðàçîì, G̃ = G̃1

⊔ G̃s .



Î ÂÛÕÎÄÅ ÈÇ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ �ÀÕÎÂÀ 33Çàìå÷àíèå 1. Êàê ïîêàçàíî â [6℄, ìíîæåñòâî G̃1 çâåçäîîáðàçíî ïî ¾ëèíèÿìóðîâíÿ¿: åñëè f ∈ G̃1 , òî fr ∈ G̃1 äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, 1) . Åñëè æå f ∈ G̃s , òî ïðè
r < 1 , áëèçêèõ ê 1, èìååì kfr > 1 . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.1) Ïóñòü γf (0) = −1 . Òîãäà åñëè Kf(0) 6= 0 , òî ïî ëåììå 2 èç [6℄ äëÿ ëþáîãî
r < 1 âáëèçè 1 áóäåò γfr (0) = −1 , à òàê êàê fr ∈ B0 , òî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2 èç [6℄,ìíîæåñòâî Mfr , êðîìå ñåäëà â ζ = 0 , ñîäåðæèò òî÷êó ìàêñèìóìà. Òàêîé æå ðå-çóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ è ïðè Kf (0) = 0 , òîëüêî óæå ïî ëåììå 1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àåèìååò ìåñòî |{f, 0}| = 2 (âûðàæåíèå äëÿ Kf(0) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãîñîìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ 4 − |{f, 0}|2 ).2) Åñëè γf (0) = 0 , òî Kf (0) = 0 (ñì., íàïðèìåð, [3℄), è âíîâü ïðèìåíÿåòñÿëåììà 1.Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèâåäåì ñëåäóþùèéÏðèìåð 1. Ñëîåíèå Rf [0, 1] äëÿ �óíêöèè f(ζ) =

∫ ζ

0 e−2t(1− t)−2dt ∈ G̃s ñîñòî-èò èç äâóõ êîìïîíåíò � îòðåçêà r0 = {0}× [0, 1] è êðèâîé r1 = {(x, r(x)) : x ∈ [0, 1]} ,ãäå r(x) = 2/(x +
√

4 − 3x2) . Èìååì r(0) = r(1) = 1 è rf = minx∈[0,1] r(x) =

= r(1/
√

3) =
√

3/2 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ r ∈ [0,
√

3/2) áóäåò fr ∈ G̃1 (Mfr = {0})è âîçíèêàþùåå ïðè r =
√

3/2 ïîëóñåäëî ζ = 1/
√

3 ðàñïàäàåòñÿ çàòåì íà ñåäëî
ζs(r) = (1 −

√
4r2 − 3)/(2r) è ìàêñèìóì ζm(r) = (1 +

√
4r2 − 3)/(2r) ; ïðè r = 1ñåäëî ζs(r) ñëèâàåòñÿ ñ ìàêñèìóìîì ζ = 0 â ïîëóñåäëî, à ζm(r) âûõîäèò íà ∂D.Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà èçâåñòíûõ ïîäêëàññà îäíîëèñòíûõ �óíêöèé: êëàññ

S∗ �óíêöèé f ∈ H , f(0) = f ′(0) − 1 = 0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çâåçäîîáðàç-íîñòè Re ζf ′(ζ)/f(ζ) > 0 , ζ ∈ D , à òàêæå êëàññ Àëåêñàíäåðà [19℄, ñîñòîÿùèé èçãîëîìîð�íûõ �óíêöèé f(ζ) = ζ +a2ζ
2 + · · · ñ îöåíêîé Ref ′(ζ) > 0 , ζ ∈ D ; ïîñëåä-íèé êëàññ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A . Åñëè f ∈ S̃∗ , òî èç óñëîâèÿ çâåçäîîáðàçíîñòèñëåäóåò, ÷òî

ζ
f ′(ζ)

f(ζ)
=

1 + ϕ(ζ)

1 − ϕ(ζ)
, ζ ∈ D, (4)ãäå 1) ϕ ∈ H è 2) |ϕ(ζ)| < 1 , ζ ∈ D, à èç (4) è f ′′(0) = 0 � ðàçëîæåíèå âèäà3) ϕ(ζ) = αζ2 + · · · . Êëàññ �óíêöèé ϕ ñî ñâîéñòâàìè 1) � 3) îáîçíà÷èì ÷åðåç V .�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó. Ïóñòü X � ïîäêëàññ H0 , òàêîé ÷òî X̃ 6= ∅ .Ââåäåì äâà îáúåêòà � âåëè÷èíó

ρ(X̃) := inf{rf : f ∈ X̃}è ñâÿçàííîå ñ íåé ýêñòðåìàëüíîå ìíîæåñòâî
E(X̃) := {f ∈ X̃ : rf = ρ(X̃)}.Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, îïðåäåëèâ çíà÷åíèå ρ(X̃) , äàòü ý��åêòèâíîå îïèñà-íèå ìíîæåñòâà E(X̃) .Â ðàìêàõ ïðåäøåñòâóþùåãî ýòàïà èññëåäîâàíèé ïî óðàâíåíèÿì �àõîâà (ñì.,íàïðèìåð, [13, ñ. 36; 20℄) âåëè÷èíà ρ(X̃) ðàññìàòðèâàëàñü áû êàê òî÷íàÿ (íåóëó÷-øàåìàÿ) ïîñòîÿííàÿ â óñëîâèè åäèíñòâåííîñòè
f ∈ X̃, r ≤ ρ(X̃) =⇒ kfr = 1íóëåâîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ �àõîâà äëÿ fr , à ìíîæåñòâî E(X̃) � êàê íàáîð �óíêöèé,ðåàëèçóþùèõ íåóëó÷øàåìîñòü óêàçàííîé ïîñòîÿííîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè f ∈

∈ E(X̃) , òî óñëîâèå r ≤ ρ(X̃) íå òîëüêî äîñòàòî÷íî, íî è íåîáõîäèìî äëÿ ðàâåíñòâà
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kfr = 1 . Ïîñòðîåíèå óñëîâèé åäèíñòâåííîñòè òðàäèöèîííî ïðåäïîëàãàëî âû÷èñëå-íèå íåóëó÷øàåìûõ ïîñòîÿííûõ è è óêàçàíèå îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ýêñòðåìàëüíûõìíîæåñòâ. Íîâèçíà ðàçâèâàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â ïîëíîì îïèñàíèè ìíîæåñòâà
E(X̃) .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà X ïðîáå-ãàåò ðÿä ïîäêëàññîâ S∗ è A . Ïðè ýòîì ñöåíàðèè âûõîäà èç ìíîæåñòâà �àõîâà âäîëü¾ëèíèé óðîâíÿ¿ äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå îáåèõ âîçìîæíîñòåé, îòêðûâàåìûõ ëåì-ìîé 1, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ áè�óðêàöèÿì êàê òèïà Ψ , òàê è ∪ . Êðîìå òîãî, äëÿîäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ óñëîâèé ïîä÷èíåííîñòè âèäà (4) ââîäÿòñÿ àíàëîãè¾ëèíèé óðîâíÿ¿ (ñ ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà âìåñòî r ), ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòüïðèâåäåííóþ ïîñòàíîâêó äëÿ ðàñøèðåíèÿ îïèñàíèÿ âûõîäà èç ìíîæåñòâà G̃1 .Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àâòîðà ïî ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåé-ñòâàì êîí�îðìíûõ ðàäèóñîâ â ðàáîòàõ [3, 5, 6, 16, 20�23℄ è íåêîòîðûõ äðóãèõ (ïîïîâîäó äâóïàðàìåòðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ñì. [24℄, à òàêæå ñòàòüþ [25℄ è áèáëèîãðà�èþê íåé). Â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè ïîñëóæèëè ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó ðåçóëüòàòû� 2 èç [11℄, â îñîáåííîñòè ïï. 1) è 2) òåîðåìû 4 è ïðèìåð 1.1. Ψ-Âûõîä èç ìíîæåñòâà �àõîâà ïî ¾ëèíèÿì óðîâíÿ¿ â S̃∗Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ âåðñèþ ëåììû Øâàðöà, êîíñòðóèðóåìóþ î÷å-âèäíûì îáðàçîì íà îñíîâå òåîðåì 1 è 4 èç [26, ãë. 8, � 1℄.Ëåììà 2. Åñëè ϕ(ζ) = γζ2 + · · · ∈ V , òî |γ| ≤ 1 . �àâåíñòâî èìååò ìåñòîòîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ϕ(ζ) = εζ2 , |ε| = 1 .Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ëþáîé f ∈ H0 
ëîåíèå Rf [0, 1] íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî-÷åê íà ∂D×(0, 1) . Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñêàÿ íàëè÷èå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Rf [0, 1] ∋
(ξn, rn) → (ξ0, r0) ∈ ∂D×(0, 1) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ â óðàâíåíèè �àõîâà

(1 − |ξn|2)rn

f ′′(rnξn)

f ′(rnξn)
= 2ξn,â ñèëó ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè f ïîëó÷èì 0 = 2ξ0 � ïðîòèâîðå÷èå. Ýòîãî �àêòàíàì áóäåò äîñòàòî÷íî, íî ìîæíî äîêàçàòü è áîëüøåå, à èìåííî, ñóùåñòâîâàíèå âîç-ðàñòàþùåé �óíêöèè R : (0, 1) → (0, 1) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, 1) ìíîæåñòâî

Mfr ñîäåðæèòñÿ â êðóãå |ζ| ≤ R(r) .Âàðèàíò âûõîäà èç ìíîæåñòâà G̃1 óñòàíàâëèâàåòÒåîðåìà 1. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî �óíêöèé èç f ∈ H0 
 óñëîâèÿìè
∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

∣∣∣∣ <
A|ζ|

1 − |ζ|2 , ζ ∈ D \ {0}, (5)è 0 < A = supf∈F |{f, 0}| < +∞ . Òîãäà ρ(F) = max{1,
√

2/A} è âûïîëíÿþòñÿñîîòíîøåíèÿ E(F) = F ïðè A ≤ 2 , E(F) = {f ∈ F : |{f, 0}| = A} ïðè A > 2 .Åñëè, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ ι : V → F : ϕ 7→ f , çàäàâàåìàÿïîä÷èíåííîñòüþ âèäà Φ(ζ; f(ζ)) ≺ F (ζ) , ζ ∈D, òàê, ÷òî f ′′(ζ)/f ′(ζ) = Aγζ + · · ·ïðè ϕ(ζ) = γζ2 + · · · , òî ρ(ι(V)) = ρ(F) . Â ýòîì ñëó÷àå E(ι(V)) = ι(V) äëÿ A ≤ 2è E(ι(V)) = {fε : Φ(ζ; fε) = F (εζ2), ζ ∈ D, |ε| = 1} äëÿ A > 2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (5) ñëåäóåò îöåíêà
∣∣∣∣
f ′′

r (ζ)

f ′
r(ζ)

∣∣∣∣ <
Ar2|ζ|

1 − r2|ζ|2 , ζ ∈ D \ {0}, (6)



Î ÂÛÕÎÄÅ ÈÇ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ �ÀÕÎÂÀ 35ñïðàâåäëèâàÿ ïðè âñåõ r ∈ (0, 1] , à òàêæå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè A ≤ 2 : ñîîòíî-øåíèÿ ρ(F) = 1 è E(F) = F ïî÷òè î÷åâèäíû è íàñëåäóþòñÿ ëþáûì ïîäñåìåéñòâîì
H ⊂ F .Ïóñòü A > 2 . Òîãäà èç (6) ÿñíî, ÷òî kfr = 1 ïðè 0 ≤ r ≤

√
2/A (íàïîìíèì:

Mf0
= {0} äëÿ ëþáîé f ∈ H0 ). Ïîýòîìó rf ≥

√
2/A , f ∈ F .Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ g ∈ F 
 rg =

√
2/A . Èíòåãðèðîâàíèåì (5) óáåæäàåìñÿâ òîì, ÷òî ñåìåéñòâî F � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå âíóòðè D. Ïîýòîìó ê ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè (fn) ñî ñâîéñòâîì |{fn, 0}| → A , n → ∞ , èçâëåêàåìîé èç F ïîîïðåäåëåíèþ A , ïðèìåíèì ïðèíöèï ñãóùåíèÿ [26, ñ. 20℄: èç (fn) âûáåðåì ïîäïîñëå-äîâàòåëüíîñòü (fnk

) , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ âíóòðè D ê ãîëîìîð�íîé �óíêöèè g .Î÷åâèäíî, g(0) = g′(0)− 1 = 0 , îòêóäà g 6≡ const ; ëîêàëüíóþ îäíîëèñòíîñòü �óíê-öèÿ g íàñëåäóåò ó (fnk
) íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ òåîðåì 1 è 2 íà ñ. 17 è 19 èç [26℄.Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòåí ïåðåõîä â (5) ê �óíêöèè g ; â èòîãå g ∈ F . Òàê êàê

|{g, 0}| = A , à ïî ëåììå 1 â òî÷êå (0, ρ) , ρ =
√

2/|{g, 0}|, ñëîåíèå Rg[0, 1] èìååòáè�óðêàöèþ, òî ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî âûøå äàííàÿ áè�óðêàöèÿ èìååò òèï Ψè rg = ρ =
√

2/A .Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ρ(F) =
√

2/A , E(F) 6= ∅ è ÷òî åñëè f ∈ F è |{f, 0}| = A ,òî f ∈ E(F) . Ïóñòü òåïåðü f ∈ E(F) , òî åñòü rf =
√

2/A . Ïîñêîëüêó Mf√
2/A

=

= {0} (ñì. (6)), â ñèëó ëåììû 1 óñëîâèå kfr = 1 ñ ðîñòîì r ìîæåò íàðóøàòüñÿòîëüêî çà ñ÷åò Ψ -áè�óðêàöèè ñëîåíèÿ Rf [0, 1] â òî÷êå (0, rf ) (çäåñü ñóùåñòâåííî,÷òî rf < 1 ñîãëàñíî A > 2 è Rf [0, 1] íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà ∂D×(0, 1) âñèëó (6); ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 2). Íî òîãäà rf =
√

2/|{f, 0}| (âíîâü ïî ëåììå 1),îòêóäà |{f, 0}| = A . Òàêèì îáðàçîì, E(F) = {f ∈ F : |{f, 0}| = A} .×òî êàñàåòñÿ ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, òî ðàçëîæåíèå f ′′/f ′ â çàâè-ñèìîñòè îò ϕ(ζ) = γζ2 + · · · äàåò |{f, 0}| = A|γ| . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ fε èìååì
|{fε, 0}| = A , à òàê êàê fε ∈ ι(V) ⊆ F , òî ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó áóäåò
fε ∈ E(F) , òî åñòü rfε =

√
2/A , |ε| = 1 . Êàê óñòàíîâëåíî âûøå, rf ≥ rfε äëÿëþáîé �óíêöèè f ∈ F , â ÷àñòíîñòè äëÿ ëþáîé f ∈ ι(V) . Ïîýòîìó ρ(ι(V)) =

√
2/A ,

fε ∈ E(ι(V)) è E(ι(V)) ⊂ E(F) .Â ïðåäïîëîæåíèè f ∈ E(ι(V)) ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ
|{f, 0}| = A . Íî ïî ëåììå 2 ( |γ| = 1) îíî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
f(ζ) = ι(εζ2) = fε(ζ) äëÿ íåêîòîðîãî ε ñ |ε| = 1 .Ñëåäñòâèå 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ρ(S̃∗) = 1/

√
3 . Ìíîæåñòâî ýêñòðå-ìàëüíûõ �óíêöèé E(S̃∗) èñ÷åðïûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì fε(ζ) = ζ/(1 − εζ2) , |ε| = 1 .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4), ϕ ∈ V , î÷åâèäíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷àåì

ζ
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
=

2ζϕ′(ζ)

1 − ϕ2(ζ)
+

2ϕ(ζ)

1 − ϕ(ζ)
, ζ ∈ D (ϕ(ζ) = γζ2 + · · · )îòêóäà ñëåäóåò (5) 
 A = 6 ñîãëàñíî [26, ñ. 323℄. Äàëåå, f ′′(ζ)/f ′(ζ) = 6γζ + · · · ,

|{f, 0}| = 6|γ| è ðàâåíñòâî |γ| = 1 ïî ëåììå 2 ïðèâîäèò ê f = fε , |ε| = 1 , îòêóäà, â÷àñòíîñòè, sup
f∈S̃∗

|{f, 0}| = |{fε, 0}| = 6 . Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 ïðèìåíèìà âñëó÷àå F = S̃∗ ; ïðè ýòîì ι � áèåêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïîä÷èíåííîñòüþ (4).Çàìå÷àíèå 3. Âû÷èñëåíèå rf = 1/
√

3 äëÿ f(ζ) = ζ/(1 − εζ2) , |ε| = 1 , áûëîïðîâåäåíî â [21, ñ. 29℄. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì r ∈ (1/
√

3, 1) ìíîæåñòâî Mfr ñî-äåðæèò òðè ýëåìåíòà: ñåäëî ζ = 0 è äâà ìàêñèìóìà ζ±(r) (ñ ÿâíî âûïèñûâàåìûìèâûðàæåíèÿìè), âûõîäÿùèõ íà ∂D ïðè r = 1 .



36 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂ2. ¾Ëèíèè óðîâíÿ¿, îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè ïîä÷èíåííîñòèÏóñòü äëÿ ëþáîãî b ∈ [0, 1] �óíêöèÿ F (w, b) = 1+2B(b)w+· · · ãîëîìîð�íà ïî wâ êðóãå D è óäîâëåòâîðÿåò â íåì íåðàâåíñòâó ReF (w, b) > 0 (îòêóäà |B(b)| ≤ 1).Ïóñòü, äàëåå, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ F (0, w) = 1 , F (w, 1) = (1 + w)/(1 − w) è
F (w, b) ≺ F (w, c) (â ÷àñòíîñòè, |B(b)| ≤ |B(c)|) ïðè 0 ≤ b < c ≤ 1 .�àññìîòðèì ñåìåéñòâî óñëîâèé ïîä÷èíåííîñòè

ζ
f ′(ζ)

f(ζ)
≺ F (ζ, b), ζ ∈ D, b ∈ [0, 1], f ∈ H̃0, (7)êàæäîå èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ïîäêëàññ S̃∗

F [b] â S̃∗ ; î÷åâèäíî, S̃∗
F [0] = {f(ζ) ≡ ζ}è S̃∗

F [1] = S̃∗ . Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ (7) ñòðîÿòñÿ ñåìåéñòâà, èãðàþùèå ðîëü¾ëèíèé óðîâíÿ¿ �óíêöèé f ∈ S̃∗ .Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f ∈ S̃∗ ïðåäñòàâëåíèå (4), òî åñòü ζf ′/f = F (ϕ, 1) ,îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåò �óíêöèþ ϕ ∈ V . Òîãäà ïðè ëþáîì b ∈ [0, 1] è äàííîé ϕ�óíêöèÿ fb ∈ S̃∗
F [b] êîððåêòíî îïðåäåëåíà êàê ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ

ζ
f ′

b(ζ)

fb(ζ)
= F (ϕ(ζ), b), ζ ∈ D. (8)Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî b ∈ [0, 1] êàæäûé ýëåìåíò êëàññà S̃∗

F [b] èìååò âèä fb äëÿíåêîòîðîé �óíêöèè f ∈ S̃∗ .Ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî {fb}b∈[0,1] áóäåì íàçûâàòü F -ñåìåéñòâîì �óíêöèè f ,ýëåìåíòû fb � åå F -¾ëèíèÿìè óðîâíÿ¿, à �óíêöèþ F ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøåóñëîâèÿìè � ïîðîæäàþùåé �óíêöèåé.Â êà÷åñòâå áàçîâûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ âåëè÷èíû
bf = sup{ξ ∈ [0, 1] : b ∈ [0, ξ] ⇒ kfb

= 1} è β(S̃∗) = inf{bf : f ∈ S̃∗},à òàêæå îïðåäåëÿåìîå èìè ìíîæåñòâî B(S̃∗) = {f ∈ S̃∗ : bf = β(S̃∗)} .Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü F -àíàëîã òåîðåìû 1, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñîîòâåòñòâó-þùèå âåðñèè ëåìì 1 è 2. S̃∗ -âåðñèÿ ïîñëåäíåé óñòàíîâëåíà â îáîñíîâàíèè ñëåä-ñòâèÿ 1:Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ S̃∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f ′′(ζ)/f ′(ζ)| <
< 6|ζ|/(1−|ζ|2) , ζ ∈D\{0} , à òàêæå îöåíêà |{f, 0}| ≤ 6 ñ ðàâåíñòâîì òîëüêî ïðè
f ∈ E(S̃∗) .×òî êàñàåòñÿ àíàëîãà ëåììû 1, òî äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåò äîñòàòî÷íî òåîðåìû 1èç [22℄, êîòîðóþ ïðèâåäåì â ñëåäóþùåé �îðìå.Ëåììà 4. Ïóñòü �óíêöèÿ G(ζ, b) = A(b)ζ + · · · ãîëîìîð�íà ïî (ζ, b) â íåêî-òîðîì áèêðóãå èç C2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, β) , β > 0 , è

Re A′(β)/A(β) > 0. (9)Åñëè |A(β)| = 2 , òî ïðè âåùåñòâåííûõ b ìíîæåñòâî B ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
G(ζ, b) − 2ζ/(1 − |ζ|2) = 0 âáëèçè òî÷êè (0, β) ñîñòîèò èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿâ íåé Cω -êðèâûõ: èíòåðâàëà íà îñè b è Cω -äóãè âèäà (τeiθ(τ), b(τ)) , |τ | < ε ,ñ b(0) = β . Åñëè |A(β)| 6= 2 , òî â B îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ êðèâàÿ.Âûáîð çíàêà �> � (à íå � 6= �) â (9) îáóñëîâëåí ïðèëîæåíèåì ëåììû 4 ê F -ñå-ìåéñòâàì, êîãäà G(ζ, b) = f ′′

b (ζ)/f ′
b(ζ) è ïðè b < β íóëåâîé êîðåíü óðàâíåíèÿ�àõîâà äëÿ fb äîëæåí áûòü ìàêñèìóìîì hfb

, òî åñòü |{fb, 0}| < |{fβ, 0}| = 2 .



Î ÂÛÕÎÄÅ ÈÇ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ �ÀÕÎÂÀ 37Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè |A(b)| =
= |{fb, 0}| âáëèçè b = β , à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî (9).Òåïåðü ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû 1 äëÿ F -¾ëèíèé óðîâíÿ¿.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ F (w, b) = 1 + 2B(b)w + · · · ãî-ëîìîð�íà ïî (w, b) â áèêðóãå D2 , ïðè÷åì a(b) = |B(b)| âîçðàñòàåò íà [0, 1] îò
a(0) = 0 äî a(1) = 1 . Ïóñòü, äàëåå, äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ S̃∗ åå F -ñåìåéñòâî
{fb}b∈[0,1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∣∣∣∣
f ′′

b (ζ)

f ′
b(ζ)

∣∣∣∣ <
6a(b)|ζ|
1 − |ζ|2 , ζ ∈ D \ {0}, b ∈ (0, 1), (10)à ñëîåíèå Bf [0, 1] =

⋃
b ∈ [0, 1] Mfb

×{b} íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà ∂D×(0, 1) .Òîãäà β(S̃∗) = a−1(1/3) è B(S̃∗) = E(S̃∗) .Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì β := a−1(1/3) . Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî kfb
= 1 ïðè

0 ≤ b ≤ β , ïîýòîìó bf ≥ β äëÿ âñåõ f ∈ S̃∗ . Ïóñòü g � ëþáàÿ �óíêöèÿ èç E(S̃∗) .Òîãäà |{g, 0}| = 6 , è â ñèëó (8) èìååì |{gb, 0}| = 6a(b) , b ∈ [0, 1] . Òàê êàê |{gβ, 0}| =
= 2 , òî ïî ëåììå 4 (0, β) � òî÷êà áè�óðêàöèè ñëîåíèÿ B = Bf [0, 1] , à òàê êàê
kgb

= 1 , 0 ≤ b ≤ β , òî äàííàÿ áè�óðêàöèÿ � òèïà Ψ , çíà÷èò, bg = β .Èòàê, β(S̃∗) = β è E(S̃∗) ⊂ B(S̃∗) . Îñòàëîñü äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ-÷åíèå. Ïóñòü f ∈ B(S̃∗) , òî åñòü bf = β . Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå �àõîâà äëÿ fβ íåèìååò êîðíåé â D\{0} , à ó ñëîåíèÿ B íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê íà ∂D×(0, 1) , â ñèëóëåììû 4 åäèíñòâåííîñòü íóëåâîãî êîðíÿ ñ ðîñòîì b ìîæåò íàðóøàòüñÿ òîëüêî çàñ÷åò Ψ -áè�óðêàöèè B â òî÷êå (0, β) , ïðè÷åì |{fβ, 0}| = 2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç(8) è ϕ(ζ) = γζ2 + · · · ñëåäóåò, ÷òî |{fβ, 0}| = 6|γ|a(β) = 2|γ| . Â èòîãå |γ| = 1 , òîåñòü |{f, 0}| = 6 , îòêóäà f ∈ E(S̃∗) ïî ëåììå 3.Ïðîòîòèïàìè äëÿ ïðåäïðèíÿòîãî F -ðàñøèðåíèÿ èñõîäíîé r -ïîñòàíîâêè ïîñëó-æèëè äâà óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííûå àâòîðîì â [11℄. À èìåííî, ñïðàâåäëèâîÏðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü f ∈ H̃0 . Çàêëþ÷åíèå f ∈ G̃1 âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîìèç äâóõ ñëåäóþùèõ óñëîâèé äëÿ âñÿêîãî b èç íåóëó÷øàåìîãî îòðåçêà [0, 1/3] :
1) ζ

f ′(ζ)

f(ζ)
≺ F1(ζ, b) =

1 + bζ

1 − bζ
, ζ ∈ D,èëè

2) ζ
f ′(ζ)

f(ζ)
≺ F2(ζ, b) =

(
1 + ζ

1 − ζ

)b

, ζ ∈ D.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè F1,2 � ïîðîæäàþùèå è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìòåîðåìû 2 ñ a(b) = b .3. Âûõîä èç G̃1 ïî ¾ëèíèÿì óðîâíÿ¿çâåçäîîáðàçíûõ �óíêöèé ïîðÿäêà αÔóíêöèÿ f ∈ H ñ íîðìèðîâêàìè f(0) = f ′(0)−1 = 0 íàçûâàåòñÿ çâåçäîîáðàçíîéïîðÿäêà α ∈ [0, 1) , åñëè
Re ζ

f ′(ζ)

f(ζ)
> α, ζ ∈ D; (11)â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò [27℄, ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû ïîñòîÿííàÿ α â (11) áûëà íå-óëó÷øàåìîé. Êëàññ âñåõ �óíêöèé ñ óñëîâèåì f ′′(0) = 0 , çâåçäîîáðàçíûõ ïîðÿäêà



38 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂ
α , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S̃∗(α) , α ∈ [0, 1) . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà f äàííîãîêëàññà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîäõîäÿùåé ϕ ∈ V :

ζ
f ′(ζ)

f(ζ)
=

1 + (1 − 2α)ϕ(ζ)

1 − ϕ(ζ)
, ζ ∈ D. (12)Ïðè ϕ(ζ) = ζ2 äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (12) îïðåäåëÿåò �óíêöèþ

fα(ζ) =
ζ

(1 − ζ2)1−α
, (13)ïðè ϕ(ζ) = εζ2 � åå âðàùåíèÿ εfα(εζ) , |ε| = 1 . Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [15,ñ. 12℄), ÷òî ïåðåõîä îò �óíêöèè ê åå âðàùåíèÿì ïîâîðà÷èâàåò êîðíè óðàâíåíèÿ�àõîâà óìíîæåíèåì íà ε . Ñòðóêòóðó ñëîåíèé Rfα [0, 1] ïðè ðàçëè÷íûõ α ∈ [0, 1)ðàññìàòðèâàåò ñëåäóþùèéÏðèìåð 2. Óðàâíåíèå �àõîâà

2(1 − 2α)r2ζ2

1 + (1 − 2α)r2ζ2
+

2(2 − α)r2ζ2

1 − r2ζ2
=

2|ζ|2
1 − |ζ|2 (14)äëÿ ¾ëèíèè óðîâíÿ¿ fα,r èìååò òîëüêî âåùåñòâåííûå êîðíè. Ïîëàãàÿ â (14) ζ =

= x ∈ (−1, 1) , îòäåëÿÿ x = 0 è ïðîèçâîäÿ çàìåíó u = rx , âçàèìíî-îäíîçíà÷íîïåðåíîñÿùóþ èññëåäîâàíèå èç îáëàñòè {0 < r ≤ 1,−1 < x < 1} â îáëàñòü ∆ = {0 <
< r ≤ 1,−r < u < r} , ïîëó÷èì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü r = r(u) , ïàðàìåòðèçóþùóþíåíóëåâûå ýëåìåíòû Mfα,r . Äàííóþ çàâèñèìîñòü óäîáíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå r2 =
= Rα(u2) , ãäå

Rα(t) = t +
(1 − t)(1 + (1 − 2α)t)

(1 − α)(3 + (1 − 2α)t)
, 0 ≤ t < 1. (15)Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî ãðà�èê Γ = {(u, r(u)) : −1 < u < 1} ëåæèò â ∆ ïðè 0 ≤ α ≤

≤ 2/3 öåëèêîì, à ïðè 2/3 < α < 1 � òîëüêî íàä ïîëóèíòåðâàëàìè √
τ(α) ≤ |u| < 1 ,ãäå τ(α) = (3α − 2)/(α(2α − 1)) .Äè��åðåíöèðîâàíèåì (15) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çíàê r′(u) ñîâïàäàåò ñî çíàêîìâûðàæåíèÿ −u(u2−t+(α))(u2−t−(α)) , ãäå t−(α) íå ïîïàäàåò â ïðîìåæóòîê 0 ≤ t <

< 1 íè ïðè êàêîì α ∈ [0, 1) , à
t+(α) =

3 − 2
√

(2 − α)/α

2α − 1ïîÿâëÿåòñÿ â íåì òîëüêî, êîãäà 8/13 ≤ α < 1 (ïðè ýòîì t−(α) > 1). Ïîäñ÷åòâûðàæåíèÿ äëÿ Rα = mint∈[0,1) Rα(t) äàåò
Rα =






Rα(0) =
1

3(1 − α)
, α ∈ [0, 8/13],

Rα(t+(α)) =
17α − 9

(2α − 1)(3 + α + 4
√

α(2 − α))
, α ∈ (8/13, 1).

(16)Âåëè÷èíà Rα íåïðåðûâíà êàê �óíêöèÿ îò α â ñèëó t+(8/13) = 0 è êîíòðîëè-ðóåò âûõîä ¾ëèíèé óðîâíÿ¿ fα,r èç ìíîæåñòâà �àõîâà. Äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1) ïðè
r <

√
Rα áóäåò Mfα,r = {0} , êàê è â ñëó÷àå r =

√
Rα , 0 ≤ α ≤ 8/13 . Åñëè æå

r =
√

Rα è 8/13 < α < 1 , òî Mfα,r = {0,±
√

t+(α)/Rα} .Ïðè 0 ≤ α ≤ 8/13 ñëîåíèå Rfα [0, 1] èìååò â òî÷êå (0,
√

Rα) áè�óðêàöèþ òèïà
Ψ , îïðåäåëÿþùóþ âñþ äàëüíåéøóþ äèíàìèêó Mfα,r : ïðè r >

√
Rα ìíîæåñòâî
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Mfα,r ñîñòîèò èç ñåäëà â íóëå è äâóõ ìàêñèìóìîâ, ñòðåìÿùèõñÿ ê ζ = ±1 ñ ðîñòîì
r → 1 .Â ñëó÷àå 8/13 < α ≤ 2/3 ñëîåíèå Rfα [0, 1] èìååò äâå áè�óðêàöèè òèïà ∪ ,êîòîðûì îòâå÷àþò ïîëóñåäëà ±

√
t+(α)/Rα â Mf

α,
√

Rα
; êàæäîå èç íèõ äàëåå ðàñ-ïàäàåòñÿ íà ìàêñèìóì è ñåäëî ïðè r >

√
Rα . Ìàêñèìóìû, êàê è âûøå, ñòðåìÿòñÿê ζ = ±1 ïðè r → 1 , ñåäëà ñëèâàþòñÿ ñ íóëåâûì ìàêñèìóìîì â ñåäëî ïðè r =

=
√

1/(3(1 − α)) (= 1 , êîãäà α = 2/3), îáðàçóÿ áè�óðêàöèþ òèïà á) èç ëåììû 1.Òà æå êàðòèíà èìååò ìåñòî è ïðè 2/3 < α < 1 , ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òîïîðîæäàåìûå ∪-áè�óðêàöèÿìè ñåäëà íå óñïåâàþò äîñòè÷ü íóëÿ è îñòàíàâëèâàþòñÿâ òî÷êàõ ζ = ±
√

τ(α) ïðè r = 1 .Ëåììà 5. Åñëè 0 ≤ α < 1/2 , òî äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ S̃∗(α) âûïîëíÿåòñÿñòðîãîå íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

∣∣∣∣ <
6(1 − α)|ζ|

1 − |ζ|2 , ζ ∈ D \ {0}, (17)ïðè÷åì sup
f∈S̃∗(α) |{f, 0}| = 6(1 − α) . Åñëè 1/2 ≤ α < 1 , òî ñòðîãàÿ îöåíêà

∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

∣∣∣∣ <
f ′′

α(|ζ|)
f ′

α(|ζ|) , ζ ∈ D \ {0}, (18)èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ f ∈ S̃∗(α) , êðîìå �óíêöèè (13) è åå âðàùåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (12) ïîëó÷èì
ζ
f ′′(ζ)

f ′(ζ)
=

2(1 − α)ζϕ′(ζ)

(1 + (1 − 2α)ϕ(ζ))(1 − ϕ(ζ))
+

2(1 − α)ϕ(ζ)

1 − ϕ(ζ)
, ζ ∈ D, (19)ãäå ϕ ∈ V , è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.1) 0 ≤ α < 1/2 . Îöåíèì (19) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíâàðèàíòíîé �îðìû ëåììûØâàðöà [26, ñ. 323℄ è íåðàâåíñòâ |Re ϕ(ζ)| ≤ |ϕ(ζ)| ≤ |ζ|2 , Re (1 + (1 − 2α)ϕ(ζ)) ≤

≤ |1+ (1− 2α)ϕ(ζ)| è Re (1−ϕ(ζ)) ≤ |1−ϕ(ζ)| (èõ ý��åêòèâíîñòü áûëà ïðîäåìîí-ñòðèðîâàíà â [12℄). Â ðåçóëüòàòå èìååì
∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

∣∣∣∣ <
|ζ|2

1 − |ζ|2 H(Re ϕ(ζ)), ζ ∈ D, (20)ãäå
H(t) =

(
2(1 − 2α)

1 + (1 − 2α)t
+

2(2 − α)

1 − t

)
(1 − |t|)(ñð. [25, 28℄). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

0 < |t| < 1 ⇒ H(t) < H(0) = 6(1 − α), (21)ïîýòîìó (20) ïðîäîëæàåòñÿ äî íåðàâåíñòâà (17), ïîêà íåñòðîãîãî â D.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì a ∈ D \ {0} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
|f ′′(a)/f ′(a)| = 6(1 − α)|a|/(1 − |a|2).Òîãäà èç (20) è (21) ñëåäóåò Reϕ(a) = 0 , ÷òî âìåñòå ñ |1 − ϕ(a)| = 1 − Re ϕ(a)äàåò Im ϕ(a) = 0 , è, òàêèì îáðàçîì, ϕ(a) = 0 . Íî òàê êàê ðàâåíñòâî â (20) ïîëåììå Øâàðöà ïðèâîäèò ê �óíêöèè ϕ(ζ) = εζ2 ñ íåêîòîðûì ε , |ε| = 1 , òî â èòîãåïîëó÷àåì a = 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, íåðàâåíñòâî (17) óñòàíîâëåíî.



40 À.Â. ÊÀÇÀÍÖÅÂ2) 1/2 ≤ α < 1 . Â ýòîì ñëó÷àå êëþ÷åâûì áóäåò íåðàâåíñòâî |1+(1−2α)ϕ(ζ)| ≥
≥ 1 + (1 − 2α)|ζ|2 , ζ ∈D. Ñ åãî ïîìîùüþ îáå �îðìû ëåììû Øâàðöà (îáû÷íàÿè èíâàðèàíòíàÿ) ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò (19) ê íåñòðîãîé âåðñèè (18), à çàòåì îòäå-ëèòü åäèíñòâåííîå ñåìåéñòâî f(ζ) = εfα(εζ) , |ε| = 1 , èç S̃∗(α) , íà êîòîðîì â (18)äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî ïðè ζ 6= 0 .Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàññû �óíêöèé ñ óñëîâèÿìè (11) ïðè A = 1 è B = 1−
−2α , α ∈ [0, 1) , âêëàäûâàþòñÿ â ñåìåéñòâî êëàññîâ ßíîâñêîãî S̃∗[A, B] , A+B > 0 ,
A, B ≤ 1 , îïðåäåëÿåìîå ïîä÷èíåííîñòüþ

ζ
f ′(ζ)

f(ζ)
≺ 1 + Bζ

1 − Aζ
, ζ ∈ D.Îäíàêî èññëåäîâàíèå âêëþ÷åíèé S̃∗[A, B] ⊂ G̃1 [25, 28℄ ñðàçó èñêëþ÷àåò èç ðàñ-ñìîòðåíèÿ êëàññû S̃∗(α) , òàê êàê S̃∗(α) \ G̃1 6= ∅ ïðè âñåõ α ∈ [0, 1) . Ýòî ïîñëó-æèëî äîïîëíèòåëüíûì ñòèìóëîì ê èçó÷åíèþ çâåçäîîáðàçíûõ �óíêöèé ïîðÿäêà αñ ïîìîùüþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ. Ïðèâëå÷åíèå òàêèõ ñåìåéñòâ ê èññëå-äîâàíèþ êëàññîâ ßíîâñêîãî ðàññìàòðèâàëîñü â äîêëàäå [29℄.Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà � ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà ρ(S̃∗(α)) =

√
Rαè E(S̃∗(α)) = {εfα(εζ) : |ε| = 1} , ãäå Rα îïðåäåëåíî â (16), à fα � �óíêöèÿ (13).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè 0 ≤ α < 1/2 íàøå óòâåðæäåíèå ñ ïîìîùüþ ëåììû 5ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.Ïóñòü 1/2 ≤ α < 1 . Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ lim

|ζ|→1
(1 − |ζ|2)|f ′′

r (ζ)/f ′
r(ζ)| = 0 ,

0 < r < 1 , ñïðàâåäëèâîãî ïî ëåììå 5 äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ S̃∗(α) (â òîì÷èñëå äëÿ fα è åå âðàùåíèé), ñëîåíèå Rf [0, 1] íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åêíà ∂D×(0, 1) .Ñ èñïîëüçîâàíèåì (18) îöåíèì |ζf ′′
r /f ′

r| . Ïðèáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ 2|ζ|2/(1 − |ζ|2)èç ïîëó÷àþùåéñÿ ïðàâîé ÷àñòè, ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
∣∣∣∣ζ

f ′′
r (ζ)

f ′
r(ζ)

∣∣∣∣ ≤
2|ζ|2

1 − |ζ|2 +
|ζ|/r

1 − |ζ|2
f ′′

α

f ′
α

(r|ζ|)(r2 − Rα), ζ ∈ D, (22)ïðè÷åì íåðàâåíñòâî � ñòðîãîå â D\{0} , åñëè f îòëè÷íà îò âðàùåíèé �óíêöèè fα .Ïóñòü ρ = ρ(S̃∗(α)) . Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî ρ ≥
√

Rα . Òàê êàê r̄fα =
√

R̄α (ïðè-ìåð 2), òî ρ =
√

R̄α è E(S̃∗(α)) ñîäåðæèò ñåìåéñòâî âñåõ âðàùåíèé �óíêöèè fα .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â E(S̃∗(α)) íàéäåòñÿ �óíêöèÿ f , íå âõîäÿùàÿ â óêàçàííîåñåìåéñòâî. Ñîãëàñíî óñòàíîâëåííîìó âûøå (0, ρ) � åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êàñëîåíèÿ Rf [0, 1] â D̄ × {ρ} . Ïî ëåììå 1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |{fρ, 0}| = 2 , òî åñòü
3(1 − α)ρ2|γ| = 1 , ãäå ϕ(ζ) = γζ2 + · · · ∈ V ñîîòâåòñòâóåò f ïî �îðìóëå (12). Åñëèòåïåðü 1/2 ≤ α ≤ 8/13 , òî ρ = 1/

√
3(1 − α) (ñì. (16)), çíà÷èò, |γ| = 1 , è ïî ëåììå 2

f åñòü âðàùåíèå fα . Åñëè æå 8/13 < α < 1 , òî R̄α < 1/(3(1 − α)) = ρ2|γ| ≤ ρ2 . Âîáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 3 ïðè α = 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå 1.4. Î êëàññàõ ÀëåêñàíäåðàÊëàññîì Àëåêñàíäåðà ïîðÿäêà α ∈ [0, 1) áóäåì íàçûâàòü êëàññ A(α) âñåõ �óíê-öèé f ∈ H0 ñ óñëîâèåì Re f ′(ζ) > α , ζ ∈D. Êàê è âûøå, íàñ èíòåðåñóåò âûõîä



Î ÂÛÕÎÄÅ ÈÇ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ �ÀÕÎÂÀ 41èç ìíîæåñòâà �àõîâà ïî ¾ëèíèÿì óðîâíÿ¿ �óíêöèé èç Ã(α) = A(α)
⋂{f ∈ H0 :

f ′′(0) = 0} . Îïðåäåëÿþùàÿ áèåêöèÿ V → Ã(α) çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íî (12); èòîãîâûéðåçóëüòàò � ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 4. Åñëè 1/2 < α < 1 , òî Ã(α) ⊂ G̃1 . Åñëè α = 1/2 , òî Ã(α) ñîäåð-æèòñÿ â G̃1 , èñêëþ÷àÿ âðàùåíèÿ �óíêöèè fs(ζ) = (1/2) ln((1+ζ)/(1−ζ)) ñ êîíòè-íóóìîì êîðíåé óðàâíåíèÿ �àõîâà. Åñëè 0 ≤ α < 1/2 , òî ρ(Ã(α)) = 1/
√

2(1 − α) ,à E(Ã(α)) èñ÷åðïûâàåòñÿ âðàùåíèÿìè �óíêöèè gα(ζ) = (2α − 1)ζ + (1 − α)fs(ζ) .Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà îöåíêå
∣∣∣∣
f ′′(ζ)

f ′(ζ)

∣∣∣∣ <
2a(α)|ζ|
1 − |ζ|2 , ζ ∈ D \ {0}, f ∈ Ã(α),ãäå a(α) = max(1, 2(1−α)) , α ∈ [0, 1) . Äàííàÿ îöåíêà îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü

f ∈ G̃1 ïðè 1/2 ≤ α < 1 (ñ îòìå÷åííûì èñêëþ÷åíèåì) è ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòüòåîðåìó 1 ïðè 0 ≤ α < 1/2 . SummaryA.V. Kazantsev. On the Exit out of the Gakhov Set Controlled by the SubordinationConditions.A Gakhov set G is the 
lass of all holomorphi
 and lo
ally univalent fun
tions in theunit disk, whi
h have no more than one root of the Gakhov equation. For the series of thewell-known sub
lasses of univalent fun
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