
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 156, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2014
ÓÄÊ 517.544ÎÖÅÍÊÈ ×ÀÑÒÍÛÕ ÈÍÄÅÊÑÎÂ �ÅËÜÄÅ�ÎÂÑÊÈÕÌÀÒ�ÈÖ-ÔÓÍÊÖÈÉ ÂÒÎ�Î�Î ÏÎ�ßÄÊÀÑ.Í. ÊèÿñîâÀííîòàöèÿÏîëó÷åíû îöåíêè ÷àñòíûõ èíäåêñîâ ìàòðèö-�óíêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà, çàâèñÿùèå îòñóììàðíîãî èíäåêñà ìàòðèöû-�óíêöèè, èíäåêñîâ Êîøè åå ýëåìåíòîâ è ÷èñëà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îïðåäåëåííûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðèöà-�óíêöèÿ, �àêòîðèçàöèÿ, ÷àñòíûå èíäåêñû.Ïóñòü

G(t) =

(
g11(t) g12(t)
g21(t) g22(t)

) (1)ÿâëÿåòñÿ Hµ -íåïðåðûâíîé ìàòðèöåé-�óíêöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà, çàäàííîé íà ïðî-ñòîì ãëàäêîì çàìêíóòîì êîíòóðå Γ , ðàçáèâàþùåì ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïå-ðåìåííîãî íà äâå îáëàñòè D+ è D− (0 ∈ D+ , ∞ ∈ D−) ( ∆(t) = detG(t) 6=
= 0, ind detG(t) = κ, t ∈ Γ ).Â ðàáîòå àâòîðà [1℄ áûë èññëåäîâàí êëàññ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-íèé, íàçâàííûõ óðàâíåíèÿìè ñ n ÿäðàìè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ, â ïðåäïîëî-æåíèè, ÷òî, íàïðèìåð, ýëåìåíò g11(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Γ , áûëî ïîëó÷åíîìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

G(t) = G+
11(t)G0(t)G

−

11(t), (2)â êîòîðîì
G+

11 =




g+
11 0

g+
11P

[
g21
g11

]
+

∆+

g+
11

{
P

[
Q

[
g21
g11

]
(g+

11)
2

∆+

]
+ c1

}
∆+

g+
11


 ,

G−

11 =



g−11 g−11Q

[
g12
g11

]
+

1

g−11∆
−
{Q

[
P

[
g12
g11

]
(g−11)

2∆−

]
− c2

}

0
1

g−11∆
−


 ,

c1 , c1 � ïîñòîÿííûå, P = (I+S)/2, Q = (I−S)/2 (I � åäèíè÷íûé, S � ñèíãóëÿðíûéîïåðàòîðû), à ìàòðèöà-�óíêöèÿ
G0 =




1 P

[
P

[
g12
g11

]
(g−11)

2∆−

]
+ c2

Q

[
Q

[
g21
g11

]
(g+

11)
2

∆+

]
− c1 1 +

{
P

[
P

[
g12
g11

]
(g−11)

2∆−

]
+ c2

}{
Q

[
Q

[
g21
g11

]
(g+

11)
2

∆+

]
− c1

}
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ÎÖÅÍÊÈ ×ÀÑÒÍÛÕ ÈÍÄÅÊÑÎÂ �ÅËÜÄÅ�ÎÂÑÊÈÕ ÌÀÒ�ÈÖ-ÔÓÍÊÖÈÉ. . . 45èìååò íóëåâîé ñóììàðíûé èíäåêñ è ïðåäñòàâèìà â âèäå
G0(t) =

(
1 a+(t)

a−(t) 1 + a+(t)a−(t)

)
, (3)

a+(t) è a−(t) � Hµ - íåïðåðûâíûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõâ îáëàñòÿõ D+ è D− ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [2, 3℄ ê ïîäîá-íîé ìàòðèöå-�óíêöèè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïðèâîäèòñÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà-�óíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îòðèöàòåëüíûì îïðåäåëèòåëåì è çíàêîïîñòîÿííûìèäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Íà îñíîâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà÷àñòíûõ èíäåêñîâ ìàòðèöû-�óíêöèè (1), â êîòîðóþ âõîäèëè çíà÷åíèÿ ñóììàðíîãîèíäåêñà κ , èíäåêñà Êîøè κ11 ýëåìåíòà g11(t) è ÷èñëî n11 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõðåøåíèé íåêîòîðîãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ ÿäðàìè, äëÿêîòîðîãî îöåíêà ÷èñëà n11 íå ïðèâîäèëàñü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû óòî÷íèì ïîëó-÷åííóþ îöåíêó çà ñ÷åò îöåíêè ÷èñëà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îïðåäåëåííûìîáðàçîì ïîäîáðàííîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.Ïóñòü (w1(z), w2(z)
) � èñ÷åçàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãîñîïðÿæåíèÿ ñ ìàòðèöåé-�óíêöèåé (3)

w1+(t) = w1−(t) + a+(t)w2−(t),

w2+(t) = a−(t)w1−(t) + (1 + a+(t)a−(t))w2−(t), t ∈ Γ.
(4)Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð Q , íà Γ ïîëó÷èì

w1−(t) +Q[a+w2−](t) = 0, a−(t)w1−(t) + w2−(t) +Q[a+a−w2−](t) = 0.Èñêëþ÷àÿ w1−(t) , ïðèäåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ w(t) = w2−(t) ê ñèíãóëÿðíîìó èíòå-ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ äâóìÿ ÿäðàìè
K1w(t) ≡ 2w(t) + a−(t)S[a+w](t) − S[a+a−w](t) = 0. (5)Ïðèìåíÿÿ ê äâóì ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì ýòîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîð P è �îðìóëóïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì îñîáîì èíòåãðàëå, çàêëþ÷àåì,÷òî â ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ëþáîå åãî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-íûì çíà÷åíèåì �óíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D− è èñ÷åçàþùåé íà áåñêîíå÷-íîñòè. Ïî ðåøåíèþ w(t) óðàâíåíèÿ (5) ðåøåíèå çàäà÷è (4) îïðåäåëèòñÿ íà Γ ïî�îðìóëàì

w1+(t) = P [a+w](t), w1−(t) = −Q[a+w](t);

w2+(t) = P [(1 + a+a−)w](t), w2−(t) = w(t).Î÷åâèäíî, ÷àñòíûå èíäåêñû ìàòðèöû-�óíêöèè (3) ðàâíû κ1 = −κ2 = k , ãäå k �÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç [1℄, à òàêæå èç [4℄ ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (5) ýêâèâàëåíòíîçàäà÷å ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñ ìàòðèöåé-�óíêöèåé:
G1(t) =

(
a+(t)a−(t) − 1 −a+(t)

a+(t)[a−(t)]2 −a+(t)a−(t) − 1

)
.�àññìîòðèì ìàòðèöó-�óíêöèþ

G2(t) = Ea−(t)G1(t)E
1/a−(t) =

(
a+(t)a−(t) − 1 −a+(t)a−(t)

a+(t)a−(t) −a+(t)a−(t) − 1

)
,



46 Ñ.Í. ÊÈßÑÎÂãäå ÷åðåç Ea(t) îáîçíà÷åíà äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà-�óíêöèÿ diag{a(t), 1} . Çàäà÷àëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñ ýòîé ìàòðèöåé-�óíêöèåé �îðìàëüíî ýêâèâàëåíòíà, êàêïîêàçàíî â [4℄, ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ñ äâóìÿ ÿäðàìè:
K2ϕ(t) ≡ 2ϕ(t) + S[a+a−ϕ](t) − S[a+a−ϕ](t) = 0,èìåþùåìó ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, à çíà÷èò, ÷àñòíûå èíäåêñû ìàòðèöû-�óíê-öèè G2(t) ðàâíû íóëþ.Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ �óíêöèþ, àíàëèòè÷åñêóþ â îáëàñòè D+ íà ëþáîì âëîæåí-íîì êîìïàêòå, ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ïîëèíîìàìè îò z, à â îáëàñòè D− �ïîëèíîìàìè îò 1/z. Îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ñëó÷àåì, êîãäà Γ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü,à ïîëèíîìû Mn(z), Nn(1/z) � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ Òåéëîðà

Mn(t) = bnt
n + bn−11t

n−1 + · · · + b1t+ b0,

Nn(t) =
an

tn
+
an−1

tn−1
+ · · · +

a1

t
+ a0,

(6)ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ âíóòðè è âíå åäèíè÷íîãî êðóãà, à òàêæå íà Γ ê �óíêöèÿì
a±(z), àíàëèòè÷åñêèì â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ è ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëèòè÷å-ñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè Hµ-íåïðåðûâíûõ �óíêöèé a±(t).�àññìîòðèì ìàòðèöû-�óíêöèè

G2n(t) =

(
a+(t)Nn(1/t) − 1 −a+(t)Nn(1/t)

a+(t)Nn(1/t) −a+(t)Nn(1/t) − 1

)è
G1n(t) = E1/Nn(1/t)G2n(t)ENn(1/t).Ýòèì ìàòðèöàì-�óíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿñ äâóìÿ ÿäðàìè è èíäåêñîì, ðàâíûì íóëþ:

K2nϕ(t) ≡ 2ϕ(t) + S[a+Nnϕ](t) − S[a+Nnϕ](t) = 0,

K1nw(t) ≡ 2w(t) +Nn(1/t)S[a+w](t) − S[a+Nnw](t) = 0,ïåðâîå èç êîòîðûõ íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíûåèíäåêñû ìàòðèöû-�óíêöèè G2n(t) ðàâíû íóëþ. ×èñëî æå l ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõðåøåíèé óðàâíåíèÿ K1nw(t) = 0 â ñèëó òîãî, ÷òî åãî èíäåêñ ðàâåí íóëþ, ñîâïàäàåòñ ÷èñëîì ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñîþçíîãî óðàâíåíèÿ
K ′

1nψ(t) ≡ 2ψ(t) − a+(t)S[Nnψ](t) + a+(t)Nn(1/t)S[ψ](t) = 0 (7)(÷àñòíûå èíäåêñû ìàòðèö-�óíêöèé G1n(t) ðàâíû κ̃1 = −κ̃2 = l ).Òàê êàê ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåä-ãîëüìà êîíå÷íî, òî l íå ìîæåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì n (ñ óâåëè÷åíèåìòî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè). Ïîêàæåì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n = m , ìî-äóëü ÷àñòíûõ èíäåêñîâ ìàòðèöû-�óíêöèè G1n(t) ïðè n > m íå âîçðàñòàåò. Äëÿîáîñíîâàíèÿ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàçëîæåíèå (6), çàïèøåì óðàâ-íåíèå (7) ïðè n = m êàê óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì
ψ(t) + a+(t)

m∑

j=1

m∑

s=j

as

ts−j+1

1

2πi

∫

Γ

ψ(τ)

τ j
dτ = 0 (Γ : |t| = 1).



ÎÖÅÍÊÈ ×ÀÑÒÍÛÕ ÈÍÄÅÊÑÎÂ �ÅËÜÄÅ�ÎÂÑÊÈÕ ÌÀÒ�ÈÖ-ÔÓÍÊÖÈÉ. . . 47Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
Ak =

1

2πi

∫

Γ

ψ(τ)

τk
dτ, k = 1, 2, . . . ,m,äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ ïðèäåì ê ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå

Ak +

m∑

j=1

Aj

2πi

∫

Γ

a+(τ)

m∑

s=j

as

τs+k−j+1
dτ = 0, k = 1, 2, . . . ,m, (8)ìàòðèöà êîòîðîé èìååò âèä




1+
m∑

j=1

ajbj · · ·
m−r+1∑

j=1

aj+r−1bj
m−r∑
j=1

aj+rbj · · · amb1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
m∑

j=1

ajbj+r−1 · · · 1+
m−r+1∑

j=1

aj+r−1bj+r−1

m−r∑
j=1

aj+rbj+r−1 · · · ambr

m∑
j=1

ajbj+r · · ·
m−r+1∑

j=1

aj+r−1bj+r 1+
m−r∑
j=1

aj+rbj+r · · · ambr+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
m∑

j=1

ajbj+m−1 · · ·
m−r+1∑

j=1

aj+r−1bj+m−1

m−r∑
j=1

aj+rbj+m−1 · · · 1+ambm




.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí r è îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð Mrïîðÿäêà r ðàñïîëîæåí â ëåâîì âåðõíåì óãëó. Åñëè âçÿòü n = m + 1 , òî ìàòðèöàñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû (8) ïðèíèìàåò âèä



1+
m+1∑
j=1

ajbj · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj
m−r+1∑

j=1

aj+rbj · · · am+1b1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
m+1∑
j=1

ajbj+r−1 · · · 1+
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r−1

m−r+1∑
j=1

aj+rbj+r−1 · · · am+1br

m+1∑
j=1

ajbj+r · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r 1+
m−r+1∑

j=1

aj+rbj+r · · · am+1br+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
m+1∑
j=1

ajbj+m · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+m

m−r+1∑
j=1

aj+rbj+m · · · 1+am+1bm+1




.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîý��èöèåíòû
ak, k = 1, . . . ,m + 1 îòëè÷íû îò íóëÿ. Ìèíîð M̃r ïîðÿäêà r , ñòîÿùèé â ëåâîìâåðõíåì óãëó ïîñëåäíåé ìàòðèöû, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà am+1 èïðè am+1 = 0 ñîâïàäàåò ñ Mr 6= 0 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèé(6) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n , ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n = m ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî è M̃r 6= 0 . Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàíã ýòîé ìàòðèöû òàêæå ðàâåí r(÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (8) óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó), òîâñå ¾îêàéìëÿþùèå¿ M̃r ìèíîðû ïîðÿäêà r + 1 , íàïðèìåð, ñîñòàâëåííûå èç ýëå-ìåíòîâ (r+ 1)-é ñòðîêè è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè r+ 1, r+ 2, . . . ,m+ 1 ðàâíû íóëþ.Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ òàêîãî ìèíîðà ñ íîìåðîì ñòîëáöà, ðàâíûì m ,



48 Ñ.Í. ÊÈßÑÎÂè ïðåäñòàâëÿÿ åãî â âèäå ñóììû äâóõ îïðåäåëèòåëåé, ïîëó÷èì:
0 = am

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
m+1∑
j=1

ajbj · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj b1

· · · · · · · · · · · ·
m+1∑
j=1

ajbj+r−1 · · · 1 +
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r−1 br

m+1∑
j=1

ajbj+r · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r br+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

+ am+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
m+1∑
j=1

ajbj · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj b2

· · · · · · · · · · · ·
m+1∑
j=1

ajbj+r−1 · · · 1 +
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r−1 br+1

m+1∑
j=1

ajbj+r · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r br+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ñîãëàñíî ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì ïåðâûé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, òàê êàêîí òîëüêî ïîñòîÿííûì, íå ðàâíûì íóëþ ìíîæèòåëåì îòëè÷àåòñÿ îò âûáðàííîãîìèíîðà (r+ 1)-ãî ïîðÿäêà ñ íîìåðîì ñòîëáöà m+ 1. Çíà÷èò, âòîðîé îïðåäåëèòåëüòàêæå ðàâåí íóëþ. Ïðîâîäÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âûáðàí-íûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà r+1 ñ íîìåðàìè ñòîëáöîâ m−1,m−2, . . . , r+2 (ïðåäñòàâëÿÿèõ â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììû îïðåäåëèòåëåé, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü (r + 1)-ìñòîëáöîì), ïðèäåì ê ðàâåíñòâó íóëþ òàêîãî ìèíîðà ñ íîìåðîì ñòîëáöà, ðàâíûì
r + 1 , êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
m+1∑
j=1

ajbj · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj am+1bm−r+1

· · · · · · · · · · · ·
m+1∑
j=1

ajbj+r−1 · · · 1 +
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r−1 am+1bm

m+1∑
j=1

ajbj+r · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r 1 + am+1bm+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= M̃r + am+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
m+1∑
j=1

ajbj · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj bm−r+1

· · · · · · · · · · · ·
m+1∑
j=1

ajbj+r−1 · · · 1 +
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r−1 bm

m+1∑
j=1

ajbj+r · · ·
m−r+2∑

j=1

aj+r−1bj+r bm+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Îäíàêî ïðè am+1 = 0 ýòîò ìèíîð ñîâïàäàåò ñ M̃r 6= 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäå-ëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m óêàçàííûé ìèíîðáóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ è ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (8) íå âîç-ðàñòàåò. Ñëó÷àé êîãäà îòëè÷íûé îò íóëÿ ìèíîð ïîðÿäêà r íå ñîâïàäàåò ñ âåäóùèì(óãëîâûì) ìèíîðîì, à òàêæå ðàâåíñòâî íóëþ íåêîòîðûõ êîý��èöèåíòîâ ak, k =
= 1, . . . ,m+ 1, èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî.



ÎÖÅÍÊÈ ×ÀÑÒÍÛÕ ÈÍÄÅÊÑÎÂ �ÅËÜÄÅ�ÎÂÑÊÈÕ ÌÀÒ�ÈÖ-ÔÓÍÊÖÈÉ. . . 49Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [5, ñ. 47℄. Ïóñòü ìàòðèöà-�óíêöèÿ G(t)ïîðÿäêà p �àêòîðèçóåòñÿ ñ ÷àñòíûìè èíäåêñàìè κ1 ≥ κ2 ≥ · · · ≥ κp . Òîãäà ñó-ùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà-�óíêöèÿ G̃(t) èç ýòîé δ -îêðåñòíîñòè
G(t) �àêòîðèçóåòñÿ ñ òåì æå ñóììàðíûì èíäåêñîì, à åå ÷àñòíûå èíäåêñû çà-êëþ÷åíû â ïðîìåæóòêå [κp,κ1] . Ñîãëàñíî ýòîìó óòâåðæäåíèþ ñóùåñòâóåò òàêàÿ
δ -îêðåñòíîñòü ìàòðèöû-�óíêöèè G1n(t) , ÷òî ÷àñòíûå èíäåêñû κ1 = −κ2 ëþáîéìàòðèöû-�óíêöèè G̃(t) èç ýòîé δ -îêðåñòíîñòè ( |G̃(t)−G1n(t)|µ < δ ïî íîðìå Hµ(Γ)[5, . 45℄) çàêëþ÷åíû â ïðîìåæóòêå [−l, l]

−l ≤ κ2 ≤ κ1 ≤ l.Òàê êàê ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ÷àñòíûå èíäåêñû ìàòðèöû-�óíêöèè G1n(t) , íà÷è-íàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n , íå âîçðàñòàþò, à äëÿ ìàòðèöû-�óíêöèè G̃(t) = G1(t) ñðîñòîì n íîðìà ðàçíîñòè |G̃1(t)−G1n(t)|µ ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé,äåëàåì âûâîä, ÷òî äëÿ ÷àñòíûõ èíäåêñîâ κ1 = −κ2 = k ìàòðèöû-�óíêöèè G1(t) ,à çíà÷èò, è ìàòðèöû-�óíêöèè (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà κ1 = −κ2 = k ≤ l . Ïîëó÷åí-íàÿ îöåíêà è ïðåäñòàâëåíèå (2) ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíîãîïðåäñòàâëåíèÿ
G(t) = G+(t)G−(t), (9)äëÿ êîòîðîãî ïðè κ ≥ 2κ11 ìàòðèöà-�óíêöèÿ G−(z) áóäåò èìåòü íà áåñêîíå÷íîñòèïîðÿäêè ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêè íå âûøå, ÷åì κ − κ11 ± l ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèïåðåõîäå îò ýòîãî íîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê �àêòîðèçàöèè ñóììàðíûé ïîðÿäîêñòðîê íîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîíèæàåòñÿ íà κ − 2κ11 åäèíèö. Çíà÷èò, ïðèòàêîì ïåðåõîäå ïîðÿäîê ïåðâîé ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùåé áîëüøåìó èç çíà÷åíèé÷àñòíûõ èíäåêñîâ ìàòðèöû-�óíêöèè G(t) , íå ìîæåò áûòü ñäåëàí íèæå, ÷åì κ11 +

+ l , ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê îöåíêå
κ11 + (−1)kl ≤ κk ≤ κ − κ11 + (−1)kl, k = 1, 2 (κ1 ≥ κ2).Åñëè κ < 2κ11 , ïðèõîäèì ê îáîñíîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ íîðìàëüíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ ìàòðèöû-�óíêöèè G(t) ñ ïîðÿäêàìè ñòðîê íà áåñêîíå÷íîñòè íå âûøå

κ11 ± l , îòêóäà
κ − κ11 + (−1)kl ≤ κk ≤ κ11 + (−1)kl, k = 1, 2.�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå (2) äëÿ ìàòðèö-�óíêöèé G(t)F, FG(t), FG(t)F , ãäå

F � ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ýëåìåíòû gij(t) ìàòðèöû-�óíêöèè G(t) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà Γ . Îáîçíà÷àÿ èíäåêñû Êîøè ýòèõ ýëå-ìåíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà l ÷åðåç κij è lij , i, j = 1, 2 , à òàêæå îáúåäèíÿÿïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïðèäåì ê îêîí÷àòåëüíîé îöåíêå
max
i,j=1,2

min{(κij ,κ−κij)+(−1)klij}≤κk≤ min
i,j=1,2

max{(κij ,κ−κij)+(−1)klij},ãäå k = 1, 2 , à lij , i, j = 1, 2, � ÷èñëà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâó-þùèõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïîðÿäêà m òàêîãî, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ïîðÿäêà m+ 1 íå âîçðàñòàåò.SummaryS.N. Kiyasov. Estimates of the Partial Indies of the H�older Continuous 2 × 2 MatrixFuntions.We obtain estimates of the partial indies of 2×2 matrix funtions. This estimates dependon the total index of the matrix funtion, the Cauhy indies of its elements and the numberof linearly independent solutions of ertain linear algebrai systems.Keywords: matrix funtion, fatorization, partial indies.
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