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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÁÎËÜØÈÕ

ÄÅÔÎÐÌÀÖÈÉ ÒÅË Ñ Ó×ÅÒÎÌ

ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÑÒÈ ÌÀÒÅÐÈÀËÀ

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ êî-

íå÷íûõ óïðóãèõ äåôîðìàöèé ñëàáîñæèìàåìûõ ìàòåðèàëîâ.

Êèíåìàòèêà îïèñûâàåòñÿ ëåâûì òåíçîðîì Êîøè�Ãðèíà. Ââî-

äèòñÿ óäåëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, êîòî-

ðàÿ çàâèñèò îò ëåâîãî òåíçîðà Êîøè�Ãðèíà. Íàïðÿæåííîå

ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì èñòèííûõ íàïðÿæåíèé Êî-

øè�Ýéëåðà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ â òåêóùåì ñîñòîÿíèè. Äàëåå

ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïðîöåäóðû ïîëó÷åíèÿ ëèíåàðèçîâàííûõ

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ îñíîâàí

íà ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî

óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ìîùíîñòåé â

àêòóàëüíîì ñîñòîÿíèè. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷åíà ðàçðåøà-

þùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ãäå íåèç-

âåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå ïåðåìåùåíèé â òåêóùåì âðåìå-

íè. Äëÿ ó÷åòà íåñæèìàåìîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä øòðàôîâ. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìî-

óãîëüíîé ïëàñòèíû ñ êðóãîâûì âûðåçîì, äëÿ êîòîðîé âûáðà-

íî ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå ïîòåíöèàëà óïðóãèõ äåôîðìà-

öèé. Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî

èññëåäîâàíèÿ òðåõìåðíûõ òåë, äëÿ êîòîðûõ ôèçè÷åñêèå ñîîò-

íîøåíèÿ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óïðóãîãî ïîòåíöèàëà. Ïîëó÷åíû

ëèíåàðèçîâàííûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ è ðàçðåøàþùåå

óðàâíåíèå. ×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷-
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íûõ ýëåìåíòîâ íà áàçå âîñüìèóçëîâîãî ïîëèëèíåéíîãî ýëåìåí-

òà.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå

ÐÔÔÈ (ïðîåêòû � 15-31-20602, � 15-01-08733).
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âû÷èñëèòåëüíîé íåëèíåéíîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ ñðåä. -
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À.Í.Àáûçîâ, ×.Õ.Í.Íÿí

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

aabyzov@ksu.ru, tranhoaingocnhan@gmail.com

ÌÎÄÓËÈ, Â ÊÎÒÎÐÛÕ ÑÓÌÌÛ ÄÂÓÕ ÏÐßÌÛÕ

ÑËÀÃÀÅÌÛÕ ßÂËßÞÒÑß ÏÐßÌÛÌÈ

ÑËÀÃÀÅÌÛÌÈ

Ïóñòü M � ïðàâûé R -ìîäóëü è A � ìíîæåñòâî ïîäìîäó-

ëåé ìîäóëÿ M , êîòîðîå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî èçîìîðôíûõ

îáðàçîâ. Ñëåäóÿ [2] è [3], ââåäåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

A -(C2): Äëÿ êàæäîãî N ∈ A , åñëè X 6⊕ M è N ∼= X , òî

N 6⊕ M .

A -(C3): Äëÿ êàæäûõ M1,M2 ∈ A and M1,M2 6⊕ M , åñëè

M1 ∩M2 = 0, òî M1 +M2 6⊕ M .

Òàêæå ââåäåì ñëåäóþùåå óñëîâèå:

A -(SSP): Äëÿ êàæäûõ M1,M2 ∈ A , åñëè M1,M2 6⊕ M , òî

M1 +M2 6⊕ M .

Ìîäóëü M íàçîâåì A -(SSP)-ìîäóëåì, åñëè ìîäóëü M óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ A -(SSP). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿ-

òèå A -(Ci)-ìîäóëÿ (i=2,3).

Òåîðåìà. Ïóñòü M � ïðàâûé R -ìîäóëü è A ìíîæå-

ñòâî àðòèíîâûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M , êîòîðîå çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî èçîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ. Åñ-

ëè êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ A-ïðîåêòèâíûì,

òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) M � A-(C3)-ìîäóëü.
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(ii) M � A-(C2)-ìîäóëü.

(iii) Åñëè X1, . . . , Xn � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è

X1, . . . , Xn ∈ A , òî
∑n

i=1Xi � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

Òåîðåìà. Ïóñòü M � ïðàâûé R -ìîäóëü è A � ìíîæå-

ñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M , êîòîðîå çàìêíóòî îòíîñèòåëü-

íî èçîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè êàæäûé

ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ A-ïðîåêòèâíûì, òî ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) M � A-(SSP)-ìîäóëü.

(ii) M � A-(C3)-ìîäóëü.

(iii) Åñëè M = A1 ⊕ A2 , A1 ∈ A , òî îáðàç âñÿêîãî ãîìî-

ìîðôèçìà f : A1 → A2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â A2 .

(iv) M � A-(C2)-ìîäóëü.

(v) Åñëè X1, . . . , Xn � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è

X1, . . . , Xn ∈ A , òî
∑n

i=1Xi � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

Ñëåäñòâèå. [1, Ïðåäëîæåíèå 2.1] Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-

íîñèëüíû äëÿ ìîäóëÿ M :

(i) Äëÿ âñÿêèõ ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé A,B ìîäóëÿ M èç

óñëîâèé A ∼= B , B 6⊕ M ñëåäóåò, ÷òî A 6⊕ M .

(ii) Äëÿ ëþáûõ ïðîñòûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿ

M âûïîëíåíî óñëîâèå A⊕B 6⊕ M .

(iii) Äëÿ âñÿêèõ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïîëóïðîñòûõ ïîä-

ìîäóëåé A,B ìîäóëÿ M èç óñëîâèé A ∼= B , B 6⊕ M ñëåäóåò,

÷òî A 6⊕ M .

(iv) Äëÿ ëþáûõ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïîëóïðîñòûõ ïðÿ-

ìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿ M âûïîëíåíî óñëîâèå A ⊕
B 6⊕ M .

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. CamilloV., IbrahimY., YousifM., ZhouY. Simple-direct-

injective modules // J. Algebra. � 2014. � V. 420. � P. 39�53.
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2. Lopez-Permouth S.R., OshiroK., Tariq Rizvi S. On the

relative (quasi-) continuity of modules // Comm. Algebra. � 1998. �

V. 26. � P. 3497�3510.

3. OshiroK. Continuous modules and quasi-continuous modules

// Osaka J. Math. � 1983. � V. 20. � P. 681�694.

È.È.Àêñàíîâà, Ä. Ç.Óðàçîâà

Âûñîêîãîðñêàÿ ÑÎØ � 2,

ilsi050@mail.ru

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß, ÇÀÄÀÍÍÎÃÎ

ÒÐÅÌß ËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÔÓÍÊÖÈßÌÈ

Ïðîñòûå ïîïóëÿöèîííûå ìîäåëè, ïîñòðîåííûå êàê îäíî-

ìåðíûå äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîçâîëÿþò èññëå-

äîâàòü áèîëîãè÷åñêèå ïîïóëÿöèè è èõ õàðàêòåðèñòèêè. Òàêèå

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìîæíî ñòðîèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ

êóñî÷íî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé òåíòî-

îáðàçíûõ îòîáðàæåíèé, ò. å. îòîáðàæåíèé, çàäàâàåìûìè äâóìÿ

ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè, èçó÷åí äîñòàòî÷íî õîðîøî (ñì., íàïð.

[1�3]). Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî ëè-

íåéíûõ ôóíêöèé, çàäàþùèõ îòîáðàæåíèå, ðàâíî òðåì.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à íàøåé ðàáîòû � èçó÷èòü äèíàìèêó

êóñî÷íî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

f(x) =


2x+ 2, x 6 0,

−3x+ 2, 0 6 x 6 1,

2x− 3, x > 1.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ìû ïîëó÷èëè, ÷òî çàäàííîå îòîáðà-

æåíèå èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè: x = −2 , x = 0.5 è x = 3 ,
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ïðè÷¼ì âñå îíè ÿâëÿþòñÿ îòòàëêèâàþùèìè. Íàéäåíû òðè, òàê-

æå îòòàëêèâàþùèå, äâóïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû îòîáðàæåíèÿ f :

x1 = −4
7 → x2 = 6

7 → x1 → x2 → . . . , x3 = −1
3 → x4 = 4

3 →
→ x3 → x4 → . . . , x5 =

1
7 → x6 =

11
7 → x5 → x6 → . . . .

Ìû äîêàçàëè, ÷òî íà èíòåðâàëå (−∞;−2) îðáèòû âñåõ òî-

÷åê ñòðåìÿòñÿ ê −∞ , à íà (3;+∞) � ê +∞ . Íàèáîëåå èíòå-

ðåñíûì ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (−2; 3) , òàê êàê îðáèòû âñåõ òî÷åê

ýòîãî èíòåðâàëà îñòàþòñÿ âíóòðè íåãî. È èìåííî â ýòîì èí-

òåðâàëå íàõîäÿòñÿ îòòàëêèâàþùèå íåïîäâèæíûå è äâóïåðèî-

äè÷åñêèå òî÷êè. Â ðåçóëüòàòå íàìè äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå

f(x) íà èíòåðâàëå (−2; 3) èìååò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Èìåí-

íî òàêóþ äèíàìèêó îðáèòû òî÷êè x0 ∈ (−2; 3) ìû âèäèì íà

ïàóòèííîé äèàãðàììå (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À
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dynamics and bifurcations of skew tent maps // J. Di�. Eq. and

Appl. � 2008. � V. 14. � P. 819�833.

3. Sushko I., Gardini L. Degenerate bifurcations and border

collisions in piecewise smooth 1D and 2D maps // Intern. J. of

Bifurcation and Chaos. � 2010. � V. 20. � No 7. � P. 2045�2070.

Ï.Ä.Àíäðååâ

Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé

óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,

pdandreev@mail.ru

ÕÎÐÄÎÂÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ È ÏÐÎÁËÅÌÛ

ÁÓÇÅÌÀÍÀ

Õîðäîâûå ïðîñòðàíñòâà ââåäåíû â êíèãå Áóçåìàíà è Ïõàäêå

[1] ñ óòî÷íåíèåì îïðåäåëåíèÿ â [2] êàê îáîáùåíèå êëàññà G -ïðî-

ñòðàíñòâ Áóçåìàíà, äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíà

êíèãà [3]. Ïóñòü (X, d) � êîíå÷íî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ âûïóêëîñòè ïî Ìåíãåðó.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ X ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà m ∈ X , ëåæàùàÿ ñòðîãî ìåæäó íèìè, òî åñòü äëÿ

òî÷åê x, y,m âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

d(x, y) = d(x,m) + d(m, y), ãäå m /∈ {x, y}.

Èç óñëîâèé êîíå÷íîé êîìïàêòíîñòè è âûïóêëîñòè ïî Ìåíãåðó

ñëåäóåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü

ëþáûå äâå òî÷êè x, y ∈ X ñîåäèíèìû â X îòðåçêîì [xy] . Çäåñü

ïîä îòðåçêîì [xy] ïîíèìàåòñÿ îáðàç ñïðÿìëÿåìîãî ïóòè γ :

[0, 1] → X ñ γ(0) = x è γ(1) = y , äëèíà êîòîðîãî ℓ(γ) =

= d(x, y) .
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Â îáùåì ñëó÷àå îòðåçîê [xy] îïðåäåë¼í íåîäíîçíà÷íî. Ìíî-

æåñòâî âñåõ îòðåçêîâ ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ T (x, y) ,

ãäå òî÷êè x, y ∈ X ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî âñåõ ïàð ðàçëè÷-

íûõ òî÷åê â X . Ýòî æå îáîçíà÷åíèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êàæ-

äîé êîíêðåòíîé ïàðû x, y ∈ X . Âî ìíîæåñòâå T (x, y) âûäåëèì

ïîäìíîæåñòâà

Q∗(x, y) ⊂ Q(x, y) ⊂ T (x, y).

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Q(x, y) íàçûâàþòñÿ õîðäàìè, à ýëåìåíòû

Q∗(x, y) � áàçîâûìè õîðäàìè.

Ê ÷èñëó õîðä îòíîñèòñÿ âñÿêèé îòðåçîê, ÿâëÿþùèéñÿ ãåî-

äåçè÷åñêîé, ãäå ïîä ãåîäåçè÷åñêîé ïîíèìàåòñÿ îáúåäèíåíèå ïî-

ñëåäîâàòåëüíî íàëåãàþùèõ äðóã íà äðóãà áàçîâûõ õîðä.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà õîðä è áàçîâûõ õîðä â X óäî-

âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ïåðå÷íþ àêñèîì (íóìåðàöèÿ àêñèîì

ñîîòâåòñòâóåò [2]).

Σ2(1) . Âñÿêàÿ òî÷êà p ∈ X èìååò îêðåñòíîñòü U(p, r(p)) , â

êîòîðîé ëþáûå äâå òî÷êè a, b ∈ U(p, r(p)) ñîåäèíÿþòñÿ åäèí-

ñòâåííîé áàçîâîé õîðäîé Q∗(a, b) .

Σ2(2) . Åñëè q � âíóòðåííÿÿ òî÷êà Q∗(a, b) , òî Q∗(a, q) ⊂
⊂ Q∗(a, b) , ïðè÷¼ì Q∗(a, b) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé áàçîâîé

õîðäîé äëèíû d(a, b) , ïðîäîëæàþùåé Q∗(a, q) .

Σ2(3) . Åñëè ñóùåñòâóþò áàçîâûå õîðäû Q∗(an, bn) ïðè âñåõ

n = 0, 1, 2, . . . è an → a0 , bn → b0 ïðè n→ ∞ , òî Q∗(an, bn) →
→ Q∗(a0, b0) ïîòî÷å÷íî.

Σ2(4) . Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a, b ∈ U(p, r(p)) ñóùåñòâóåò

c ∈ X , äëÿ êîòîðîé Q∗(a, b) ⊂ Q∗(a, c) .

Σ2(a) . Äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b ∈ X è ëþáîãî ãîìîòîïè÷åñêî-

ãî êëàññà K êðèâûõ ñ êîíöàìè a, b ñóùåñòâóåò õîðäà, ïðèíàä-

ëåæàùàÿ K .
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Îòëè÷èå â íóìåðàöèè ïîñëåäíåé àêñèîìû îáîñíîâûâàåòñÿ

òåì, ÷òî îíà íîñèò ãëîáàëüíûé õàðàêòåð è îïèñûâàåò ñåìåéñòâî

õîðä, íå ÿâëÿþùèõñÿ áàçîâûìè õîðäàìè.

G -ïðîñòðàíñòâà Áóçåìàíà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì õîð-

äîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ýòîì ñëó÷àå õîðäàìè ÿâëÿþòñÿ âñå îò-

ðåçêè, òî åñòü Q(x, y) = T (x, y) , à áàçîâûìè õîðäàìè ñëóæàò

îòðåçêè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè: îòðåçîê [xy]

ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé õîðäîé G -ïðîñòðàíñòâà X òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì

x è y .

Ïðèëîæåíèå ê êíèãå [3] ñîäåðæèò ïåðå÷åíü òåîðåì è íåðå-

ø¼ííûõ ïðîáëåì, êàñàþùèõñÿ G -ïðîñòðàíñòâ. Ñðåäè ïðîáëåì

îñîáî âûäåëÿþòñÿ ïðîáëåìû (7)�(9) (çäåñü ìû ñîõðàíÿåì íó-

ìåðàöèþ Áóçåìàíà).

Ïðîáëåìà (7). ßâëÿåòñÿ ëè n-ìåðíîå G-ïðîñòðàíñòâî

n-ìåðíûì òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì?

Ïðîáëåìà (8). ßâëÿåòñÿ ëè ïðîèçâîëüíîå G-

ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî îäíîðîäíûì â ñìûñëå Ìîíòãîìåðè

(ñì. [4])?

Ïðîáëåìà (9). Âñÿêîå ëè G-ïðîñòðàíñòâî èìååò êîíå÷-

íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü?

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðîáëåìà (7) ñôîðìóëèðîâàíà â [3] äëÿ

ðàçìåðíîñòè n = 3 . Â ýòîé ôîðìóëèðîâêå îíà ðåøåíà â [5]. Ëî-

êàëüíàÿ îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà X â ñìûñëå Ìîíòãîìåðè

îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà p ∈ X èìååò îêðåñòíîñòü Up , â

êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî. Äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò δ > 0 , ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a ∈ Up

è b ∈ X íà ðàññòîÿíèè d(a, b) < δ ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ Φt : Up → Φt(Up) ⊂ X ,
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t ∈ [0, 1] , ÷òî Φ0 = IdUp , Φ1(a) = b è d(x,Φt(x)) < ε äëÿ âñåõ

x ∈ Up è âñåõ t ∈ [0, 1] .

Ïåðå÷èñëåííûå ïðîáëåìû àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà

õîðäîâûå ïðîñòðàíñòâà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîáëåìà (8) â

ïðèâåä¼ííîé çäåñü ôîðìóëèðîâêå ðåøåíà ïîëíîñòüþ, îñòàëü-

íûå � â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Îòäåëüíûå ÷àñòíûå ñëó-

÷àè ðåøåíèé òàêæå àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà õîðäîâûå

ïðîñòðàíñòâà.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ãîâîðÿ î ïðîáëåìå (9), ñëåäóåò ïðèâåñòè

ñòàòüþ Â. Í. Áåðåñòîâñêîãî [6], ãäå ïðîáëåìà ðåøåíà ïðè íåêî-

òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà âûïóêëîñòü â ïðîñòðàí-

ñòâå X ìàëûõ øàðîâ.

Òåîðåìà êîíå÷íîìåðíîñòè ([6], Òåîðåìû 1-2). Ïóñòü

X � G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà. Åñëè â X ñóùåñòâóåò íåïó-

ñòàÿ îáëàñòü U , â êîòîðîé âñå øàðû âûïóêëû, èëè íåïóñòàÿ

K -âûïóêëàÿ îáëàñòü ïðè íåêîòîðîì äåéñòâèòåëüíîì çíà÷å-

íèè K , òî X èìååò êîíå÷íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü.

Ìåòîä, ïðèìåí¼ííûé Â. Í. Áåðåñòîâñêèì â äîêàçàòåëüñòâå

ýòîé òåîðåìû, äîïóñêàåò íåñëîæíîå ïåðåíåñåíèå íà õîðäîâûå

ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Ïîä õîðäîâûì ïðî-

ñòðàíñòâîì íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïîíèìàåòñÿ òàêîå õîð-

äîâîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè åñòü îêðåñòíîñòü, â êî-

òîðîé ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî áà-

çîâûìè õîðäàìè, íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû îñíîâàíèÿ. Èç îäíî-

ðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèÿ âîïðîñà

î òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ëèøü

îêðåñòíîñòü îäíîé òî÷êè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â õîðäîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñóùåñòâó-

åò îáëàñòü íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Òîãäà X èìååò êî-

íå÷íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü.
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Ê ñîæàëåíèþ, âûïóêëîñòü øàðîâ ìàëîãî ðàäèóñà íå

îáåñïå÷èâàåòñÿ àêñèîìàìè G-ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðû G -

ïðîñòðàíñòâ, òàê íàçûâàåìûõ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ ïëîñêî-

ñòåé, èìåþùèõ íåâûïóêëûå øàðû ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ðàäèóñà

â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p ∈ X , ïîñòðîåíû â [7].

Çíà÷èòåëüíîå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè ïðîáëåìû (7) âûïîë-

íåíî Ï. Ò¼ðñòîíîì â [8]. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè �

âñÿêîå 4-ìåðíîå G -ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíûì

òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Íî ïîìèìî ýòîãî ñòàòüÿ èíòå-

ðåñíà òåì, ÷òî â íåé ïðåäñòàâëåíà ïðîãðàììà ðåøåíèÿ ïðî-

áëåìû (7) â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì, êàê âñïîìîãàòåëüíûé

ðåçóëüòàò ïîëó÷åíî ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû (8): âñÿêîå G -

ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè îäíîðîäíûì è ïðè ýòîì

(íå òîëüêî â ëîêàëüíîì, íî è â ãëîáàëüíîì ñìûñëå) îäíîðîäíî â

ñìûñëå Ìîíòãîìåðè. Êîðîòêàÿ, íî àêêóðàòíàÿ ïðîâåðêà ýòîãî

ôàêòà âûïîëíåíà â [9]. Ìåòîä, ïðèìåí¼ííûé â [8], ïîâòîðÿåòñÿ

â [1] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîïîëîãè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè õîðäî-

âûõ ïðîñòðàíñòâ. Êàê ñëåäñòâèå, âñÿêîå õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî

èìååò îäíó è òó æå ëîêàëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü âî

âñåõ òî÷êàõ.

Â ñòàòüå [9] ââåäåíà èíàÿ òðàêòîâêà îäíîðîäíîñòè � G -

îäíîðîäíîñòü. Ïîäìíîæåñòâî Z â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

X íàçûâàåòñÿ çâ¼çäíûì ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå p ∈ Int(Z) ,

åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ∂Z îòðåçîê [px] ñóùåñòâóåò, îäíî-

çíà÷íî îïðåäåë¼í, ñîäåðæèòñÿ â Z è Z ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì

êîíóñîì íàä ∂Z ñ âåðøèíîé p . Z íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíî çâ¼çä-

íûì â òî÷êå p , åñëè ñóù¼ñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ

çâ¼çäíûì ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé òî÷êå y ∈ B(p, δ) . Ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî G -îäíîðîäíûì,

åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X åñòü òàêîé ðàäèóñ ε > 0 , ÷òî øàð
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B(x, ε) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïðîäîëæàåìîñòè îòðåçêîâ è ÿâëÿ-

åòñÿ ñòàáèëüíî çâ¼çäíûì ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé ñâîåé òî÷êå.

Ïîíÿòíî, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ëîêàëüíî G -îäíîðîä-

íîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíî. Â îáùåì ñëó÷àå îáðàòíîå íåâåðíî.

Â [9] âûñêàçàí ðÿä ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ G -îäíîðîäíîñòüþ.

Îíè àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñèòñÿ íà õîðäîâûå ïðîñòðàíñòâà (ñì.

ïîäðîáíûå îïðåäåëåíèÿ â [9]).

Ïðîáëåìà 1. Âñÿêîå ëè õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî G-îäíîðîäíûì è ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî G-îäíîðîäíûì

íà îðáàëüíûõ ìíîæåñòâàõ ?

Åù¼ áîëåå ñóùåñòâåííûé ðåçóëüòàò ñòàòüè [8] êàñàåòñÿ òî-

ïîëîãèè G -ïðîñòðàíñòâ: âñÿêîå G -ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà ÿâ-

ëÿåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì è àáñîëþòíûì îêðåñò-

íîñòíûì ðåòðàêòîì (ñîêðàù¼ííî, ANR).

Ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå àðãóìåíòîâ Ï. Ò¼ðñòî-

íà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò äëÿ õîðäîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 2. Âñÿêîå õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ANR.

Îäíàêî, ïðÿìîé ïåðåíîñ âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû Ò¼ðñòîíà íà

õîðäîâûå ïðîñòðàíñòâà ïðîáëåìàòè÷åí.

Ïðîáëåìà 2. Âñÿêîå ëè õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ

ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì?

Îáøàÿ ñõåìà Ò¼ðñòîíà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû (7) äëÿ ÷åòûð¼õ-

ìåðíûõ G -ïðîñòðàíñòâ âêëþ÷àåò 4 øàãà è ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê ñõåìà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû â îáùåì ñëó÷àå. Ïåðâûé

øàã óæå îïèñàí âûøå. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, óòâåð-

æäàþùàÿ, ÷òî âñÿêîå G-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ANR è ãîìî-

ëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîñëåäóþùèå øàãè âûïîëíåíû ñó-

ùåñòâåííî äëÿ ÷åòûð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îäíàêî, åñëè ãèïîòåçà

Áóçåìàíà î òîì, ÷òî âñÿêîå G -ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîá-
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ðàçèåì, âåðíà, òî ðåçóëüòàòû ýòèõ øàãîâ òàêæå ñïðàâåäëèâû â

îáùåì ñëó÷àå. Ýòî æå ìîæíî ñêàçàòü è î õîðäîâûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ.

Øàãè 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà. Øàã

2 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü A ⊂ X è a ∈ X \A . Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî X \A ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî k -ñâÿçíûì

â a , åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè a ñîäåðæèò òàêóþ å¼

îêðåñòíîñòü V , ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ∂Bk+1 →
→ V ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ Bk+1 → V .

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî k -êîñâÿçíûì (êîðîòêî, k -

LCC), åñëè X \A ëîêàëüíî k -ñâÿçíî â ëþáîé òî÷êå a ∈ X \A .
Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïîëóêðàñèâî (semi-nicely) ëî-

êàëüíî (n − 1) -ñôåðè÷åñêèì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà y ∈ X èìååò

ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü V , ãðàíèöà êîòîðîé ∂V ãî-

ìåîìîðôíà Sn−1 è ÿâëÿåòñÿ 1-LCC ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà ([8, Òåîðåìà 3.14.]) Âñÿêîå 4-ìåðíîå G-ïðî-

ñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëóêðàñèâî ëîêàëüíî 3-ñôåðè÷åñêèì.

Øàã 3 ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì ðàçðåøèìîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü C � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îíî íà-

çûâàåòñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì (cell-like), åñëè ñóùåñòâóåò òîïî-

ëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M è âëîæåíèå f : C →M òàêèå, ÷òî

f(C) â M ïðåäñòàâèìî êàê ïåðåñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

çàìêíóòûõ m -êëåòîê Q1, Q2, . . . , ãäå Qi+1 ⊂ Qi è m = dimM .

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåò-

ñÿ êëåòî÷íîïîäîáíûì, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàç f−1(y)

ëþáîé òî÷êè y ∈ Y . Ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Y íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîãîîáðàçèå Mn

è êëåòî÷íîïîäîáíàÿ ñþðúåêöèÿ f :Mn → Y , íàçûâàåìàÿ ðàç-

ðåøåíèåì Y .
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Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè äëÿ ãîìîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå Êóèííà [10]. Ïóñòü X � ãîìîëîãè÷åñêîå

ìíîãîîáðàçèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì

äëÿ ðàçðåøåíèÿ, åñëè îíî ëîêàëüíî êîìïàêòíî, ñâÿçíî, êîíå÷-

íîìåðíî, ñåïàðàáåëüíî, ìåòðèçóåìî è ÿâëÿåòñÿ ANR.

Òåîðåìà ([10]). Ñóùåñòâóåò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé èí-

âàðèàíò i(X) ∈ 1 + 8 · Z , ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîèçâîëüíîìó

ïîäõîäÿùåìó äëÿ ðàçðåøåíèÿ ãîìîëîãè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ

X , ÿâëÿþùèéñÿ ïðåïÿòñòâèåì ê ðàçðåøèìîñòè. X ðàçðåøè-

ìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i(X) = 1 .

Ðåçóëüòàòîì òðåòüåãî øàãà â [8] ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå ([8], Ñëåäñòâèå 3.10). Âñÿêîå 4-ìåðíîå

G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà X èìååò èíäåêñ Êóèííà i(X) = 1

è ïîýòîìó ðàçðåøèìî.

Ïîñëåäíèé øàã 4 â [8] ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâ ðàçðåøè-

ìîñòè è ïîëóêðàñèâîé ëîêàëüíîé ñôåðè÷íîñòè äîñòàòî÷íî äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû â ñëó÷àå ÷åòûð¼õìåðíîãî G -

ïðîñòðàíñòâà. Îñíîâíîé àðãóìåíò äîêàçàòåëüñòâà � òîò ôàêò,

÷òî îòîáðàæåíèå ðàçðåøåíèÿ f : M4 → X â ýòîì ñëó÷àå àï-

ïðîêñèìèðóåìî ãîìåîìîðôèçìîì.

Â ñëó÷àå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè áîëåå óäîáíî âìåñòî ñâîé-

ñòâà ïîëóêðàñèâîé ëîêàëüíîé ñôåðè÷íîñòè ðàññìàòðèâàòü äðó-

ãîå ñâîéñòâî, íàçûâàåìîå ñâîéñòâîì ðàçäåëÿåìîñòè äèñêîâ (dis-

joint disks property, DDP). Ãîâîðÿò, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì DDP, åñëè ëþáîå íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå â X ïàðû äâóìåðíûõ êëåòîê B2 ìîæíî àïïðîê-

ñèìèðîâàòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê íåìó îòîáðàæåíèåì, êîòî-

ðîå èìååò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáðàçû óêàçàííûõ êëåòîê. Èìå-

åòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé (ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ
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Êåííîíà).

Òåîðåìà Ýäâàðäñà ([11]). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X èìå-

åò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü n > 5 . Îíî ÿâëÿåòñÿ n-ìåð-

íûì òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíî ðàçðåøèìî è îáëàäàåò ñâîéñòâîì DDP.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà Áóçåìàíà (7), ñôîðìóëèðîâàí-

íàÿ äëÿ õîðäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàñêëàäûâàåòñÿ â öåïî÷êó ïðî-

áëåì, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ óæå ñôîðìóëèðîâàíà êàê Ïðîáëåìà 2.

Ïðîáëåìà 3. Ïóñòü X � ÷åòûð¼õìåðíîå õîðäîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Âåð-

íî ëè, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëóêðàñèâî ëîêàëüíî ñôåðè÷åñêèì?

Ïðîáëåìà 4. Ïóñòü X � n-ìåðíîå õîðäîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Âåðíî ëè,

÷òî îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì DDP?

Ïðîáëåìà 5. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêîå õîðäîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ðàçðåøè-

ìî?

Â ñëó÷àå ÷åòûð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îòäåëüíî ñòîèò âî-

ïðîñ îá àïïðîêñèìèðóåìîñòè ðàçðåøåíèÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ïðîáëåìà 6. Ïóñòü X � ïîëóêðàñèâî ëîêàëüíî ñôåðè÷å-

ñêîå ðàçðåøèìîå õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî. Âåðíî ëè, ÷òî îíî

îáëàäàåò ðàçðåøåíèåì, êîòîðîå àïïðîêñèìèðóåìî ãîìåîìîð-

ôèçìîì?

Äàëåå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ïðîáëåìå (7) â ñëó÷àÿõ, êîãäà

ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà

êðèâèçíó. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîáëåìà ðåøåíà Â. Í. Áåðåñòîâñêèì

äëÿ G -ïðîñòðàíñòâ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ïî À. Ä. Àëåêñàí-

äðîâó (ñì. [12] äëÿ ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû îãðàíè÷åííîé ñíèçó
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è [13] äëÿ ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû îãðàíè÷åííîé ñâåðõó) è àâ-

òîðîì äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå

Áóçåìàíà (ñì. [14]). Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà ñïðà-

âåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà ([12], Òåîðåìà 7.) Ïóñòü (X, d) � ëîêàëüíî

êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû

> K ïî À. Ä. Àëåêñàíäðîâó, ïîä÷èí¼ííîå óñëîâèþ ëîêàëüíîé

ïðîäîëæàåìîñòè êðàò÷àéøèõ. Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè-

÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì íåêîòîðîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè n .

Ïðè ýòîì, äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ X ïðîñòðàíñòâî íàïðàâ-

ëåíèé ΩpX ê X â p èçîìåòðè÷íî åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 , à

êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî K0(ΩpX) � n-ìåðíîìó åâêëèäîâó

ïðîñòðàíñòâó.

Òåîðåìà ([13], Òåîðåìà 1.1). Êàæäîå G-ïðîñòðàíñòâî

Áóçåìàíà îãðàíè÷åííîé ñâåðõó êðèâèçíû ïî À. Ä. Àëåêñàí-

äðîâó ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì C0 -ìíîãîîáðàçèåì (ñ íåïðåðûâíû-

ìè îòíîñèòåëüíî äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò êîìïîíåíòàìè

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà; ëþáûå äâå êàðòû, ñîñòàâëåííûå èç äè-

ñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò, C1 -ñîãëàñîâàíû.

Êàê ìû âèäèì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ òåîðåìû óòâåðæäàþò, ÷òî

G -ïðîñòðàíñòâî ñ îãðàíè÷åíèåì êðèâèçíû â ñìûñëå À.Ä. Àëåê-

ñàíäðîâà íå ïðîñòî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,

íî èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ñòðóêòóðó, õàðàêòåðíóþ äëÿ ðèìà-

íîâûõ ìíîãîîáðàçèé ìàëîé ãëàäêîñòè. Òåîðåìà, äîêàçàííàÿ àâ-

òîðîì â [14], íå ïðåäîñòàâëÿåò òàêîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóê-

òóðû. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê äîêàçàòåëüñòâà â

òîì, ÷òî îíî îïèðàåòñÿ íà ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñìûñëå íåãëàâ-

íîãî óëüòðàôèëüòðà íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü

çàâèñèò î àêñèîìû âûáîðà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñïðàâåäëèâà
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áîëåå ñèëüíàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîêàçàíà áåç ïðè-

ìåíåíèÿ ïðåäåëà ïî íåãëàâíîìó óëüòðàôèëüòðó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (X, d) � G-ïðîñòðàíñòâî ãëîáàëüíî

íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà. Òîãäà îíî ãî-

ìåîìîðôíî åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó Rn ïðè íåêîòîðîì íàòó-

ðàëüíîì n . Ïðè ýòîì, â êàæäîé òî÷êå p ∈ X êîððåêòíî

îïðåäåë¼í êàñàòåëüíûé êîíóñ KpX êàê ïðåäåë ïî Ãðîìîâó-

Õàóñäîðôó ïðè t → +∞ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X, dt) ,

ïîäîáíûõ (X, d) ñ îáùåé îòìå÷åííîé òî÷êîé p è êîýôôèöèåí-

òîì ïîäîáèÿ t . Âñÿêèé òàêîé êîíóñ èçîìåòðè÷åí íåêîòîðîìó

n-ìåðíîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó ñî ñòðîãî âûïóê-

ëîé íîðìîé.

Òàêèì îáðàçîì, G-ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèç-

íû ïî Áóçåìàíó îáëàäàþò ñòðóêòóðîé, ñõîäíîé ñ ôèíñëåðîâîé,

íî áîëåå ñëàáîé â òîì ñìûñëå, ÷òî â êàæäîé òî÷êå òàêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà èìååòñÿ êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáëàäàåò

íîðìîé, ýòà íîðìà ñòðîãî âûïóêëà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Àíàëîã óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 äëÿ õîðäîâûõ ïðîñòðàíñòâ

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà 1. Âñÿêîå õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) ãëîáàëü-

íî íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà-Ïõàäêå ãî-

ìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Rn . Ïðè ýòîì â êàæäîé òî÷êå p ∈
∈ X êîððåêòíî îïðåäåë¼í êàñàòåëüíûé êîíóñ, êîòîðûé èçî-

åòðè÷åí íåêîòîðîìó n-ìåðíîìó íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàí-

ñòâó.

Âàæíûé øàã â äîêàçàòåëüñòâå Ãèïîòåçû 1 âûïîëíåí àâòî-

ðîì ñîâìåñòíî ñ Â. Â. Ñòàðîñòèíîé. Ñòàòüÿ, ñîäåðæàùàÿ óêà-

çàííûé ðåçóëüòàò ïðèíÿòà ê ïå÷àòè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü (X, d) � õîðäîâîå ïðîñòðàíñòâî íåïî-

ëîæèòåëüíîé êðèâèçíû â ñìûñëå Áóçåìàíà-Ïõàäêå. Òîãäà â
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êàæäîé òî÷êå p ∈ X êîððåêòíî îïðåäåë¼í êàñàòåëüíûé êîíóñ

KpX êàê ïðåäåë ïî Ãðîìîâó-Õàóñäîðôó ïðè t→ +∞ ìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X, dt) , ïîäîáíûõ (X, d), ñ îáùåé îòìå÷åí-

íîé òî÷êîé p è êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ t . Ïðè ýòîì, íà KpX

äåéñòâóåò ãðóïïà H ïîëîæèòåëüíûõ ãîìîòåòèé ñ öåíòðîì

p è ñóùåñòâóåò ñòðóêòóðà õîðäîâîãî ïðîñòðàíñòâà íåïîëî-

æèòåëüíîé êðèâèçíû.

Ê ñîæàëåíèþ, ïîñòðîåííàÿ íàìè ñòðóêòóðà õîðäîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà íà KpX íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îò-

íîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû H . Êðîìå òîãî, ïðè å¼ ïîñòðîå-

íèè àâòîðû çàäåéñòâîâàëè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî íåãëàâíîìó

óëüòðàôèëüòðó, ÷òî òàêæå íåñêîëüêî ñíèæàåò öåííîñòü äîêà-

çàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-00219).
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ÏÓÁËÈÊÀÖÈÉ

Ïðåäëîæåíà ñèñòåìà ñåðâèñîâ, ïðåäîñòàâëÿþùèõ âåá-

èíñòðóìåíòû ïîäãîòîâêè ïóáëèêàöèè ïî ìàòåìàòèêå. Ñåðâèñû

îðãàíèçîâàíû â âèäå êîíñòðóêòîðîâ, ïîçâîëÿþùèõ â èíòåðàê-

òèâíîì ðåæèìå îôîðìèòü ñòàòüþ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòèëåâûìè

òðåáîâàíèÿìè æóðíàëà, âûïîëíèòü ïðîâåðêó íà ñîîòâåòñòâèå

ñòèëåâûì òðåáîâàíèÿì íàó÷íîãî æóðíàëà, ñíàáäèòü ñòàòüþ

êëþ÷åâûìè ñëîâàìè è îôîðìèòü áèáëèîãðàôèþ ïî ñïåöèàëü-

íîìó øàáëîíó.

Íà ýòàïå ïðåäñòàâëåíèÿ íàó÷íîé ïóáëèêàöèè ïðîâîäèòñÿ

ïðîâåðêà ñòàòüè íà ñîîòâåòñòâèå ñòèëåâûì ïðàâèëàì æóðíàëà

(ñòèëåâàÿ âàëèäàöèÿ) � â ðÿäå æóðíàëîâ, ýòà ïðîâåðêà âûïîë-

íÿåòñÿ â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå [1, 2]. Â íàó÷íûõ æóðíàëàõ,

ïðèíèìàþùèõ ñòàòüè â TEX-íîòàöèè, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-

âàòü ñòèëåâîé ôàéë, ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâëåííûé ðåäàêöèåé.

Êîíñòðóêòîð, â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå �ñîáèðàþùèé� ñòàòüþ

ïî ïðàâèëàì âûáðàííîãî ñòèëåâîãî ôàéëà, ñóùåñòâåííî ñî-

êðàùàåò âðåìÿ ðåãèñòðàöèè ñòàòüè â èíôîðìàöèîííîé ñèñòå-

ìå æóðíàëà, îáåñïå÷èâàÿ áûñòðîå ïðîõîæäåíèå ýòàïà âàëèäà-

öèè [3].

Ñåðâèñ ïîäãîòîâêè ñïèñêà ëèòåðàòóðû ôèçèêî-ìàòåìàòè-

÷åñêîé ïóáëèêàöèè ïîçâîëÿåò îôîðìèòü áèáëèîãðàôèþ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè êîíêðåòíîãî íàó÷íîãî æóðíàëà. Ïðåäî-

ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå âûáðàòü òèï
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ïóáëèêàöèè è, çàòåì, ââåñòè âûõîäíûå äàííûå â ïîëÿ ôîðìû.

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü êîíâåðòàöèè áèáëèîãðà-

ôè÷åñêèõ äàííûõ, îôîðìëåííûõ â ñèñòåìå BIBTeX, à òàêæå

ðàçìå÷åííûõ êîìàíäàìè ïàêåòà amsbib, ðàçðàáîòàííîãî â ðàì-

êàõ ïðîåêòà MathNet [4]. Ïðîãðàììà ïîìîãàåò âûáðàòü îáùå-

ïðèíÿòîå ñîêðàùåíèå íàçâàíèÿ áîëüøèíñòâà íàó÷íûõ æóðíà-

ëîâ. Ñèñòåìà ñåðâèñîâ ðåàëèçîâàíà äëÿ æóðíàëà Lobachevskii

Journal of Mathematics íà ïëàòôîðìå ScienceTatarstan.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 15-07-08522, � 15-47-02472) è ÐÃÍÔ (ïðîåêò � 14-03-

12004).
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ÄÂÓÑÂßÇÍÎÉ ÊÎËÜÖÅÂÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ðàññìîòðèì êîëüöî D = {z : q < |z| < 1}. Âçÿâ óíèâåðñàëü-
íóþ ïîâåðõíîñòü íàëîæåíèÿ UD ([1], c. 255) äëÿ D, ïîñòðîèì

êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå fU (ζ) åäèíè÷íîãî êðóãà E íà îä-

íîñâÿçíóþ ìíîãîëèñòíóþ îáëàñòü UD. Êîíôîðìíûì ðàäèóñîì

îáëàñòè D íàçîâåì âåëè÷èíó

R(D, fU (ζ)) = |f ′U (ζ)|(1− |ζ|2), ζ ∈ E.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü êîíôîðìíîãî ðàäèóñà äëÿ D ñî-

ñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé [2] : âûïóêëîé ââåðõ, âûïóêëîé âíèç è

îáðàçîâàííîé ñåäëîâûìè òî÷êàìè.

Âíóòðåííèì ðàäèóñîì îáëàñòè D â òî÷êå ζ = z áóäåì íà-

çûâàòü âåëè÷èíó

r(D, z) = lim
ζ→z

|ζ − z|
|F ′(ζ, z)|

,

ãäå

F (ζ, z) =

(1− ζ
z )

∞∏
k=1

(1− q2k ζ
z )(1− q2k z

ζ )

(1− z̄ζ)
∞∏
k=1

(1− q2kz̄ζ)(1− q2k 1
z̄ζ )
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ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ êîëüöî D íà êðóã ñ êîíöåíòðè÷åñêèì

ðàçðåçîì ([3], c. 233), ïðè÷åì

|F (ζ, z)|
∣∣
|ζ|=q

= 1, |F (ζ, z)|
∣∣
|ζ|=1

=
1

|z|
.

Çàìåòèì, ÷òî â îäíîñâÿçíîì ñëó÷àå ââåäåííûå âåëè÷èíû

ñîâïàäàþò ñ ïðèâû÷íûì ïîíÿòèåì êîíôîðìíîãî ðàäèóñà ([4],

c. 37).

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè âíóòðåííåãî ðàäèóñà çàïîëíÿþò îêðóæ-

íîñòü |z| = √
q.

Äîïðåäåëüíûå âàðèàíòû ïîâåðõíîñòåé âíóòðåííåãî è êîí-

ôîðìíîãî ðàäèóñîâ äëÿ êîëüöà D ïðåäñòàâëÿþòñÿ äîâîëüíî

áëèçêèìè. Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíûõ âàðèàíòîâ ïðè q → 0

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá èõ "íåèäåíòè÷íîñòè". Êîíôîðì-

íûé ðàäèóñ â ïðåäåëå ñòðîèòñÿ íàä äâóñâÿçíîé îáëàñòüþ, è

ïîâåðõíîñòü åãî èìååò öåëûé êîíòèíóóì ìàêñèìàëüíûõ òî÷åê.

Ïîâåðõíîñòü æå âíóòðåííåãî ðàäèóñà ñòðîèòñÿ íàä îäíîñâÿç-

íîé îáëàñòüþ ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà â íóëå. Ïî-

âèäèìîìó, ðàçëè÷èå â ñòðîåíèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ðàçëè÷-

íûìè ïîñòàíîâêàìè âíåøíåé îáðàòíîé êðàåâîé çàäà÷è [5].
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Ñ ÒÐÀÍÑÂÅÐÑÀËÜÍÎ-ÌßÃÊÈÌ

ÇÀÏÎËÍÈÒÅËÅÌ Â ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ êîìïëåêñà ïðî-

ãðàìì äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû ñ òðàíñâåðñàëüíî-ìÿãêèì çàïîëíèòåëåì

â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå.

Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ çàïîëíèòåëÿ âûâîäÿòñÿ

ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîïåðå÷íîé êî-

îðäèíàòå èñõîäíûõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè,

ïðåäâàðèòåëüíî óïðîùåííûõ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ

î ðàâåíñòâå íóëþ òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé

[1, 2]. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êðàÿ íåñóùèõ ñëîåâ ïëàñòèíû æåñòêî

çàêðåïëåíû. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî íà êðîìêàõ ïëàñòèíû

äèàôðàãìû îòñóòñòâóþò.

Ñôîðìóëèðîâàíà îáîáùåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â âèäå èí-

òåãðàëüíûõ òîæäåñòâ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ
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Ñîáîëåâà. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì ñóì-

ìàòîðíûõ òîæäåñòâ [3] ïîñòðîåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ çàäà÷è. ×èñëåííîå ðåøåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ äâóõñëîéíîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà [4] ñ ïðåäîáóñëàâëè-

âàòåëåì, ÿâëÿþùèìñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ îïåðàòîðà ïîñòðîåííîé

ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì [5] â ñðåäå Matlab, ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðîãî ïðîèçâîäèëîñü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ. Ïðîãðàììû íàïèñàíû â ñîîòâåòñòâèè

ñ ìîäóëüíûì ïðèíöèïîì, ÷òî ïîçâîëèëî îñóùåñòâèòü ðàçäåëü-

íîå ïðîãðàììèðîâàíèå, îòëàäêó è òåñòèðîâàíèå ñîñòàâíûõ ÷à-

ñòåé ïàêåòà ïðîãðàìì, à òàêæå ïðîñòóþ ìîäåðíèçàöèþ è íà-

ñòðîéêó ïàêåòà íà ðåøåíèå çàäà÷ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíî-

ñòè. Äëÿ ñîçäàíèÿ ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà èñïîëüçîâàëàñü

ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ñðåäà GUIDE (ñì. [6, 7]).

Ïîëüçîâàòåëü ìîæåò çàäàâàòü ÷èñëî òî÷åê ñåòêè, èçìå-

íÿòü òîëùèíû íåñóùèõ ñëîåâ è çàïîëíèòåëÿ îáîëî÷êè, ìå-

íÿòü ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ñâîéñòâà îáîëî÷êè (æåñòêîñòè

íà ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå, ìîäóëè óïðóãîñòè ïåðâîãî ðîäà, èçãèá-

íûå æåñòêîñòè ñëîåâ), èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, òî÷íîñòü âû-

÷èñëåíèé (âåëè÷èíó îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè íà ñîñåäíèõ

èòåðàöèÿõ). Âèçóàëüíî âûâîäÿòñÿ ãðàôèêè ïðîãèáîâ è îñåâûå

ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííûõ ïîâåðõíîñòåé íåñóùèõ ñëîåâ è

êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â çàïîëíèòåëå.

Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïðîâåäåíû

÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðîâåäåí àíàëèç ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàçðàáîòàííûé êîìïëåêñ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ êîíñòðóêöèé èç êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, â òîì ÷èñëå,
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âíåøíèå íàãðóçêè, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê ïîòåðå óñòîé÷è-

âîñòè (ðàçðóøåíèþ) îáîëî÷êè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ñðåäñòâ ñóáñèäèè, âûäåëåí-

íîé â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè Êàçàíñêîãî (Ïðè-

âîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ

åãî êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè ñðåäè âåäóùèõ ìèðîâûõ íàó÷íî-

îáðàçîâàòåëüíûõ öåíòðîâ, è ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû

� 15-01-05686, � 15-41-02569, � 15-38-21099).
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Ïðè ðàñ÷åòå âîäîíàñûùåííûõ ãðóíòîâûõ ñðåä ïðèíèìàåò-

ñÿ ìîäåëü êâàçèäâóõôàçíîãî ãðóíòà, äëÿ êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ,

÷òî ãàç ëèáî ïîëíîñòüþ ðàñòâîðåí â æèäêîñòè, ëèáî íàõîäèòñÿ

÷àñòè÷íî â ïóçûðüêàõ, äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ ôèëüòðóþ-

ùåéñÿ æèäêîñòè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ

èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï íàïðÿæåíèé Òåðöàãè. Óðàâíåíèå ïüåçî-

ïðîâîäíîñòè (äëÿ óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè) çàïèñûâàåò-

ñÿ ñ ó÷åòîì çàêîíà ôèëüòðàöèè â ôîðìå Äàðñè-Ãåðñåâàíîâà.

Ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè äåôîðìèðóåìûõ

êîíñòðóêöèé ðåàëèçîâàí â ðàìêàõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìåòî-

äèêè. Âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè îòðûâà ìîäåëèðóþòñÿ â ðàìêàõ
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ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, ò. å. ïóòåì ââåäåíèþ ìåæäó êîíòàê-

òèðóþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè äîïîëíèòåëüíîãî êîíòàêòíîãî ñëîÿ

èç ìàòåðèàëà, îáëàäàþùåãî ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïî-

ëó÷åííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ

ñïåöèàëüíûõ ìåòîäèê äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ è îöåíêè

ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè ïðîâîäèëèñü ñðàâíåíèÿ èõ ðåçóëüòà-

òîâ ñ äàííûìè ìîíèòîðèíãîâûõ èññëåäîâàíèé îáäåëêè âîçâî-

äèìîãî òîííåëÿ. Â ÷àñòíîñòè, íà áëîêàõ òðåõ êîëåö óñòàíàâ-

ëèâàëèñü ñïåöèàëüíûå ïðèáîðû, èçìåðÿþùèå èõ äåôîðìàöèè

(òåíçîìåòðû) äî ðàçìåùåíèÿ ýòèõ áëîêîâ â îáäåëêó òîííå-

ëÿ. Çàòåì ïî èñòå÷åíèþ äîñòàòî÷íîãî âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî

äëÿ ñòàáèëèçàöèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ êàê â îáäåëêå, òàê

è â ãðóíòîâîì ìàññèâå åå îêðóæàþùåì, ñíèìàëèñü ïîêàçàíèÿ

îêðóæíûõ è ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé. Ýòè îêîí÷àòåëüíûå ïî-

êàçàíèÿ èçìåðÿþùèõ äåôîðìàöèè ïðèáîðîâ ïðèíèìàëèñü êàê

áàçîâûå ïðè îöåíêå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îáäåëêè ïðè ýêñ-

ïëóàòàöèè òîííåëÿ.

Èñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìîæåì îòìåòèòü, ÷òî

ðàçðàáîòàííàÿ ÷èñëåííàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîëåö îáäåëêè òîííåëÿ ìåòðîïî-

ëèòåíà â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå ñ ìîäåëèðîâàíèåì êîíòàêòíî-

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ áëîêîâ ìåæäó ñîáîé äàåò ðåçóëüòàòû, õîðî-

øî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ äàííûìè íàòóðíûõ èñïûòàíèé. Ñëåäîâà-

òåëüíî, íà åå îñíîâå ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ïîäîáíûå êîíñòðóê-

öèè è ïîëó÷àòü äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî

ñóäèòü î íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáäåë-

êè, äëÿ êîòîðîé íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàí-

íûå ïî íàïðÿæåíèÿì.

Èçäàíèå òåçèñîâ äîêëàäà îñóùåñòâëåíî ïðè ôèíàíñîâîé
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Èçâåñòíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìîâ è óñëîâèé íàãðó-

æåíèÿ è ñâîéñòâ ãåîìàòåðèàëà ðàçâèòèå äåôîðìàöèè ìîæåò

ïðîòåêàòü â ðåæèìàõ äèëàòàíñèè è óïëîòíåíèÿ. Íà îïðåäåëåí-

íîì èíòåðâàëå äàâëåíèé áîëüøèõ ðàçëè÷èé â îñîáåííîñòÿõ ïî-

âåäåíèÿ ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåä íå ïðîÿâëÿåòñÿ. Â óñëîâèÿõ ñäâèãà

ïðî÷íîñòü ãðóíòà ñèëüíî çàâèñèò îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâ-

ëåíèÿ, à ñäâèãîâàÿ äåôîðìàöèÿ îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ èç-

ìåíåíèåì îáúåìà. Ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå

ýôôåêòèâíîé ïðî÷íîñòè. Â õîäå ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè èìå-

åò ìåñòî äèëàòàíñèÿ, ðàññåÿííîå íàêîïëåíèå ìèêðîòðåùèí ñ

óâåëè÷åíèåì ýôôåêòèâíîãî îáúåìà. Ðàçðóøåíèå, â îñíîâíîì,

ïðîòåêàåò ïî ìåæçåðåííûì ãðàíèöàì, à â ïîëîñàõ ëîêàëèçàöèè

çàìåòíî ðàçðûõëåíèå ñðåäû. Ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè ïëîòíûõ

è ïîðèñòûõ ïîðîä ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè äàâëåíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ

íåêîòîðóþ ïîðîãîâóþ âåëè÷èíó.

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ãðóíòîâ ââîäÿò ñïåöèàëüíûå õà-

ðàêòåðèñòèêè ïðî÷íîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò èõ íåñóùóþ ñïî-

ñîáíîñòü. Ê íèì êðîìå ñöåïëåíèÿ è óãëà âíóòðåííåãî òðåíèÿ

îòíîñÿò è êîýôôèöèåíò äèëàòàíñèè, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò

ðàçðûõëåíèå èëè óïëîòíåíèå ãðóíòà ïðè äåâèàòîðíîì íàãðó-

æåíèè. Áûë ïðîâåäåí ìîäåëüíûé ðàñ÷åò ãðóíòîâîé íàñûïè.
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Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü íàãðóæàëàñü ñîáñòâåííûì âåñîì (÷èñëî øà-

ãîâ ïî íàãðóçêå áûëî âûáðàíî ðàâíûì 100), èíôîðìàöèÿ î êî-

îðäèíàòàõ áûëà ïîäãîòîâëåíà â ðàñ÷åòå íà îòêîñ âûñîòîé â

30 ì, ïðåäåëüíàÿ âûñîòà îïðåäåëÿëàñü óìíîæåíèåì íà÷àëüíîé

âûñîòû íà äîñòèãíóòîå ÷èñëî øàãîâ ïî íàãðóçêå (â ïðîöåíòíîì

ñîîòíîøåíèè). Äëÿ íàñûïè èç ãðàâåëèñòîãî ïåñêà (ñ ó÷åòîì

è áåç ó÷åòà äèëàòàíñèè) èññëåäîâàëàñü ñõîäèìîñòü êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ó÷åòîì äèëàòàíñèè ïðè-

íèìàëîñü, ÷òî óãîë äèëàòàíñèè íà 30◦ ìåíüøå óãëà âíóòðåííå-

ãî òðåíèÿ.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ó÷åò äèëàòàíñèè çàìåäëÿåò ïåðåõîä

íàñûïè â ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðè÷åì ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ

âòîðàÿ ïîëîñà ñêîëüæåíèÿ, à ðåàëèçîâàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâî-

ëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åò óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

ãðóíòîâûõ ìàññèâîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ çàêîíó ñóõîãî òðåíèÿ ñ

ó÷åòîì è áåç ó÷åòà äèëàòàíñèè.

Èçäàíèå òåçèñîâ äîêëàäà îñóùåñòâëåíî ïðè ôèíàíñîâîé

ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí â

ðàìêàõ íàó÷íûõ ïðîåêòîâ � 15-41-02555, � 15-31-20602.
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ÐÅÇÅÐÂÓÀÐÎÂ ÑËÎÆÍÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðî-

ãðåññà â ïðîìûøëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå
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ñèñòåì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àâòîìàòèçèðîâàííî-

ãî ïðîåêòèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî, â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ, íåñìîòðÿ íà âñåîáùóþ êîìïüþòåðèçàöèþ îòå-

÷åñòâåííûõ ïðåäïðèÿòèé, ïðîåêòèðîâàíèå è èçãîòîâëåíèå ýëå-

ìåíòîâ êîíñòðóêöèè ðåçåðâóàðîâ, ïðèìåíÿåìûõ â õèìè÷åñêîì

ïðîèçâîäñòâå, ÷àñòî îñíîâûâàåòñÿ íà îïûòå ïðàêòè÷åñêîé ðà-

áîòû òåõíîëîãîâ, ñëîæèâøèõñÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ òðàäèöèÿõ èñ-

ïîëüçîâàíèè èçâåñòíûõ ðåøåíèé, à òàêæå òðóäîåìêîì è ìå-

òàëëîåìêîì ìåòîäå ïðîá è îøèáîê. Îïûòíûå ñïåöèàëèñòû-

ïðàêòèêè äåðæàò â ãîëîâå áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè

îá óäà÷íûõ è íåóäà÷íûõ ïîïûòêàõ è îïåðèðóþò åþ, çà÷àñòóþ

îïèðàÿñü íà èíòóèöèþ è ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ � íà ñòðîãèå

àëãîðèòìû. Ýòè ìåòîäû ðàáîòû îïðåäåëÿþò êà÷åñòâî è ñåáå-

ñòîèìîñòü ðåçåðâóàðîâ.

Âìåñòå ñ òåì, òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ, òåïëîâûõ, ôàçî-

âûõ, äèôôóçèîííûõ, ôèëüòðàöèîííûõ, õèìè÷åñêèõ, äåôîðìà-

öèîííûõ è äðóãèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ ïðè ýêñïëóàòàöèè

ðåçåðâóàðîâ, äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçðàáîòàíû, â îáùåì âèäå

ðåøåíû ìíîãèå êëþ÷åâûå çàäà÷è. Áàçîé äëÿ îïèñàíèÿ óêàçàí-

íûõ âûøå ïðîöåññîâ ñëóæàò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ðàçðà-

áîòàííûå ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îäíàêî ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è èõ ðåøåíèÿ, êîððåêò-

íî îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ðåçåðâóàðîâ ñëîæíîé ãåîìåòðèè,

à òåì áîëåå èõ ðàñ÷åòíàÿ àâòîìàòèçèðîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ, íå

íàøëè øèðîêîãî îòðàæåíèÿ â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå, ÷òî

ñâèäåòåëüñòâóåò î íåäîñòàòêå íàðàáîòîê ïî ýòîé ïðîáëåìå. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, àêòóàëüíîñòü ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ âïîëíå

î÷åâèäíà. Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî, àêòóàëüíà ïðîáëåìà ðàç-

ðàáîòêè ìåòîäà ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-

ÿíèÿ ðåçåðâóàðîâ ñëîæíîé ôîðìû ïðè òåðìîñèëîâîì íàãðóæå-
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íèè è àâòîìàòèçèðîâàííîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà â àïðîáè-

ðîâàííûõ îòå÷åñòâåííûõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ.

Â ðàáîòå ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ñâÿçàííîé çàäà÷è

òåðìîóïðóãîñòè íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ðàñ-

÷åò ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå òðåõìåðíûõ ëèíåéíûõ 8-óçëîâûõ êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñïëîøíîé ñðåäû, óçëîâûìè íåèçâåñòíûìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé íà êîîð-

äèíàòíûå îñè ðàáî÷åé ïëîñêîñòè è òåìïåðàòóðà. Ïðåäëîæåí-

íàÿ àâòîðàìè ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü

òðåõìåðíûå çàäà÷è òåðìîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé ïðè ðåçêîì èçìåíåíèè âíåøíèõ òåïëîâûõ âîçäåé-

ñòâèé.

Èçäàíèå òåçèñîâ äîêëàäà îñóùåñòâëåíî ïðè ôèíàíñîâîé

ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí â

ðàìêàõ íàó÷íûõ ïðîåêòîâ � 15-41-02555, � 15-01-08733.
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Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,
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ÔÃÎÑ ÎÎÎ

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ íîâîââåäåíèé ÔÃÎÑ ÎÎÎ ÿâëÿåòñÿ

ïåðåâîä îáó÷åíèÿ ñ êîëè÷åñòâåííî-çíàíèåâîé îñíîâû íà ïîíÿ-

òèéíóþ, ò. å. êëþ÷åâûì â îáó÷åíèè ñòàíîâèòñÿ ôîðìèðîâàíèå

èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé, à íå ïåðåäà÷à îïðåäåëåííîãî îáúåìà çíà-

íèé. Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü ñîçðåëà è â ìàòåìàòèêå, ïîñêîëüêó

âûñîêèé óðîâåíü àáñòðàêöèè èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé â ïðîãðàììå
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7�9 êëàññà, îòîðâàííîñòü îò ñóáúåêòèâíîãî îïûòà ó÷àùåãîñÿ

îáóñëîâèëè åæåãîäíîå ïîíèæåíèå óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîä-

ãîòîâêè ó÷àùèõñÿ â íàøåé ñòðàíå (ïî ðåçóëüòàòàì ÅÃÝ). Äëÿ

ìåòîäèêè ìàòåìàòèêè ñòàíîâèòüñÿ âàæíûì íàõîæäåíèå ïðèå-

ìîâ ïðàâèëüíîãî ôîðìèðîâàíèÿ èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé. Äëÿ ðå-

àëèçàöèè äàííîé çàäà÷è íàìè áûë ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ çàäà÷

ïî òåìå �×åòûðåõóãîëüíèêè� äëÿ øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè,

íàïðàâëåííûé íà ôîðìèðîâàíèå ó ó÷àùèõñÿ ïîíÿòèÿ �÷åòû-

ðåõóãîëüíèê�.

Íàøè ðàííèå èññëåäîâàíèÿ ó÷åáíîãî çàäà÷íîãî ìàòåðèàëà

íà ïðèìåðå òåìû �×åòûðåõóãîëüíèê� ïîêàçàëè, ÷òî â ñîâðåìåí-

íûõ ó÷åáíèêàõ ïî ãåîìåòðèè äëÿ óñâîåíèÿ ïîíÿòèÿ íå ïðåä-

ñòàâëåíû â íåîáõîäèìîì ñîîòíîøåíèè çàäà÷è ðàçëè÷íûõ óðîâ-

íåé òðóäíîñòè (ïî êëàññèôèêàöèè Â. Ï. Áåñïàëüêî [1]). Áûë

ñäåëàí âûâîä î òîì, ÷òî âî âñåõ áàçîâûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ

ïî äàííîé òåìå ïðåäñòàâëåíî âñåãî ëèøü ïî íåñêîëüêî çàäà÷

íà ó÷åíè÷åñêèé óðîâåíü, è âñåãî ëèøü ïî îäíîé çàäà÷è íà ÷åò-

âåðòûé, òî åñòü òâîð÷åñêèé óðîâåíü óñâîåíèÿ [2]. Ìåæäó òåì,

èìåííî çàäà÷è íà ó÷åíè÷åñêèé óðîâåíü óñâîåíèÿ âûïîëíÿþò

ôóíêöèè âûäåëåíèÿ ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ è ïðèçíàêîâ èçó÷àå-

ìîãî ïîíÿòèÿ â ïðåäñòàâëåíèè ó÷àùåãîñÿ, îïðåäåëåíèÿ åãî ïðî-

ñòåéøèõ ìåòàïðåäìåòíûõ ñâîéñòâ. Çàäà÷è òâîð÷åñêîãî óðîâíÿ

ïîçâîëÿþò áîëåå ¾ñèëüíûì¿ ó÷àùèìñÿ ïåðåéòè íà áîëåå âûñî-

êèé êà÷åñòâåííûé óðîâåíü ïîíèìàíèÿ èçó÷àåìîãî ïîíÿòèÿ, à

îòñóòñòâèå ïîäîáíûõ çàäà÷ íå äàåò èì òàêîé âîçìîæíîñòè.

Íàøè íàáëþäåíèÿ çà ó÷àùèìèñÿ è ñòóäåíòàìè ïîêàçûâàþò,

÷òî ïîíÿòèå �÷åòûðåõóãîëüíèê� íå ñôîðìèðîâàíî. Ýòî ïîêàçû-

âàåò ïðîñòîé ïðîâåäåííûé íàìè ýêñïåðèìåíò. Â íà÷àëå óðîêà

ïðîñèì íàðèñîâàòü ÷åðòåæ ê çàäà÷å: �Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ÀÂ-

ÑD...�. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîëüøèíñòâî ó÷àùèõñÿ 9�11 êëàññîâ
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è ñòóäåíòû ðèñóþò ïàðàëëåëîãðàììû, ðîìáû, ïðÿìîóãîëüíè-

êè; ñàìûå �ñèëüíûå� � íåðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ. Ïîýòîìó öåëüþ

ñîñòàâëåíèÿ ñèñòåìû óïðàæíåíèé ñòàëî ôîðìèðîâàíèå �÷åòû-

ðåõóãîëüíèêà�, êàê ôèãóðû: âûïóêëîé èëè íåâûïóêëîé, òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí (èëè ïðîäîëæåíèé è ñòîðîí)

äîëæíà áûòü âèäèìîé íà ÷åðòåæå, ñòîðîíû è óãëû äîëæíû

èìåòü ðàçëè÷íûå ìåðû è äð.

Îäíîé èç ñîñòàâëÿþùåé ÷àñòüþ ðàçðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ èçîá-

ðàæåíèå ñõåìû èçó÷àåìîãî ïîíÿòèÿ è åãî ñóùåñòâåííûõ

ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, â êîìïëåêñå ïðåäñòàâëåíî çàäàíèå íà êëàñ-

ñèôèêàöèþ. Ó÷àùèåñÿ äîëæíû ðàçáèòü ïðåäñòàâëåííûå ÷åòû-

ðåõóãîëüíèêè íà äâà êëàññà. Ðóêîâîäñòâóÿñü ïàðàëëåëüíîñòüþ

ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí è ïàðàëëåëüíîñòüþ òîëüêî îäíîé

ñòîðîíû, îíè äîëæíû ïðèéòè ê ðàçáèåíèþ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ

íà ïàðàëëåëîãðàììû è òðàïåöèè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ è

çàäà÷àì íà îïîçíàíèå, ñðàâíåíèå è àíàëîãèþ. Ñðåäè çàäà÷ åñòü

çàäà÷è-ïðîáëåìû, à òàêæå çàäà÷è ÷åòâåðòîãî óðîâíÿ óñâîåíèÿ,

íàïðàâëåííûõ íà ñàìîñòîÿòåëüíîå ñîçäàíèå ñïîñîáà ðåøåíèÿ

ïðîáëåìû ïîèñêîâîãî õàðàêòåðà. Íàïðèìåð, íóæíî äîêàçàòü,

÷òî èç îäèíàêîâûõ ïëèòîê, èìåþùèõ ôîðìó ðàâíîáåäðåííîé

òðàïåöèè, ìîæíî ñäåëàòü ïàðêåò, ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþùèé ëþ-

áóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè.
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F . Òðåáóåòñÿ íàéòè âðåìÿ T èñòå÷åíèÿ âîäû ÷åðåç îòâåðñòèå.

Ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ

−Fdx = f
√

2gxdt,

ãäå x � óðîâåíü æèäêîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì

−F
f

√
2x

g
+ c = t,

ãäå êîíñòàíòà c = F
f

√
2h
g íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ x = h ïðè t =

= 0 . Íàêîíåö, ïðè x = 0 ïîëó÷àåì çíà÷åíèå èñêîìîãî âðåìåíè

T = −F
f

√
2h

g
.
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1. ÏîíîìàðåâÊ.Ê. Ñîñòàâëåíèå è ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. � Ìèíñê:
”
Âûøýéøàÿ øêîëà“, 1973. � 560 c.
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ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ:

ÏÎËÓÊÎËÜÖÀ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ôóíêöèîíàëüíàÿ àëãåáðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçäåë ñîâðå-

ìåííîé ìàòåìàòèêè, íàõîäÿùèéñÿ íà ñòûêå àáñòðàêòíîé àëãåá-

ðû, îáùåé òîïîëîãèè, òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðû è ôóíêöèîíàëü-

íîãî àíàëèçà è èìåþùèé äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâà-

íèé: àëãåáðû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, àññîöèèðîâàííûå ñ òîïî-

ëîãè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè; ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

è õàðàêòåðèçàöèè àáñòðàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð [1�3].

Â ëåêöèè ìû çàòðîíåì ïåðâîå íàïðàâëåíèå, òî÷íåå, òåìó

ïîëóêîëåö C(X,S) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òîïîëîãè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X ñî çíà÷åíèÿìè â òîïîëîãè÷åñêîì (èëè

òîïîëîãèçèðîâàííîì) ïîëóêîëüöå S ñ ïîòî÷å÷íî îïðåäåëåííû-

ìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé.

Â êà÷åñòâå S âûñòóïàëè: (òîïîëîãè÷åñêîå) ïîëå R äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë, ïîëóïîëå ñ íóëåì R+ = [0,∞) , ïîëóïîëå P =

= (0,∞) , ïîëóêîëüöà [0, 1] è (0,∞] , (òîïîëîãèçèðîâàííîå) ïî-

ëóêîëüöî [0,∞] è äð.

Òåîðèÿ ïîëóêîëåö C(X,R+) è ïîëóïîëåé C(X,P ) èçëîæå-

íà â [5], ïðè÷åì R+ è P áðàëèñü êàê ñ îáû÷íûì ñëîæåíèåì, òàê

è ñ max-ñëîæåíèåì. Ïîëóêîëüöà C(X, [0, 1]) ñ max-ñëîæåíèåì

ðàññìàòðèâàëèñü â [4, ãëàâà 3]. Èçó÷åíèå ïîëóêîëåö íåïðåðûâ-

íûõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ñëóæèò ïðîäîëæåíèåì è ðàçâèòèåì

êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîëåö C(X,R) , íà÷àëî êîòîðîé â ñåðåäèíå

XX âåêà ïîëîæèëè M. Stone, È. Ì. Ãåëüôàíä è À. Í. Êîëìî-

ãîðîâ, E. Hewitt, L. Gillman, M. Henriksen.
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Ïðîãðàììà èññëåäîâàíèÿ ïîëóêîëåö C(X,S) âêëþ÷àåò â

ñåáÿ èçó÷åíèå ñòðóêòóðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ, èäåàëîâ,

êîíãðóýíöèé è ïîäàëãåáð, èõ ðåøåòîê, ãîìîìîðôèçìîâ è äâîé-

ñòâåííîñòåé. Ïðè ðàçíûõ ïîëóêîëüöàõ çíà÷åíèé S ïðè èçó-

÷åíèè ïîëóêîëåö C(X,S) âûÿâëÿåòñÿ êàê îïðåäåëåííàÿ îáù-

íîñòü (ñêàæåì, äëÿ R , R+ è P ), òàê è ñâîÿ ñïåöèôèêà (â ñëó-

÷àå [0, 1] è ïðî÷èõ). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àâòîð è Í. Â. Øàëàãè-

íîâà èññëåäîâàëè ïîëóêîëüöà C(X, (0,∞]) è ÷àñòè÷íûå ïîëó-

êîëüöà C(X, [0,∞]) , òåîðèè êîòîðûõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ

äðóã îò äðóãà è îò êëàññîâ ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ÷èñëîâûõ

ôóíêöèé.

Â ëåêöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ñäåëàòü êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îá-

çîð ïî äàííîé òåìàòèêå, îñâåòèòü îáùèå è ñïåöèàëüíûå àëãåá-

ðàè÷åñêèå è ôóíêöèîíàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà óêàçàí-

íûõ âèäîâ ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Áóäóò ïðåäñòàâ-

ëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû î ïîëóêîëüöàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

è ñôîðìóëèðîâàíû ïðîáëåìû äëÿ äàëüíåéøåãî èõ èçó÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåí-

íîãî çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ �Ôóíêöèîíàëüíàÿ àëãåáðà è ïî-

ëóêîëüöà� (ïðîåêò � 1.1375.2014/Ê).

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. Âå÷òîìîâÅ.Ì. Ïîëóêîëüöà è ïó÷êè. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ

èññëåäîâàíèé çà 2008�2012 ãîäû // Âåñòíèê ÂÿòÃÃÓ. � 2013. �

� 1(1). � Ñ. 185�193.

2. Âå÷òîìîâÅ.Ì. Ê òåîðèè ïîëóêîëåö íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé // Ìàòåð. XXI Ìåæäóí. êîíô. �Ìàòåìàòèêà. Îáðàçîâà-

íèå�. � ×åáîêñàðû: ×ÃÓ, 2013. � Ñ. 19�34.

3. Âå÷òîìîâÅ.Ì., ÂàðàíêèíàÂ.È. Ðàçâèòèå ôóíêöèîíàëü-

íîé àëãåáðû â Âÿòñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ãóìàíèòàðíîì óíè-

âåðñèòåòå // Âåñòíèê ÂÿòÃÃÓ. � 2015. � � 5. � Ñ. 137�145.



40 Í.Ô. ÃÀÁÑÀËÈÊÎÂÀ, Ä.Â.ÁÅÐÅÆÍÎÉ

4. Âå÷òîìîâÅ.Ì., ËóáÿãèíàÅ.Í., ×åðìíûõÂ.Â. Ýëåìåí-

òû òåîðèè ïîëóêîëåö: ìîíîãðàôèÿ. � Êèðîâ: ÎÎÎ �Ðàäóãà-

ÏÐÅÑÑ�, 2012. � 228 ñ.

5. Âå÷òîìîâÅ.Ì., ÑèäîðîâÂ.Â., ×óïðàêîâÄ.Â. Ïîëóêîëü-

öà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: ìîíîãðàôèÿ. � Êèðîâ: ÎÎÎ �Ðàäóãà-

ÏÐÅÑÑ�, 2011. � 312 ñ.

Í.Ô. Ãàáñàëèêîâà, Ä.Â.Áåðåæíîé

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

n.gabsalikova@yandex.ru

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÑÛÏÓ×ÈÕ

ÃÐÓÍÒÎÂ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÅÒÎÄÀ ×ÀÑÒÈÖ

Ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîçâîëèëî âåðíóòüñÿ ê

ïðîáëåìå îïèñàíèÿ ñðåä íà ìèêðîóðîâíå. Â ïîñëåäíèå âðåìÿ

âñå ÷àùå ñòàë èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä ÷àñòèö. Îí çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî òåëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü âçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ÷àñòèö. Â êà÷åñòâå òàêèõ ÷àñòèö âûñòóïàþò àòîìû,

ìîëåêóëû è ìàòåðèàëüíûå òî÷êè. Êîëè÷åñòâåííàÿ ñëîæíîñòü

êîìïüþòåðíîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êà÷åñòâåííî íîâûå

ðåçóëüòàòû.

Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ îáû÷íî

îáðåçàåòñÿ íà íåêîòîðîì çàäàííîì ðàññòîÿíèè, òî åñòü ñ÷èòà-

åòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðåíåáðåæèìî ìà-

ëî è îíî íå ó÷èòûâàåòñÿ â ðàñ÷åòàõ. Ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòîâ,

ïðîèçâîäèìûõ â äàííîé ðàáîòå, ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà

êóáè÷åñêèå ÿ÷åéêè è äëÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â íåêîòîðîé

ÿ÷åéêå, ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî ñ ÷àñòèöàìè

èç ïîãðàíè÷íûõ ñ íåé ÿ÷ååê. Òàêèì îáðàçîì, óäàåòñÿ äîáèòü-

ñÿ, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷èñëó
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÷àñòèö. Âñÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ðàçäåëÿåòñÿ ìåæäó ïðîöåñ-

ñîðàìè, íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîöåññîð ïðîâîäèò

âû÷èñëåíèå âíóòðè îòâåäåííîé åìó îáëàñòè ñ çàõâàòîì ãðà-

íè÷íûõ ÿ÷ååê èç ñîñåäíèõ îáëàñòåé, à çàòåì ïðîèñõîäèò îáìåí

èíôîðìàöèåé î ÷àñòèöàõ, íàõîäÿùèõñÿ â ïîãðàíè÷íûõ ÿ÷åé-

êàõ.

Èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà ÿâëÿ-

åòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì, ïîýòîìó îí èìååò î÷åíü îãðàíè÷åí-

íûå âîçìîæíîñòè äëÿ âàðèàöèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

ìîäåëèðóåìîãî èì ìàòåðèàëà. Ôàêòè÷åñêè, îí ïîçâîëÿåò óäî-

âëåòâîðèòü çíà÷åíèþ òîëüêî îäíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà � ýòî, íàïðèìåð, ìîäóëü óïðóãîñòè èëè ïðåäåë ïðî÷íî-

ñòè â ñòàòèêå, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí â

äèíàìèêå. Îòíîøåíèå ìåæäó óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè îñòà-

åòñÿ íåèçìåííûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàííûé ïîòåíöèàë äîñòà-

òî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà,

èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â òâåðäûõ òåëàõ. Ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-

Äæîíñà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ êàê êëàññè÷åñêèé ìîäåëüíûé ïî-

òåíöèàë, îñîáåííî â ðàáîòàõ, â êîòîðûõ îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâ-

ëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå îáùèõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, à íå

ïîëó÷åíèå òî÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðàáîòå áûë ðåàëèçîâàí ìåòîä ÷àñòèö, ïîçâîëÿþùèé èñ-

ñëåäîâàòü âçàèìîäåéñòâèå íåêîòîðîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Äëÿ îïèñàíèÿ äâè-

æåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èñïîëüçîâàëàñü ñè-

ñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Åå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü

ïðè ïîìîùè ìåòîäà Âåðëå. Áûëè ðàññìîòðåíû ïîòåíöèàëû âçà-

èìîäåéñòâèÿ ñ óêàçàíèåì èõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Ïðè ñîñòàâëå-

íèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðåäóñìàòðèâàëàñü âîçìîæíîñòü äâè-

æåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè. Êðîìå òî-
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ãî, ìîæíî áûëî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,

íàõîäÿùèõñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Áûë ðåøåí ðÿä ìîäåëüíûõ

çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ ïðèìåíÿëñÿ ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-

Äæîíñà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû.

Èçäàíèå òåçèñîâ äîêëàäà îñóùåñòâëåíî ïðè ôèíàíñîâîé

ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí â

ðàìêàõ íàó÷íûõ ïðîåêòîâ � 15-41-02555, � 15-07-05380.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÊËÀÑÑÅ

ÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÕ ÎÏÅÐÀÄ

Êîììóòàòèâíûå îïåðàäû áûëè ââåäåíû è èññëåäîâàíû â [1].

Â [2] áûëî ïîêàçàíî, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïåðàäû òàêîãî

òèïà â êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì. Ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ

àêòóàëüíûì âîïðîñ î íàõîæäåíèè íîâûõ êîììóòàòèâíûõ îïå-

ðàä, ïðèãîäíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé. Â äàííîé çàìåòêå îïèñûâà-

åòñÿ êëàññ îïåðàä (è àëãåáðû íàä îïåðàäàìè èç ýòîãî êëàññà),

âíóòðè êîòîðîãî, âîçìîæíî, åñòü ïîäõîäÿùèå äëÿ ïðèëîæåíèé

îáúåêòû. Îäèí ÷àñòíûé ïðèìåð áûë àíîíñèðîâàí â [3].

Ïóñòü G(+) � ðåøåòî÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà. Ñêîíñòðó-

èðóåì Z2 -ãðàäóèðîâàííóþ ãðóïïó G = G(+) ∪ G(−), ïîëàãàÿ

G(−) = G(+) êàê ìíîæåñòâî, G(−) < G(+), è îïåðàöèÿ óìíîæå-

íèÿ ñòðîèòñÿ èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ Z2 -ãðàäóèðîâêè.

Ïóñòü G = G ∪ {0}, G(−) < 0 < G(+), óìíîæåíèå

íà 0 îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïîëîæèì GI(n) =

= {Gn|n = 1, 2, . . .}. Íà GI = {GI(n)|n = 1, 2, . . .} îïðåäåëåíà

ñòðóêòóðà ñèììåòðè÷åñêîé îïåðàäû. Îïðåäåëèì ïîäîïåðàäó
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Cmax ⊂ GI ñëåäóþùèì îáðàçîì: Cmax(n) = {(x1, . . . , xn) ∈
∈ GI(n)|max |xi| = 1} è àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäîïåðàäà

Cmin ⊂ GI. Ïóñòü G0 ⊂ G(+) � ïîäïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé,

ïîðîæäàþùàÿ ãðóïïó G(+), òàêàÿ, ÷òî G0 = {x ∈ G(+)|x 6 1}
äëÿ Cmax, è G0 = {x ∈ G(+)|x > 1} äëÿ Cmin. Ïîëîæèì M1 =

= Alg(GI) � ìíîãîîáðàçèå àëãåáð íàä îïåðàäîé GI. Ïîñòðîèì

ìíîãîîáðàçèå M2 .

Îïåðàöèè ìíîãîîáðàçèÿ M2 :

1. Äâå óíàðíûå îïåðàöèè âèäà a 7→ (ε) · a, ãäå ε = ±1 ;

2. Äëÿ ëþáîãî α ∈ G0 ∪ {0} îïðåäåëåíû áèíàðíûå îïåðàöèè

a1
α◦ a2 è a1 ◦

α
a2, ïðè÷åì a1

1◦ a2 = a1 ◦
1
a2 = a1 ◦ a2.

Òîæäåñòâà ìíîãîîáðàçèÿ M2 :

(1) · a = a;

(ε1 · ε2) · a = (ε1) · ((ε2) · a);
a1

α◦ a2 = a2 ◦
α
a1;

a1
α◦ (a2 ◦

β
a3) = (a1

α◦ a2) ◦
β
a3;

(ε)(a1
α◦a2) = ((ε) ·a1)

α◦ ((ε) ·a2);
(a1 ◦

β
a2)

α◦ a3 = a1
α◦ (a2

α·β
◦ a3).

Òåîðåìà. Ìíîãîîáðàçèÿ M1 è M2 ðàöèîíàëüíî ýêâèâà-

ëåíòíû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ñðåäñòâ ñóáñèäèè, âûäåëåííîé

Êàçàíñêîìó ôåäåðàëüíîìó óíèâåðñèòåòó äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðî-

åêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ â ñôåðå íàó÷íîé äåÿ-

òåëüíîñòè (ïðîåêò 1.2045.2014).
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Â ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÌ ÏÎËÅ

Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé â ïðîìûø-

ëåííîñòè è íà òðàíñïîðòå ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ìîáèëüíûõ

óñòðîéñòâ, ïîýòîìó áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò ïðîáëåìà

àêêóìóëèðîâàíèÿ ýíåðãèè. Îäíîé èç îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ è,

â òî æå âðåìÿ, êðàéíå ïåðñïåêòèâíûõ ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ íà-

êîïëåíèÿ ýíåðãèè ïðè ïîìîùè ìàõîâèêà. Ìàõîâèê ñîõðàíÿåò

ïåðåäàííóþ åìó ýíåðãèþ â âèäå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùå-

íèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðîì âðàùåíèè îí ìîæåò íàêàïëèâàòü

êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, êîòîðóþ ëåãêî íå òîëüêî íàðàùèâàòü,

íî è èñïîëüçîâàòü, ïðåâðàòèâ ìàõîâèê â ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèé

àêêóìóëÿòîð.

Ïðèìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ñâÿçè â ðåæèìå âçàèìíîãî îò-

òàëêèâàíèÿ ïîçâîëÿåò ðàçãðóçèòü íàðóæíûå ñëîè ìàõîâèêà çà

ñ÷åò ïåðåäà÷è íàãðóçêè íà êîðïóñ è òàêèì îáðàçîì óâåëè÷èòü

ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ìàõîâèêà è çàïàñàåìóþ ýíåðãèþ. Òàêæå

çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â ðàáîòó êîðïóñà êèíåòè÷åñêîãî íàêîïèòå-

ëÿ ýíåðãèè, íàõîäÿùåãîñÿ â ñæàòîì ñîñòîÿíèè èç-çà ðàçíîñòè
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âíóòðåííåãî è âíåøíåãî àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, ìîæíî óìåíü-

øèòü åãî âåñ çà ñ÷åò ñíÿòèÿ íàãðóçêè íà âåëè÷èíó, ñîçäàâàåìóþ

ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì, è èçìåíèòü çíàê íàãðóçêè ñ ñæàòèÿ íà

ðàñòÿæåíèå.

Ðàñ÷åò ìàõîâèêîâ ïî óäåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãîåìêî-

ñòè îïðåäåëÿåòñÿ óäåëüíîé ïðî÷íîñòüþ ìàòåðèàëà ìàõîâèêà è

êîýôôèöèåíòîì ôîðìû. Ïðè îöåíêå óïðóãîé ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè äåôîðìàöèè èñïîëüçóåòñÿ òàêîé ïàðàìåòð, êàê îòíî-

øåíèå âðåìåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ ê åãî

ìîäóëþ Þíãà. Ýòîò ôàêòîð äàåò áîëåå øèðîêèå âîçìîæíîñòè

ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ìàõîâè÷íûõ íàêîïèòåëåé ýíåðãèè, ò. ê. â

ðÿäå ñëó÷àåâ íàêîïëåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè

ìîæåò â ðàçû ïðåâûøàòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âðàùåíèÿ, à

âëèÿíèå ôîðìû ìàõîâèêà íà åãî ýíåðãîåìêîñòü ìîæåò áûòü

ñîâåðøåííî ïðîòèâîïîëîæíûì. Êðîìå òîãî, åñëè ìàõîâèê áó-

äåò íàêàïëèâàòü áîëüøå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè

(÷åì êèíåòè÷åñêîé), ìîæíî áóäåò ñíèçèòü ñêîðîñòü âðàùåíèÿ è

åå óñêîðåíèå, ÷òî áëàãîïðèÿòíî ñêàæåòñÿ íà áåçîïàñíîñòè ýêñ-

ïëóàòàöèè è ñðîêå ñëóæáû êîíñòðóêöèè è ïîçâîëèò îòêàçàòüñÿ

îò ãåðìåòè÷íîãî êîæóõà, ñîçäàþùåãî âàêóóì â çîíå âðàùåíèÿ

ìàõîâèêà.

Â ðàáîòå èçëàãàþòñÿ îñíîâû ìåòîäèêè ÷èñëåííîãî èññëå-

äîâàíèÿ óäåëüíîé ýíåðãîåìêîñòè êèíåòè÷åñêèõ íàêîïèòåëåé

ýíåðãèè, ðåàëèçîâàííûõ ïî ñõåìå ìàõîâèê-êîæóõ. Â äîïîë-

íåíèå ê òðàäèöèîííîé îöåíêå ýíåðãîåìêîñòè ïî êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè ìàõîâèêà äîáàâëÿåòñÿ îöåíêà óäåëüíîé ýíåðãîåìêîñòè

ñèñòåìû ìàõîâèê-êîæóõ, íàõîäÿùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.

Àíàëèçèðóþòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ êîí-

ñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïðè èçãîòîâëåíèè ñîáñòâåííî ìàõî-

âèêà è êîæóõà. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî íàëè÷èå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ
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â ñèñòåìå ìàõîâèê-êîæóõ ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü óäåëüíóþ ýíåð-

ãîåìêîñòü êèíåòè÷åñêîãî íàêîïèòåëÿ ýíåðãèè.

Èçäàíèå òåçèñîâ äîêëàäà îñóùåñòâëåíî ïðè ôèíàíñîâîé

ïîääåðæêå ÐÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí â

ðàìêàõ íàó÷íûõ ïðîåêòîâ � 15-41-02555, � 15-01-05686.

Î.Â. Ãåðìèäåð, Â.Í.Ïîïîâ

Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé

óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

v.popov@narfu.ru, o.germider@narfu.ru

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

Â ÐÀÌÊÀÕ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ

ÏÎÒÎÊÀ ÒÅÏËÀ Â ÄËÈÍÍÎÌ

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÊÀÍÀËÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïåðåíîñå òåïëà â ýëëèïòè÷åñêîì

êàíàëå ïðè íàëè÷èè ïàðàëëåëüíîãî åãî îñè ãðàäèåíòà òåìïå-

ðàòóðû. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíå-

òèêó ïðîöåññà, èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå Âèëüÿìñà, çàïèñàííîå

â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [1], à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ íà ñòåíêå êàíàëà � ìîäåëü äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ.

Îòêëîíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà îò ðàâíîâåñíîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ ìà-

ëûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è â ëèíåàðèçîâàí-

íîì âèäå. Ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîé ïîïðàâêè ê ëîêàëüíî-

ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøå-

íèþ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

c⊥ cosφ
∂Z

∂x
+ c⊥ sinφ

∂Z

∂y
+ Z(x, y, c⊥, φ) + 1 = 0, (1)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

b2x0 cosφ+ a2y0 sinφ 6 0, (2)

ãäå (c⊥, φ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà ñêîðîñòåé ìîëåêóë

ãàçà â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé, a è b � ïîëóîñè ýëëèïñà, (x0, y0)

� êîîðäèíàòû òî÷êè îòðàæåíèÿ ìîëåêóëû ãàçà îò ïîâåðõíîñòè

ýëëèïòè÷åñêîãî êàíàëà â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî îñè.

Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê ïîñòðîåíî àíàëèòè-

÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2):

Z(x, y, c⊥, φ) = exp

(
− x

c⊥ cosφ
− a2(y − x tgφ)

c⊥ cosφ(a2 tg2 φ+ b2)

)
×

× exp

(
±ab

√
a2 tg2 φ+ b2 − (y − x tgφ)2

c⊥ cosφ(a2 tg2 φ+ b2)

)
− 1. (3)

Çäåñü âåðõíèé çíàê �+� èìååò ìåñòî ïðè
π

2
6 φ 6 3π

2
, à íèæíèé

çíàê ��� � â ñëó÷àå, åñëè −π
2
6 φ 6 π

2
. Ñîãëàñíî (3) è èñõîäÿ èç

ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà

ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì, ïîñòðîåí ïðîôèëü âåêòîðà ïî-

òîêà òåïëà â êàíàëå è âû÷èñëåí ïîòîê òåïëà ÷åðåç ïîïåðå÷íîå

ñå÷åíèå êàíàëà. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ïîëóîñåé

êàíàëà ìíîãî ìåíüøå äðóãîé, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû

ïåðåõîäÿò â àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ êàíàëîâ ñ áåñêîíå÷-

íûìè ïàðàëëåëüíûìè ñòåíêàìè [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå â ðàìêàõ

Ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ �Ñîçäàíèå âû÷èñëèòåëüíîé èíôðà-

ñòðóêòóðû äëÿ ðåøåíèÿ íàóêîåìêèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷� (ïðî-

åêò � 3628).
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ÄËß ÝÊÑÖÅÍÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÊÎËÜÖÀ

Ïóñòü Ω è Π � äâå îáëàñòè â C , ñíàáæåííûå ìåòðèêîé Ïó-
àíêàðå. ×åðåç A(Ω,Π) îáîçíà÷èñ êëàññ ôóíêöèé f , ëîêàëüíî

ãîëîìîðôíûõ èëè ìåðîìîðôíûõ â Ω è òàêèõ ÷òî f(Ω) ⊂ Π .

×åðåç λΩ(z) îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðè-

êè îáëàñòè Ω â òî÷êå z ∈ Ω è ðàññìîòðèì êîíñòàíòó Cn , ïðåä-

ñòàâëÿþùóþ ñîáîé íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî â íåðàâåíñòâå

|f (n)(z)|
n!

6 Cn(Ω,Π)
(λΩ(z))

n

λΠ(w)
, w = f(z).

Êîíñòàíòó Cn ïðèíÿòî íàçûâàòü øòðàôíûì ìíîæèòåëåì, ñì.

[1], [2].
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Áîëüøèíñòâî ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íàõîæäåíèåì êîí-

ñòàíòû Cn , îòíîñÿòñÿ ê îäíîñâÿçíûì îáëàñòÿì. Ïîýòîìó èçó-

÷åíèå äàííîé òåìàòèêè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íîñâÿçíûõ îá-

ëàñòåé ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ. Â [3] äîêàçàíà

Òåîðåìà. Äëÿ âñåõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îáëàñòåé Ω,Π ⊂ C

C2(Ω,Π) =
1

2

(
sup
z∈Ω

∣∣∣∣∇ 1

λΩ(z)

∣∣∣∣+ sup
w∈Π

∣∣∣∣∇ 1

λΠ(w)

∣∣∣∣)
Èçâåñòíî òàêæå [3], ÷òî åñëè A � êîíöåíòðè÷åñêîå êîëüöî

ñ ìîäóëåì M(A) è γ(Ω) = sup
z∈Ω

|1/(λΩ(z))| , òîãäà

(γ(A))2

16
=

1

4
+ (M(A))2 (1)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí àíàëîã ôîðìóëû (1) äëÿ ýêñöåí-

òðè÷åñêîãî êîëüöà.

Ðàññìîòðèì ýêöåíòðè÷åñêîå êîëüöî Ω , îãðàíè÷åííîå

îêðóæíîñòÿìè |z| = 1 è |z − z0| = ρ ∈ (0, 1) , z0 = (a +

+b)/2 ∈ (0, 1), ρ = (b−a)/2 < 1 . ×åðåç M =M(Ω) îáîçíà÷èì

ìîäóëü Ω , à ÷åðåç t = (a+q)/(1+qa) = (b−q)/(1−bq), q = e−2πM

� ñìåùåíèå, òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ ýêñöåíòðè÷åñêîãî êîëüöà Ω ñ ìîäóëåì M

è ñî ñìåùåíèåì t

γ(Ω) 6
√
4 + 16M2 + 4t.

Îöåíêà òî÷íà, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 0 .

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýêñöåíòðè÷åñêîãî êîëüöà �

êðóã ñ ïðîèçâîëüíî âûêîëîòîé òî÷êîé. Íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Da � êðóã ñ ïðîèçâîëüíî âûêîëîòîé

òî÷êîé a . Òîãäà

γ(Da) 6 2 + 4|a|.
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Îöåíêà òî÷íà, è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà a ñîâïàäàåò ñ

öåíòðîì êðóãà.
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Òðàíñïîðòèðîâêà è õðàíåíèå ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ àâòîöèñòåðíàìè, öèñòåðíàìè, êîíòåéíåðàìè. Âñå

ýòè åìêîñòè èìåþò ôîðìó öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê. Îáåñïå-

÷åíèå óñòîé÷èâîñòè äàííûõ îáîëî÷åê âî âðåìÿ ýêñïëóàòàöèè

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ [1].

Äëÿ èññëåäîâàíèé ïîâåäåíèÿ îáîëî÷åê ïðè èçãèáå è ÷è-

ñòîì èçãèáå áûëî ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ èñïûòàíèé.

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ â ëàáîðàòîðèè áûëî ñîáðà-

íî íåñêîëüêî ñïåöèàëüíûõ óñòàíîâîê. Îáðàçöû ïîäáèðàëèñü
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èç óñëîâèé ãåîìåòðè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ïîäîáèÿ èç àëþ-

ìèíèåâîãî ñïëàâà 3004 èëè åãî ìîäèôèêàöèè � àëþìèíèåâîãî

ñïëàâà 3104 � â ñîñòîÿíèè Í19 ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè ïî-

äîáèÿ. Îòíîøåíèå ðàäèóñà èñïûòûâàåìîé îáîëî÷êè ê ðàäèóñó

èçãîòàâëèâàåìûõ íà çàâîäå öèñòåðí ðàâíî 0,02, è îòíîøåíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ òîëùèí èñïûòûâàåìîé îáîëî÷êè è èçãîòàâ-

ëèâàåìîé öèñòåðíû ðàâíî 0,02.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ñîñòîÿëà èç ìîäåëüíîãî îá-

ðàçöà, íàãðóæàþùåãî óñòðîéñòâà, èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ,

èçìåðèòåëÿ äåôîðìàöèé, òåíçîðåçèñòîðîâ. Ñ ïîìîùüþ íàãðó-

æàþùåãî óñòðîéñòâà áûëà ïðèëîæåíà íàãðóçêà íà îáðàçåö. Â

êà÷åñòâå èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ èñïîëüçîâàëèñü èíäèêàòî-

ðû è ýëåêòðîííûé øòàíãåíöèðêóëü. Äåôîðìàöèè â îáðàçöå

çàìåðÿëèñü òåíçîðåçèñòîðàìè, âêëþ÷åííûìè ïî ïîëóìîñòîâîé

ñõåìå ê èçìåðèòåëþ äåôîðìàöèé, íàêëååííûõ â ïðîäîëüíîì è

ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ â âåðõíåé è íèæíåé òî÷êàõ â çîíå

ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáðàçöà.

Äëÿ èñïûòàíèé íà ïîïåðå÷íûé èçãèá îáðàçöû æåñòêî çà-

êðåïëÿëèñü îäíèì êîíöîì, äðóãîé êîíåö, ãäå ïðèêëàäûâàëàñü

âåðòèêàëüíàÿ íàãðóçêà, îñòàâàëñÿ ñâîáîäíûì.

Äëÿ èñïûòàíèé íà ÷èñòûé èçãèá îáðàçöû óñòàíàâëèâàëèñü

íà äâå øàðíèðíûå îïîðû ñ êîíñîëÿìè ïî êîíöàì. Âåðòèêàëü-

íûå ñîñðåäîòî÷åííûå íàãðóçêè ïðèêëàäûâàëèñü íà êîíöàõ [2].

Îáðàçöû ïðèìåíÿëèñü ïóñòûìè è ñ çàïîëíèòåëåì. Â êà-

÷åñòâå çàïîëíèòåëÿ èñïîëüçîâàëñÿ æåëåçíûé ïîðîøîê ÏÆ-5.

Ýêñïåðèìåíòû âûïîëíÿëèñü â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1) Ïðîâîäèëîñü òùàòåëüíîå îáñëåäîâàíèå îáðàçöîâ íà íà-

ëè÷èå ãåîìåòðè÷åñêèõ íåñîâåðøåíñòâ, èçìåðÿëèñü èõ ðàçìå-

ðû. 2) Îáðàçöû óñòàíàâëèâàëèñü â óñòàíîâêó äëÿ èñïûòàíèé.

3) Íàñòðàèâàëèñü ïðèáîðû äëÿ èçìåðåíèé. 4) Ïðîèçâîäèëîñü
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ïðåäâàðèòåëüíîå íàãðóæåíèå äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòû ïðèáîðîâ.

5) Ðàâíûìè ñòóïåíÿìè íàãðóæàëñÿ îáðàçåö äî ïîòåðè óñòîé÷è-

âîñòè. Ïðè óâåëè÷åíèè âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè, çàìåðÿëèñü ïî-

êàçàíèÿ èíäèêàòîðîâ è òåíçîðåçèñòîðîâ, äèàìåòðû îáîëî÷êè.

Íàãðóçêà äîâîäèëàñü äî êðèòè÷åñêîé, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò

ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè. 6) Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëå-

íèÿ ìîìåíòà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â çîíó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû ýòîé çîíû óñòàíàâëèâàëñÿ ìèêðî-

ìåòðè÷åñêèé âèíò. Êîíå÷íàÿ äåôîðìèðîâàííàÿ ôîðìà îáðàçöà

ôèêñèðîâàëàñü ñ ïîìîùüþ ôîòîàïïàðàòà. Ãîôðû îáðàçîâûâà-

ëèñü â ñæàòîé çîíå. 7) Âûïîëíÿëàñü ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà

ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïî çíà÷åíèÿì ïðèëîæåííûõ ñèë

è ïåðåìåùåíèÿì ñòðîèëèñü ãðàôèêè èõ çàâèñèìîñòè. Óñòîé-

÷èâîñòü òåðÿëàñü ïðè óïðóãèõ äåôîðìàöèÿõ îáðàçöîâ. Äàííàÿ

ìåòîäèêà èñïûòàíèé íà óñòîé÷èâîñòü òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê

ïðèìåíÿåòñÿ íà ÇÀÎ ¾×åáîêñàðñêîå ïðåäïðèÿòèå �Ñåñïåëü�¿.
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ÍÅËÎÊÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À À. À. ÄÅÇÈÍÀ

Ðå÷ü èäåò îá óðàâíåíèè

Lu ≡ (sgn y)|y|nUxx + Uyy − b2(sgn y)|y|nU = 0, (1)

â îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < l, −α < y < β} , ãäå α, β, l, b, n
� çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Çàäà÷à Äåçèíà. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèþ u(x, y) ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u ∈ C1(D) ∩ C2(D− ∪D+); (2)

Lu = 0; (3)

u(0, y)− u(l, y) = h1(y),

ux(0, y)− ux(l, y) = h2(y), −α 6 y 6 β; (4)

u(x, β) = φ(x), 0 6 x 6 1; (5)

uy(x,−α)− λu(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 1; (6)

ãäå φ(x) , ψ(x) , F (x, y) ,h1(y) è h2(y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî

ãëàäêèå ôóíêöèè, D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0} , λ �

çàäàííûé äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð.

À. À. Äåçèí â ñâîèõ ðàáîòàõ [1, 2] îòìåòèë, ÷òî ìåòîä ïî-

èñêà ðàçðåøèìûõ ðàñøèðåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí ê îïåðàòîðó L Ëàâðåíòüåâà-

Áèöàäçå ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé x . Â ðàáî-

òàõ Ç. À. Íàõóøåâîé [3], [4, ñ. 143�153] çàäà÷à (2)�(6) èçó÷åíà,
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êîãäà α = l , h1(y) = h2(y) = φ(x) = ψ(x) = 0 , F (x, y) =

= f(x, y) · H(y) , ãäå H(y) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, λ > 0 . Ïî-

êàçàíî, ÷òî ïðè λ < 0 îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (êîãäà f(x, y) ≡ 0)

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâ-

òîðîâ [5], ãäå çàäà÷à (2) � (6) áûëà èçó÷åíà ïðè F1(x, y) =

= F2(x, y) ≡ 0 , h1(y) = h2(y) ≡ 0 . Çäåñü äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ

ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è óñòàíîâëåí êðèòåðèé ñóùåñòâîâà-

íèÿ åäèíñòâåííîãî å¼ ðåøåíèÿ.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÃÎ

ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß

ÃÀÇÎÂÛÕ ÏÓÇÛÐÜÊÎÂ Â ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Äëÿ èçó÷åíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïó-

çûðüêîâ â æèäêîñòè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ àíàëèòèêî-

÷èñëåííûå ìåòîäû, â êîòîðûõ ðàçðåøàþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà [1, 2]. Ïðè ýòîì, åñëè ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå, òî â ñèëó ñëîæ-

íîñòè çàäà÷è ïóçûðüêè, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàþòñÿ ñôå-

ðè÷åñêèìè. Îäíàêî, â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîâåðõíî-

ñòè ïóçûðüêîâ ìîãóò äåôîðìèðîâàòüñÿ. Ïðè äåôîðìèðîâàíèè

êàêèõ-ëèáî ïóçûðüêîâ â ãðóïïå ñâîéñòâà âñåé ãðóïïû ìîãóò

ñóùåñòâåííî èçìåíèòüñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äåôîðìàöèþ ïó-

çûðüêîâ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, èíà÷å ïîëó÷åííûå ïðåäñêàçàíèÿ

èõ ïîâåäåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ äàëåêèìè îò äåéñòâèòåëüíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ óðàâíåíèÿ ïðîñòðàí-

ñòâåííîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçîâûõ ïó-

çûðüêîâ â æèäêîñòè ñ ó÷¼òîì èõ ìàëûõ äåôîðìàöèé. Ïðè

âûâîäå óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïóçûðüêè íàõîäÿòñÿ â

ïó÷íîñòè èíòåíñèâíîé ñòîÿ÷åé âîëíû ñ äàâëåíèåì, èçìåíÿþ-

ùèìñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Êîëåáàíèÿ äàâëåíèÿ æèäêî-

ñòè âûçûâàþò ðàäèàëüíûå ïóëüñàöèè ïóçûðüêîâ, ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê èõ âçàèìîäåéñòâèþ. Â ðåçóëüòàòå âçàèìî-
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äåéñòâèÿ ïóçûðüêè â õîäå ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ìîãóò ïåðåìå-

ùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå, à èõ ïîâåðõíîñòè èñïûòûâàòü ìàëûå

äåôîðìàöèè. Ãàç â ïóçûðüêàõ ïðèíèìàåòñÿ èäåàëüíûì ãîìî-

áàðè÷åñêèì, åãî äàâëåíèå � èçìåíÿþùèìñÿ ïî àäèàáàòè÷åñêî-

ìó çàêîíó. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýôôåêòû âÿçêîñòè è ñæèìàåìîñòè

æèäêîñòè ìàëû. Ïîýòîìó îíè ó÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîïðà-

âîê ê óðàâíåíèÿì âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ, âûâåäåííûì â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîé íåñæèìàå-

ìîé. Âûâîä óðàâíåíèé âçàèìîäåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòî-

äîì ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëà Êîøè-

Ëàãðàíæà, êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ èìåþò

ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî A/R è ÷åòâåðòûé ïî-

ðÿäîê òî÷íîñòè (÷òî íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì èçâåñòíûå â ëè-

òåðàòóðå) îòíîñèòåëüíî R/D , ãäå R � õàðàêòåðíûé ðàäèóñ

ïóçûðüêîâ, A � àìïëèòóäà õàðàêòåðíîãî îòêëîíåíèÿ èõ ïî-

âåðõíîñòè îò ñôåðè÷åñêîé â âèäå ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, D �

õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóçûðüêàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ

(ïðîåêòà � ÌÊ-2244.2014.1).
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Êîíôîðìíûé ìîäóëü � âàæíàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà

äâóñâÿçíîé îáëàñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñðåäè ñâîéñòâ

ìîäóëÿ îñîáî ìîæíî îòìåòèòü èíâàðèàíòíîñòü ïðè êîíôîðì-

íûõ îòîáðàæåíèÿõ è êâàçèèíâàðèàíòíîñòü ïðè êâàçèêîíôîðì-

íûõ îòîáðàæåíèÿõ.

Äàííàÿ ðàáîòà ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé Ì. Âóîðèíåíà (ñì.,

íàïð., [1]) � èññëåäîâàòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ìîäóëü m(D) äâó-

ñâÿçíîé ïëîñêîé îáëàñòè D ïîä äåéñòâèåì êâàçèêîíôîðì-

íîãî îòîáðàæåíèÿ fM , ÿâëÿþùåãîñÿ ðàñòÿæåíèåì îáëàñòè

âäîëü îñè àáñöèññ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîýôôèöèåí-

òà ðàñòÿæåíèÿ M . Ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòè âèäà G̃M =

= {(x, y) | 1 < |x/M |+ |y| < k} , ãäå k > 1 ôèêñèðîâàíî. Òðå-

áóåòñÿ èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ìîäóëÿ m(G̃M ) ïðè M → ∞.

Ðàíåå â [2] íàìè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ìîäóëü G̃M , ýêâèâàëåí-

òåí âåëè÷èíå
k − 1

4M
, M → ∞ . Â äàííîé ðàáîòå ìû óòî÷íÿåì

ýòîò ðåçóëüòàò è óñòàíàâëèâàåì îöåíêó äëÿ ñëåäóþùåãî ÷ëåíà

àñèìïòîòèêè (òåîðåìà 2).

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñíà÷àëà ïîëó-

÷èì äâóñòîðîííþþ îöåíêó ìîäóëÿ m(G̃M ) , èñõîäÿ èç ãåîìåò-

ðèè äàííîé îáëàñòè è ñâîéñòâ êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ. Ïðèìåíå-

íèå îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ ÷åòûðåõñòîðîííèêà êàê ýêñòðåìàëü-

íîé äëèíû ñåìåéñòâà êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ïðîòèâîïîëîæíûå

ñòîðîíû, äàåò íàì íåðàâåíñòâî m(Π) 6 m(GM ) 6 m(P ) , ãäå
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GM � òðàïåöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷åòâåðòîé ÷àñòüþ îáëàñòè G̃M ,

P � ïðÿìîóãîëüíèê, âïèñàííûé â GM , à Π � ÷åòûðåõñòîðîí-

íèê, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëóïîëîñîé, ñîäåðæàùåé GM , ñ îòìå÷åííû-

ìè ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè íà ãðàíèöå.

Ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ñèììåòðèè ìû ìîæåì âûðàçèòü

ìîäóëü G̃M ÷åðåç ìîäóëü ÷åòûðåõñòîðîííèêà GM è óñòàíîâèòü

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ìîäóëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè G̃M ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî

K(µ)

2K(µ′)
6 m(G̃M ) 6 (k − 1)M

4(M2 + 1)
,

ãäå µ = exp

(
−2π

M2 + k

(k − 1)M

)
, µ2 + µ

′2 = 1, K(µ),K(µ′) �

ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà.

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ìîäóëÿ G̃M .

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:∣∣∣∣m(G̃M )− k − 1

4M

∣∣∣∣ 6 C(k)

M2
+O

(
1

M3

)
, M → ∞,

ãäå C(k) =
ln 16

8π
(k − 1)2.
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ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß

MHS ÇÀÏÎËÍÈÒÅËß

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå

MHS (Metal Hollow Spheres) çàïîëíèòåëÿ � ïîðèñòîãî ìàòåðèà-

ëà, ïîëó÷àåìîãî ïóòåì ñîåäèíåíèÿ îäíîðîäíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ

ïîëûõ ñôåð [1]. Äåôîðìèðîâàíèå MHS çàïîëíèòåëÿ îïèñûâàåò-

ñÿ ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä ñ ïðèìåíåíèåì òåêóùåé

ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûâîäèòñÿ

èç áàëàíñà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñî-

ñòîÿíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè òå÷åíèÿ ñ êèíåìà-

òè÷åñêèì è èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì. Äëÿ ñíèæåíèÿ òðóäîåì-

êîñòè ðàñ÷åòîâ ïðèìåíÿåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ ìîäåëü äèíàìèêè

MHS çàïîëíèòåëÿ [2, 3]. Íà íèæíåì óðîâíå ýòîé ìîäåëè íà îñ-

íîâàíèè àíàëèçà äåôîðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ,

ñ ó÷åòîì èõ ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿþòñÿ ïðèâåäåííûå õàðàêòåðè-

ñòèêè ñðåäû âåðõíåãî óðîâíÿ, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíòè-

íóàëüíî îäíîðîäíîé, ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîé ñðåäîé, ñâîéñòâà

êîòîðîé çàâèñÿò îò âèäà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòî-

ÿíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëî-

âèÿõ îñíîâàíî íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [4] è ÿâíîé

êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè òè-

ïà �êðåñò�. Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøå-
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íèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ MHS

çàïîëíèòåëÿ ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

�Äèíàìèêà-3� [5].

Äëÿ âåðèôèêàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè MHS çàïîëíè-

òåëÿ [2, 3] ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äåôîðìèðîâàíèÿ ñôåðè÷åñêîé

îáîëî÷êè è èõ íàáîðà ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì ñæàòèè è äèíàìè-

÷åñêîì óäàðíîì íàãðóæåíèè.

Ðàññìîòðåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òèòàíîâîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè

ïðè åå ñæàòèè ìåæäó äâóìÿ íåäåôîðìèðóåìûìè ïëèòàì, ñáëè-

æàþùèìèñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1ì/ñ. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñè-

ëû îò ïåðåìåùåíèÿ ïëèò, íà îñíîâàíèè êîòîðîé áûëè îïðåäåëå-

íà äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ è ïàðàìåòðû ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè MHS çàïîëíèòåëÿ [2, 3].

Ñ ïðèìåíåíèåì ïîëó÷åííûõ äàííûõ ðåøåíà çàäà÷à î ïà-

äåíèè ïëèòû íà íàáîð ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ

íà íåïîäâèæíîì îñíîâàíèè. Ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿëîñü

â äâóõ âàðèàíòàõ ñ ïðèìåíåíèåì: à) êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñ-

êðåòèçàöèè ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê è á) âû÷èñëèòåëüíîé ìîäå-

ëè MHS çàïîëíèòåëÿ [2, 3]. Êàê ïîêàçàëî ñîïîñòàâëåíèå ðå-

çóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü [2, 3] ïîçâîëÿåò ñ

ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿòü èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû

äåôîðìèðîâàíèÿ MHS çàïîëíèòåëÿ (êîíòàêòíûå ñèëû, ñìåùå-

íèÿ, ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ) è îöåíèâàòü åãî äåìïôèðóþùèå ñâîé-

ñòâà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ãðàíòà Ïðåçè-

äåíòà ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ÍØ

- 593.2014.8), à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 14-08-

00656-à).
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ÃÐÀÔÈÊÈ ÏÑÅÄÎÐÈÌÀÍÎÂÛÕ ÑËÎÅÍÈÉ

Ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ (M,F) õàðàêòåðèçóþòñÿ ñóùå-

ñòâîâàíèåì òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé ïñåâäîðèìàíîâîé

ìåòðèêè íà ìíîãîîáðàçèè M . Äàëåå ïñåâäîðèìàíîâû ñëîå-

íèÿ íà ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ

òàêîé ìåòðèêîé. Íàìè äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïñåâäî-

ðèìàíîâîñòè ñëîåíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü (M,F) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q íà

n-ìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g), ìåòðèêà íà

ñëîÿõ êîòîðîãî íå âûðîæäàåòñÿ. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ñëîå-

íèå (M,F) áûëî ïñåâäîðèìàíîâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ãåîäåçè÷åñêàÿ, îðòîãîíàëüíàÿ ýòîìó ñëîåíèþ â îäíîé

òî÷êå, îñòàâàëàñü îðòîãîíàëüíîé åìó â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò Á. Ðåéí-

õàðòà äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,

ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â èçâåñòíîé

ìîíîãðàôèè Ï. Ìîëèíî
”
Ðèìàíîâû ñëîåíèÿ“. Ïðè ýòîì ñó-

ùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé ðèìà-

íîâà ìíîãîîáðàçèÿ áûòü ëîêàëüíî êðàò÷àéøèìè, êîòîðîå íå

èìååò àíàëîãà äëÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé. Íàìè ïðè-

ìåíÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä è ðåçóëüòàòû ðàáîòû À. Ä. Ëüþèñà î

ðàñïðåäåëåíèÿõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè.
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Ø. Ýðåñìàíîì ââåäåíî ïîíÿòèå ãðóïîèäà ãîëîíîìèè ñëîå-

íèÿ, ïîçäíåå Õ. Âèíêåëüêåìïåðîì áûëà ïðåäëîæåíà ýêâèâà-

ëåíòíóþ êîíñòðóêöèþ, íàçâàííàÿ èì ãðàôèêîì ñëîåíèÿ.

Ãðàôèê G(F) ñëîåíèÿ (M,F) êîðàçìåðíîñòè q íà n -ìåð-

íîì ìíîãîîáðàçèè M ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå-

õàóñäîðôîâî (n + q) -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è ñîäåðæèò âñþ

èíôîðìàöèþ î ñëîåíèè (M,F) è åãî ãðóïïàõ ãîëîíîìèè. Îïðå-

äåëåíû äâå êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè p1 : G(F) → M è p2 :

G(F) →M , ÿâëÿþùèåñÿ ñóáìåðñèÿìè.

Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ãðàôèê G(F) ëþáîãî ïñåâäîðèìàíîâà

ñëîåíèÿ (M,F) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ìíîãîîáðàçèåì, íà íåì

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà h , îòíîñè-

òåëüíî êîòîðîé èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå

F := {L = p−1
1 (L) |L ∈ F}

ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì, à êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè p1 è p2

� ïñåâäîðèìàíîâûìè ñóáìåðñèÿìè. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà. Äîêàçàíî, ÷òî

ãðóïïû ãîëîíîìèè ñëîåâ L ∈ F è L = p−1
1 (L) ∈ F èçîìîðôíû.

Óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî êàæäûé ñëîé L ñëîåíèÿ F , íàäåëåí-
íûé èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, åñòü íåâûðîæäåííî ïðèâîäè-

ìîå ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, è èññëåäîâàíà åãî ñòðóêòó-

ðà.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîëíûõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèé

(M,F) êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè p1 è p2 îáðàçóþò ëîêàëüíî òðè-

âèàëüíûå ðàññëîåíèÿ ñ îáùèì ñòàíäàðòíûì ñëîåì, è äàíî îïè-

ñàíèå ñòðóêòóðû èõ ãðàôèêîâ è èíäóöèðîâàííûõ íà ãðàôèêàõ

ñëîåíèé. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñòðóêòóðå ãðàôèêîâ âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèé.
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Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ (ïðîåêò � 138) â 2015 ãîäó.

À.Ñ. Åëãóøîâà, Ç. Ç. Ðèçâàíîâ, Ë.Ð.Øàêèðîâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

aelgushova@yandex.ru, rizvanov.zem�r@mail.ru,

liliana008@mail.ru

ËÎÁÀ×ÅÂÑÊÈÉ Â XXI ÂÅÊÅ

1 äåêàáðÿ � äåíü ðîæäåíèÿ âûäàþùåãîñÿ ðóññêîãî ó÷åíî-

ãî Íèêîëàÿ Èâàíîâè÷à Ëîáà÷åâñêîãî, ñîçäàòåëÿ íååâêëèäîâîé

ãåîìåòðèè, ñûãðàâøåãî çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ñòàíîâëåíèè Êà-

çàíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â òå÷åíèå 40 ëåò îí ïðåïîäàâàë â Êà-

çàíñêîì óíèâåðñèòåòå ïðåäìåòû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî öèê-

ëà, 19 ëåò ðóêîâîäèë èì â äîëæíîñòè ðåêòîðà, âûïîëíÿë îáÿ-

çàííîñòè áèáëèîòåêàðÿ óíèâåðñèòåòà, ïðåäñåäàòåëÿ ñòðîèòåëü-

íîãî êîìèòåòà.

Èçâåñòíî, êàêîé âêëàä âí¼ñ Ëîáà÷åâñêèé â ðàçâèòèå ìèðî-

âîé íàóêè. Êðîìå ãåîìåòðèè, îí ïîëó÷èë ðÿä öåííûõ ðåçóëü-

òàòîâ è â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè:

a) â àëãåáðå îí íåçàâèñèìî îò Æ. Äàíäåëåíà ðàçðàáîòàë ìå-

òîä ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé;

á) â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ïîëó÷èë ðÿä òîíêèõ òåîðåì î

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäàõ, óòî÷íèë ïîíÿòèå íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèè, äàë ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäîâ è äð.;

â) â ðàçíûå ãîäû îí îïóáëèêîâàë íåñêîëüêî ñîäåðæàòåëü-

íûõ ñòàòåé ïî àëãåáðå, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìåõàíèêå,

ôèçèêå, àñòðîíîìèè è ïðîáëåìàì îáðàçîâàíèÿ.
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Êàê ìíîãî îí ñäåëàë äëÿ ñòàíîâëåíèÿ è ðàçâèòèÿ íàøåãî

óíèâåðñèòåòà! Â ðàçíûå ãîäû îí áûë:

a) ïðåäñåäàòåëåì Ñòðîèòåëüíîãî êîìèòåòà Êàçàíñêîãî óíè-

âåðñèòåòà; ðóêîâîäèë ñòðîèòåëüñòâîì çäàíèé áèáëèîòåêè,

àñòðîíîìè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè, àíàòîìè÷åñêîãî òåàòðà,

êëèíèêè, óíèâåðñèòåòñêîé öåðêâè;

á) ÷ëåíîì èçäàòåëüñêîãî êîìèòåòà æóðíàëà �Êàçàíñêèé

âåñòíèê�;

â) áèáëèîòåêàðåì Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà;

ã) ëè÷íî ðóêîâîäèë ñïàñåíèåì óíèâåðñèòåòñêèõ çäàíèé è

èìóùåñòâà âî âðåìÿ ïîæàðà â Êàçàíè, çà ÷òî ïîëó÷èë

áëàãîäàðíîñòü èìïåðàòîðà.

Çà ïåðèîä ñâîåãî ïðåïîäàâàíèÿ â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå

îí âåë êóðñû ïî ãåîìåòðèè, òðèãîíîìåòðèè, àëãåáðå, àíàëè-

çó, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìåõàíèêå, ôèçèêå, àñòðîíîìèè è äàæå

ãèäðàâëèêå, ÷àñòî çàìåùàë îòñóòñòâóþùèõ ïðåïîäàâàòåëåé.

À êàê ìû, ïîòîìêè âåëèêîãî ìàòåìàòèêà, ÷òèì åãî ïà-

ìÿòü? Êàêîâà ðîëü Ëîáà÷åâñêîãî â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå? È

÷òî ìû, ñòóäåíòû, çíàåì î Ëîáà÷åâñêîì? Îòâåòèòü íà ýòè

âîïðîñû ìû ïîñòàðàåìñÿ â íàøåé ñòàòüå.

Êàêèå îáúåêòû óâåêîâå÷èâàíèÿ ïàìÿòè Ëîáà÷åâñêîãî ìû

çíàåì? Â 1896 ãîäó, ÷åðåç 40 ëåò ñî äíÿ ñìåðòè Í.È. Ëîáà÷åâ-

ñêîãî, ïåðåä çäàíèåì Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà áûë óñòàíîâëåí

ïàìÿòíèê âåëèêîìó ìàòåìàòèêó, ñîçäàííûé ðóññêèì ñêóëüïòî-

ðîì Ìàðèåé Äèëëîí. 10 èþíÿ 1994 ãîäà â ã. Êîçëîâêà ×óâàø-

ñêîé ðåñïóáëèêè îòêðûëè íàðîäíûé èñòîðèêî-êðàåâåä÷åñêèé

Äîì-ìóçåé Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.
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Íàì áûëî èíòåðåñíî óçíàòü, ÷òî çíàþò øêîëüíèêè î Íè-

êîëàå Èâàíîâè÷å Ëîáà÷åâñêîì. Ìû ïðîâåëè àíêåòèðîâàíèå â

ñðåäíèõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîëàõ Ìàìàäûøñêîãî ðàéîíà

è ãîðîäà Êóêìîð, à òàêæå â Ëèöåå èì. Ëîáà÷åâñêîãî ïðè ÊÔÓ.

Â àíêåòó âõîäèëè òàêèå âîïðîñû:

1. Êåì áûë Ëîáà÷åâñêèé?

2. Â ÷åì ñîñòîèò åãî ãëàâíîå îòêðûòèå?

3. Ñëûøàëè ëè èëè ÷èòàëè ëè âû î Ëîáà÷åâñêîì? Åñëè äà,

òî ãäå âû âïåðâûå óñëûøàëè î íåì?

Â ðåçóëüòàòå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî á�îëüøàÿ ÷àñòü ó÷àùèõ-

ñÿ 9�11 êëàññîâ çíàåò êåì áûë Ëîáà÷åâñêèé. ×àùå âñåãî âñòðå-

÷àåìûé îòâåò � �ìàòåìàòèê�. Âòîðîé âîïðîñ ââåë â çàòðóäíåíèå

ó÷àùèõñÿ øêîë Ìàìàäûøñêîãî ðàéîíà è ã. Êóêìîð. Òîëüêî

íåìíîãèå íàïèñàëè, ÷òî åãî ãëàâíîå îòêðûòèå � íååâêëèäîâà

ãåîìåòðèÿ; êòî-òî ïðîñòî îñòàâëÿë ïðî÷åðê. Ó ó÷àùèõñÿ Ëè-

öåÿ èì. Ëîáà÷åâñêîãî âòîðîé âîïðîñ òðóäíîñòåé íå âûçâàë. Íà

òðåòèé âîïðîñ áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå îòâåòû. Â ñåëüñêèõ

øêîëàõ ó÷àùèåñÿ îòìåòèëè, ÷òî ñëûøàëè î âåëèêîì ãåîìåòðå â

øêîëå, ÷èòàëè â èíòåðíåòå, â ó÷åáíèêàõ. Â Ëèöåå èì. Ëîáà÷åâ-

ñêîãî äîáàâèëè òàêæå, ÷òî ó÷åíîìó áûëè ïîñâÿùåíû êëàññíûå

÷àñû è êîíôåðåíöèè.

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ìû ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî äëÿ òîãî

÷òîáû èìÿ Ëîáà÷åâñêîãî ñòàëî óçíàâàåìî äëÿ ó÷àùèõñÿ îáùå-

îáðàçîâàòåëüíûõ øêîë, íåîáõîäèìî êàê ìîæíî ÷àùå ïðîâîäèòü

ïðîñâåòèòåëüñêèå êîíôåðåíöèè â ïàìÿòü î âåëèêîì ìàòåìàòè-

êå. Ó÷èòåëÿì ìàòåìàòèêè íà óðîêàõ íåîáõîäèìî óêàçûâàòü íà

âàæíîñòü îòêðûòèé, ñäåëàííûõ Ëîáà÷åâñêèì, à âî âðåìÿ ïðî-

âåäåíèÿ íåäåëè ìàòåìàòèêè â øêîëàõ � ïðîâîäèòü êëàññíûå
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÷àñû ñ èñòîðè÷åñêîé ñïðàâêîé î áèîãðàôèè Ëîáà÷åâñêîãî, ñòà-

âèòü òåàòðàëèçîâàííûå ñöåíêè, ïîêàçûâàòü ãîòîâûå âèäåîìà-

òåðèàëû î âåëèêîì ìàòåìàòèêå.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñðåäè ñòóäåíòîâ Èí-

ñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî Êà-

çàíñêîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ

ñòàë âîïðîñ: íàñêîëüêî õîðîøî çíàêîìû ñòóäåíòû ñ èìåíåì âå-

ëèêîãî ìàòåìàòèêà. Àíêåòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ñðåäè ñòóäåí-

òîâ 1 êóðñà è ìàãèñòðàíòîâ ïåäàãîãè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ, ñòó-

äåíòîâ 4 êóðñà, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè �Ìàòåìàòèêà

è êîìïüþòåðíûå íàóêè�. Ñòóäåíòàì 1 êóðñà è ìàãèñòðàíòàì

áûëè ïðåäëîæåíû ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Ñêîëüêî ëåò Í. È. Ëîáà÷åâñêèé áûë íà ïîñòó ðåêòîðà?

2. Íàçîâèòå èìåíà ó÷èòåëåé Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî?

3. Êàêîâ âêëàä Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî â ðàçâèòèå Êàçàíñêîãî

óíèâåðñèòåòà?

4. Õîòåëè áû Âû ïîñåòèòü äîì-ìóçåé Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî â

ã. Êîçëîâêà?

Àíêåòèðîâàíèå äëÿ ñòóäåíòîâ 4 êóðñà áûëî ðàçðàáîòàíî

Ë. Ð. Øàêèðîâîé, ïðåïîäàâàòåëåì êóðñà èñòîðèè ìàòåìàòèêè.

Ñïèñîê âîïðîñîâ áûë îáøèðíûé è òðåáîâàë õîðîøåé èñòîðèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë, ÷òî

ñëîæíåå âñåãî 1 � 3-é âîïðîñû äàëèñü ñòóäåíòàì 1 êóðñà. Âû-

ÿâèëèñü ëèøü îñòàòî÷íûå øêîëüíûå çíàíèÿ î âåëèêîì ìàòåìà-

òèêå, íî çàòî íà íàøå ïðåäëîæåíèå ïîñåòèòü ìóçåé ìû ïîëó-

÷èëè ìíîãî ïîëîæèòåëüíûõ îòêëèêîâ. Ýòî ðàäóåò, çíà÷èò, åñòü

ñòðåìëåíèå óçíàòü î Í.È. Ëîáà÷åâñêîì áîëüøå. Ìàãèñòðàíòîâ
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âîïðîñû íå ñìóòèëè, áîëüøèíñòâî àíêåòèðóåìûõ ñìîãëè ïðà-

âèëüíî îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû.

Ñòóäåíòàì 4 êóðñà ïðèøëîñü ñëîæíåå. Àíêåòèðîâàíèå ñî-

ñòîÿëî èç 25 âîïðîñîâ. Ëèøü åäèíèöû ñìîãëè îòâåòèòü íà

18 âîïðîñîâ. Íà òàêèå âîïðîñû êàê: íàçîâèòå íàó÷íûå òðóäû

Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî; ÷åì, êðîìå íàóêè, óâëåêàëñÿ ïðîôåññîð;

íàçîâèòå íàó÷íûå îáëàñòè, â êîòîðûõ íàõîäèò ïðèìåíåíèå

ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî � îòâåòèëè áîëüøèíñòâî. Îäíàêî âî-

ïðîñû: â êàêîì ãîäó Í.È. Ëîáà÷åâñêèé ïîñòóïèë â ãèìíàçèþ;

íàçîâèòå åãî ó÷èòåëåé; íàçîâèòå èìåíà ó÷åíûõ Êàçàíñêîãî

óíèâåðñèòåòà � ïîïóëÿðèçàòîðîâ èäåé Ëîáà÷åâñêîãî, íàçîâè-

òå èìåíà ó÷åíûõ, ðàçâèâàþùèõ åãî èäåè è äðóãèå âûçâàëè çà-

òðóäíåíèÿ ó ñòóäåíòîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòóäåíòû çíàëè è ãîðäèëèñü ó÷åíûì, èìÿ

êîòîðîãî íîñèò íàø Èíñòèòóò, îùóùàëè âñåöåëî åãî âêëàä

â ðàçâèòèå Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà è ìèðîâóþ ìàòåìàòèêó,

íåîáõîäèìî êàê ìîæíî áîëüøå ñòóäåíòîâ ïðèâëåêàòü ê ó÷à-

ñòèþ â êîíôåðåíöèè, åæåãîäíî îðãàíèçóåìûõ â Êàçàíñêîì ôå-

äåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå. À ìû, â ñâîþ î÷åðåäü, ðåøèëè îðãà-

íèçîâàòü ïîåçäêó â Äîì-ìóçåé Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî â ã. Êîçëîâ-

êà Ðåñïóáëèêè ×óâàøèÿ, ÷òî ïîçâîëèò ñòóäåíòàì îêóíóòüñÿ â

àòìîñôåðó òîãî âðåìåíè è óçíàòü áîëüøå î æèçíè âåëèêîãî

ìàòåìàòèêà.
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ÀÄÀÏÒÀÒÈÂÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÄÀÂËÅÍÈß

�ØÓÌÀ� Â ÖÈÔÐÎÂÎÌ ÑÈÃÍÀËÅ

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÎÄÅËÈ

ÀÂÒÎÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Ñîâðåìåííûå ìåòîäû îáðàáîòêè öèôðîâûõ ñèãíàëîâ ïîçâî-

ëÿþò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü è îïòèìèçèðîâàòü êà÷åñòâî îöèô-

ðîâêè àðõèâíûõ ôîíîãðàìì, èñïðàâèòü íåäîñòàòêè ïðè ïåðå-

íåñåíèè çâóêà. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ðàçðàáîòêàìè â ýòîé

îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ àäàïòàòèâíûå àëãîðèòìû ïîäàâëåíèÿ øóìà

(ñì. [5]). Öèôðîâîé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïî-

ëåçíîãî ñèãíàëà è øóìà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ

ñîâîêóïíîñòüþ ïîñòîÿííûõ ôîíîâûõ è èìïóëüñíûõ (êðàòêî-

ñðî÷íûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ) ïîìåõ (ñì. [4]).

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä î÷èñòêè ñèãíàëà, ïîëó÷åííî-

ãî îöèôðîâêîé ôîíîãðàììû ñ âèíèëîâîãî äèñêà, îò èìïóëüñ-

íûõ èñêàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè àâòîðåãðåññèè �

ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî. Â îñíîâå ìîäåëè ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå,

÷òî êàæäûé ìîìåíò öèôðîâîãî ñòàöèîíàðíîãî ñèãíàëà ìîæíî

îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ àâòîðåãðåññèè (ñì. [3]).



70 Å.Î.ÅÐÅÌÅÅÂÀ

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îñóùåñòâëÿåò:

• îáíàðóæåíèå ïîìåõ;

• ïîäáîð îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ âîññòàíîâëåíèÿ äåôåêò-

íûõ çîí ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ äàííîãî ñèãíàëà (ñì. [1, 2]);

• çàìåùåíèå íåäîñòàþùèõ ôðàãìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ (ñì. [6]).

Ìåòîä ðåàëèçîâàí â ïàêåòå MatLab è ïðîòåñòèðîâàí íà íà-

áîðå çâóêîçàïèñåé, ïîëó÷åííûõ ñ âèíèëîâûõ ãðàìïëàñòèíîê.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ôèëüòðàöèè æèäêîñòè èç

âîäîåìà â òâåðäûé ïîðèñòûé ãðóíò. Ïóñòü Q ⊂ R3 � îáëàñòü,

êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âåðõíþþ ÷àñòü Ω0 � âîäîåì, íèæíþþ

÷àñòü Ω = Ωε
f ∪ Ωε

s � ïîðèñòûé ãðóíò è èõ îáùóþ ãðàíèöó

S0 = ∂Ω ∩ ∂Ω0 : Q = Ω0 ∪ Ω ∪ S0 . Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ ñðå-

äû w(x, t) è äàâëåíèå ñðåäû p(x, t) ïðè t > 0 óäîâëåòâîðÿåò

ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â Q

∇ ·w = 0, (1)

τ0ϱ̃
ε∂

2w

∂t2
= ∇ ·

(
ζPf + (1− ζ)P

)
+ ϱ̃εe, (2)

Pf = αµD(x,
∂w

∂t
)− p I, (3)

P = χεαµD
(
x,
∂w

∂t

)
+ (1− χε)αλD(x,w)− p I (4)

(â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé), äîïîëíåííîé ñëåäóþùèìè

êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

Pf (x, t) · n = −p 0(x, t)n, x ∈ S1
0 = S1 ∩ Ω0 ⊂ ∂Q, (5)

P(x, t) · n = −p 0(x, t)n, x ∈ S1
1 = S1 ∩ Ω ⊂ ∂Q, (6)

w(x, t) = 0, x ∈ S2 = S\S1, (7)

w(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ Q. (8)
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Çäåñü ϱ̃ ε =
(
ζ + (1 − ζ)χε

)
ϱf + (1 − ζ)(1 − χε)ϱs , ζ = ζ(x) �

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè Ω0 , χε(x) = χ(x/ε) � õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ωε
f , χ(y) �

1�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñòðóêòóðó ïîðîâîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà. Ïóñòü µ0 = lim
ε→0

αµ(ε) , µ1 = lim
ε→0

αµ/ε
2 , λ0 =

= lim
ε→0

α(ε) è âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ: µ0 = 0, 0 < µ1 < ∞,

τ0 > 0, λ0 = ∞. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 è ïðîèçâîëüíîãî ïðî-

ìåæóòêà âðåìåíè [0, T ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåí-

íîå ðåøåíèå wε , pε çàäà÷è (1) − (8), à ïðåäåëüíûå ôóíêöèè

w = lim
ε→0

wε , v = ∂w/∂t , p = lim
ε→0

pε óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷å

τ0ϱf
∂v

∂t
+∇ p = ϱf e, ∇ · v = 0, x ∈ Ω0,

∇ · v(f) = 0, x ∈ Ω,

v(f) =

∫ t

0
B(f)(τ0; t− τ) ·

(
−∇ p(f) (x, τ) + ϱfe

)
dτ, x ∈ Ω,

lim
x → x0 ∈ S0

x ∈ Ω

p(f)(x, t) = lim
x → x0 ∈ S0

x ∈ Ω0

p(x, t), x ∈ S0,

lim
x → x0 ∈ S0

x ∈ Ω

v(f)(x, t) ·n(x0) = lim
x → x0 ∈ S0

x ∈ Ω0

v(x, t) ·n(x0), x ∈ S0,

p(x, t) = p0(t), x ∈ S1
0 ; p(f)(x, t) = p0(t), x ∈ S1

1 ,

v(f)(x, t) · n(x) = 0, x ∈ S2,

v(x, 0) = 0, x ∈ Ω0,

ãäå n(x) � âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå S0 (èëè S2) â òî÷êå

x ∈ S0 (èëè S2), B(f)(τ0; t) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ

(ïðîåêò � 14�17�00556).
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ÊÀÐÒÀÍÎÂÛÕ ÃÅÎÌÅÒÐÈßÕ

Èññëåäóþòñÿ êàðòàíîâû ñëîåíèÿ, òî åñòü ñëîåíèÿ, äîïóñ-

êàþùèå òðàíñâåðñàëüíóþ êàðòàíîâó ãåîìåòðèþ. Êàðòàíîâû

ñëîåíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïàðàáîëè÷åñêèå, ðèìàíîâû, ïñåâäî-

ðèìàíîâû, êîíôîðìíûå, ïðîåêòèâíûå ñëîåíèÿ è ñëîåíèÿ ñ

òðàíñâåðñàëüíîé ïðîåêòèðóåìîé ñâÿçíîñòüþ.

Ìû èññëåäóåì îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà òðàíñâåðñàëü-

íàÿ êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ ìîæåò áûòü íåýôôåêòèâíîé.

Íåýôôåêòèâíûå êàðòàíîâû ãåîìåòðèè èìåþò íåòðèâèàëüíóþ

ãðóïïó êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, èãðàþùóþ âàæíóþ

ðîëü â ôèçè÷åñêèõ òåîðèÿõ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãîðèÿ CF êàðòàíîâûõ ñëîåíèé, â

êîòîðîé èçîìîðôèçìû ñîõðàíÿþò íå òîëüêî ñëîåíèå, íî è

òðàíñâåðñàëüíóþ êàðòàíîâó ãåîìåòðèþ. ×åðåç AB(M,F )ζ îáî-

çíà÷àåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïà ãðóïïû âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ñëîå-

íèÿ (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé ζ ïî

íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ, îñòàâëÿþùåé êàæäûé

ñëîé èíâàðèàíòíûì. Íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (M,F ) � êàðòàíîâî ñëîåíèå ñ òðàíñ-

âåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé ξ̃ òèïà (G̃, H̃) . Òî-

ãäà (M,F ) äîïóñêàåò òàêæå àññîöèèðîâàííóþ ýôôåêòèâíóþ

òðàíñâåðñàëüíóþ êàðòàíîâó ãåîìåòðèþ ξ òèïà (G,H) , ãäå
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G = G̃/K , H = H̃/K è K � ÿäðî ïàðû (G̃, H̃) , òî åñòü

ìàêñèìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G̃, ñîäåðæàùàÿñÿ â H̃ .

Ïðè ýòîì, ãðóïïû áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè CF
AB(M,F )

ξ̃
è AB(M,F )ξ èçîìîðôíû.

Íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëíàÿ ãðóï-

ïà áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ êàðòàíîâà ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ

Ýðåñìàíà äîïóñêàëà åäèíñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîíå÷íîìåðíîé

ãðóïïû Ëè â êàòåãîðèè CF . Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå òî÷íûå îöåí-

êè ðàçìåðíîñòè ýòîé ãðóïïû, çàâèñÿùèå îò òðàíñâåðñàëüíîé

êàðòàíîâîé ãåîìåòðèè è îò òîïîëîãèè ñëîåâ ýòîãî ñëîåíèÿ.

Íàéäåíû òàêæå äîñòàòî÷íîûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðóï-

ïà AB(M,F )
ξ̃
áûëà äèñêðåòíîé.

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ðîñòêîâàÿ ãðóïïà ãîëîíîìèè Γ(L) ëþ-

áîãî ñëîÿ L êàðòàíîâà ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé

ãåîìåòðèåé òèïà (G,H) èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ãðóï-

ïû Ëè H . Ìû ãîâîðèì, ÷òî ñëîé L èìååò äèñêðåòíóþ ãðóïïó

ãîëîíîìèè, åñëè ýòà ïîäãðóïïà äèñêðåòíà â H .

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîé L ñëîåíèÿ (M,F ) íàçûâàåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì

ìíîãîîáðàçèÿ M . Ñëîåíèå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè âñå

åãî ñëîè � ñîáñòâåííûå. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Åñëè êàðòàíîâî ñëîåíèå (M,F ) , ðàññìàòðè-

âàåìîå ñ àññîöèèðîâàííîé ýôôåêòèâíîé òðàíñâåðñàëüíîé êàð-

òàíâîé ãåîìåòðèåé ξ , èìååò ñîáñòâåííûé ñëîé ñ äèñêðåò-

íîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè, òî ãðóïïà AB(M,F )
ξ̃
äîïóñêàåò åäèí-

ñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû 2 çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ñîáñòâåííûõ êàðòàíîâûõ ñëîåíèé.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåí-

òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ (ïðîåêò � 138) â 2015 ãîäó.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ïðåäåëüíî ìî-

íîòîííûõ ìíîæåñòâ è ïàð ìíîæåñòâ, à òàêæå èññëåäîâàíèþ

ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé ñâîäèìîñòè (äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáî-

çíà÷àòü òàêæå ÷åðåç lm -ñâîäèìîñòü) ìåæäó ìíîæåñòâàìè,

ìåæäó ïàðàìè ìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìî-

ñâÿçü ïîíÿòèé lm -ñâîäèìîñòè íà ìíîæåñòâàõ è Σ -ñâîäèìîñòè

äëÿ ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Â ðàáîòå [1] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå Σ -ñâîäèìîñòè íà ñåìåéñòâàõ

ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîçâîëÿþùåå ðàññìàòðèâàòü

ñåìåéñòâî ñàìî ïî ñåáå, íå ôèêñèðóÿ ïðè ýòîì åãî ïðåäñòàâëå-

íèå ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ïðå-

äåëüíî ìîíîòîííîãî ìíîæåñòâà è ïàðû ìíîæåñòâ [2], âîçíèêëî

ïîíÿòèå lm -ñâîäèìîñòè íà ìíîæåñòâàõ è lm -ñâîäèìîñòè ìåæ-

äó ïàðàìè ìíîæåñòâ. Â äàííîé ðàáîòå lm -ñâîäèìîñòü íà ìíî-

æåñòâàõ áóäåò ðàññìîòðåíà ïîñðåäñòâîì Σ -îïðåäåëèìîñòè ñïå-

öèàëüíûõ ñåìåéñòâ íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé ôóíêöèè, ïðåäåëüíî

ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà è lm -ñâîäèìîñòè íà ìíîæåñòâàõ, êî-

òîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [3].

Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà A è B . Âîçüìåì

â êà÷åñòâå ñåìåéñòâ äëÿ ìíîæåñòâ A è B ñîîòâåòñòâóþùèå

ñåìåéñòâà íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ, à èìåííî, S(A) = {N � a : a ∈
∈ A} è S(B) = {N � b : b ∈ B} . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëè-
âàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè lm -ñâîäèìîñòè äâóõ ìíî-
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æåñòâ è Σ -ñâîäèìîñòè ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà äëÿ ýòèõ

ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1. A 6lm B ⇐⇒ S(A) ⊑Σ S(B) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî îïðåäåëåíèå lm -

ñâîäèìîñòè ìíîæåñòâà ê ïàðå ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòíî îïðåäå-

ëåíèþ Σ -ñâîäèìîñòè ìåæäó ñåìåéñòâàìè íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ

äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà è ïàðû ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2. A 6lm (B,C) ⇐⇒ S(A) ⊑Σ S(B,C) .

Äàëåå îïðåäåëèì ïðåäåëüíî ìîíîòîííóþ ñâîäèìîñòü ìåæäó

äâóìÿ ïàðàìè ìíîæåñòâ ÷åðåç Σ -îïðåäåëèìîñòü çàäàííûõ äëÿ

íèõ ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïóñòü äàíû äâå ïðîèçâîëü-

íûå ïàðû ìíîæåñòâ (A,B) è (C,D) . Çàäàäèì äëÿ ýòèõ äâóõ

ïàð ìíîæåñòâ ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ, à

èìåííî: S(A,B) = {{0} ⊕ N � a : a ∈ A} ⊕ {{1} ⊕ N � b : b ∈ B}
è S(C,D) = {{0}⊕N � c : c ∈ C}⊕{{1}⊕N � d : d ∈ D} ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðè ýòîì íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî S(A,B) ⊑Σ S(C,D)

⇐⇒ S(A) ⊑Σ S(C,D) è S(B) ⊑Σ S(C,D) . Òîãäà ïî òåîðåìå 2

èìååì: S(A) ⊑Σ S(C,D) è S(B) ⊑Σ S(C,D) ⇐⇒ A 6lm (C,D)

è B 6lm (C,D) ⇐⇒ (A,B) 6lm (C,D) . Îòñþäà íåìåäëåííî

ñëåäóåò, ÷òî (A,B) 6lm (C,D)⇐⇒ S(A,B) ⊑Σ S(C,D) .

Â ðàáîòå [3] áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïàðû

ìíîæåñòâ (A,B) , ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà C âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (A,B) 
lm C . Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìîæåì

çàêëþ÷èòü, ÷òî êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ñåìåéñòâ ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò òàêàÿ ïàðà ìíîæåñòâ (A,B) ,

÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà C âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

S(A,B) ̸= ΣS(C) .
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Òðàíñâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå TtrM ñëîåíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

(M,F) [1] íåñåò íà ñåáå ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä

àëãåáðîé äóàëüíûõ ÷èñåë D [2]. Åñëè êàðòà h èç àòëàñà ñëîå-

íèÿ íà M îòíîñèò òî÷êå x ∈ M êîîðäèíàòû {xi = hi(x), yα =

= hα(x)} , ãäå xi , i = 1, . . . ,m , � òðàíñâåðñàëüíûå êîîðäèíàòû,

à yα , α = 1, . . . , n , � ñëîåâûå, òî èíäóöèðîâàííûå êîîðäèíàòû

íà TtrM èìåþò âèä {xi, yα, ẋi} , ãäå ẋi � êîîðäèíàòû òðàíñâåð-

ñàëüíîãî âåêòîðà � ýëåìåíòà ôàêòîðïðîñòðàíñòâà TxM/V TxM

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM ïî ïîäïðîñòðàíñòâó V TxM ,
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îáðàçîâàííîìó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê ñëîþ Lx , ïðîõîäÿ-

ùåìó ÷åðåç òî÷êó x ∈ M . Ñòðóêòóðà D -ãëàäêîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ, ìîäåëèðóåìîãî D -ìîäóëåì Dm ⊕ Rn , íà TtrM çàäàåòñÿ

êîîðäèíàòàìè {Xi = xi + εẋi ∈ D, yα ∈ R} .
Ïóñòü P r

folM � ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñëîåíûõ r -ðåïåðîâ íà

M (r -ñòðóé â íóëå ðîñòêîâ èçîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà Rm+n

ñ êàíîíè÷åñêèì ñëîåíèåì êîðàçìåðíîñòè m íà ìíîãîîáðàçèå

M ). Ïîëå ñëîåíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà íà M çàäàåòñÿ

ýêâèâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì λ : P r
folM → F , ãäå F � ðàñ-

ñëîåííîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì çàäàíî äåéñòâèå ñòðóêòóð-

íîé ãðóïïû G ðàññëîåíèÿ P r
folM .

Ñëîåíèå F èíäóöèðóåò ñëîåíèå Fr
tr íà ðàññëîåíèè P r

folM ,

è ðàññëîåíèå TtrP
r
folM ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíîå ïîäðàññëî-

åíèå ðàññëîåíèÿ D -ãëàäêèõ r -ðåïåðîâ íà TtrM .

Ïðèìåíåíèå ôóíêòîðà Ttr ê îòîáðàæåíèþ λ : P r
folM → F

ïðèâîäèò ê îòîáðàæåíèþ Ttrλ : TtrP
r
folM → TtrF , îïðåäåëÿþ-

ùåìó ïîëå ãîëîìîðôíîãî (D -ãëàäêîãî) îáúåêòà íà ðàññëîåíèè
TtrM � ëèôò ïîëÿ λ íà ðàññëîåíèå TtrM .

Áóäåì íàçûâàòü äâà ãîëîìîðôíûõ ïîëÿ îáúåêòà òèïà Λ :

TtrP
r
folM → TtrF ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíî èç íèõ ìîæíî

ïåðåâåñòè â äðóãîå D -ãëàäêèì äèôôåîìîðôèçìîì Φ : TtrM →
→ TtrM íàä òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ M

íà ñåáÿ.

Òåîðåìà. Ãîëîìîðôíîå ïîëå îáúåêòà Λ : TtrP
r
folM → TtrF

íà ðàññëîåíèè TtrM ýêâèâàëåíòíî ëèôòó Ttrλ : TtrP
r
folM →

→ TtrF íåêîòîðîãî ïîëÿ îáúåêòà λ : P r
folM → F òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Λ íà P r
folM

èìååò âèä

Λ|P r
folM = Ttrλ ◦ ur,



Î.À.ÈÇÎÑÈÌÎÂÀ 79

ãäå ur � ëèôò íåêîòîðîãî òðàíñâåðñàëüíîãî ïîëÿ u : M →
→ TtrM íà ðàññëîåíèå P r

folM .
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ

Â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [1] èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îá

èñòî÷íèêå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà óäî-

âëåòâîðÿòü ëîêàëèçîâàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ èñòî÷íè-

êîâ, ïîðîæäàþùàÿ ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèå. Â

äàëüíåéøåì áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ

ýòîé ðàáîòû ([2], [3]).

Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

P (∂)u(x) = f(x), (1)

ãäå P (∂) � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ îïåðà-

öèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ L2(R
n) ëîêàëèçîâàíà â

íåêîòîðîé îòêðûòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn , òî åñòü

f(x) = 0 íà Rn/Ω . Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î íåîáõîäèìûõ è

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ f èç óêàçàí-

íîãî êëàññà, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (1) èìååò õîòÿ áû îäíî

îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ L2(R
n), òàêæå ëîêàëèçîâàííîå â Ω ,

òî åñòü u(x) = 0 ïðè x ∈ Rn/Ω . Äëÿ îáûêíîâåííîé äèôôåðåí-

öèàëüíîé îïåðàöèè P ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè àíàëî-

ãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíàâëèâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
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ÂÅÐØÈÍ

Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ôóíêöèè z(ζ) , êîòîðàÿ äà-

âàëà áû êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè D

íà îäíîñâÿçíóþ ïîëèãîíàëüíóþ îáëàñòü Dz . Ãðàíèöà ïîëè-

ãîíàëüíîé îáëàñòè Lz = ∂Dz � ýòî äâå ëîìàíûå ëèíèè L1
z è

L2
z ñ îáùåé òî÷êîé A0(0, 0) . Îäíà èç îñîáåííîñòåé îáëàñòè Dz

ñîñòîèò â òîì, ÷òî L1
z è L2

z ñîñòàâëåíû èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñ-

ëà ïðÿìîëèíåéíûõ çâåíüåâ. Óãëû, êîòîðûå îáðàçóþò ïåðâûå

çâåíüÿ ëîìàíûõ L1
z è L2

z ñ âåùåñòâåííîé îñüþ, èçâåñòíû, îáî-

çíà÷èì èõ η10π è η20π , ãäå 0 6 η10π < 2π , óãîë ïðè âåðøèíå

A0 ðàâåí (η20 − η10)π , ãäå 0 < η20π − η10π < π/2 . Êîîðäèíàòû

âåðøèí Ak , A−k íåèçâåñòíû, íî âíóòðåííèå óãëû αkπ , α−kπ

ïðè ýòèõ âåðøèíàõ çàäàíû. Îãðàíè÷åíèÿ íà âíóòðåííèå óãëû

ñëåäóþùèå: 0 < αk < 1, 1 < α−k < 2 , k = 1,∞ .

Ñòðîèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå òàê, ÷òîáû êîíòóðó L1
z

ñîîòâåòñòâîâàëà äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ξ > 0 , òî÷êå A0 �

íà÷àëî êîîðäèíàò, êîíöó ëèíèè L1
z � òî÷êà ζ = +∞ , êîíòóðó

L2
z � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ξ < 0 , êîíöó ëèíèè L2

z � òî÷êà

ζ = −∞ .

Îáùàÿ ôîðìóëà êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ îïèñàííûìè

âûøå îãðàíè÷åíèÿìè ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ îä-

íîðîäíîé çàäà÷è Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è
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äâóñòîðîííèì çàâèõðåíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè âèäà O(lnα |x|) ,
ãäå 0 < α < 1 . Òàêîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðà-

æåíèÿ ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå Ð. Á. Ñàëèìîâà è Ï. Ë. Øàáàëèíà

[1], [2]. Èìè áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæå-

íèÿ ïîëóïëîñêîñòè íà ìíîãîóãîëüíèê ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

âåðøèí â ñëó÷àå, êîãäà κ+ + κ− < 3 è ñõîäÿòñÿ ðÿäû

∞∑
j=1

κj = κ+,
∞∑
j=1

κ−j = κ−. (1)

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïðè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (1) ïðîâåäåíî

â ðàáîòå [3], äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ àâòîðû

ïðèìåíÿëè ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è Ãèëüáåðòà ñî ñ÷åòíûì

ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ

è äâóñòîðîííèì çàâèõðåíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè ñòåïåííîãî ïî-

ðÿäêà O(|x|α) , 0 < α < 1 .

Îòëè÷èå äàííîé ðàáîòû îò ïðåäûäóùèõ â ðàñõîäèìîñòè ðÿ-

äîâ (1), ïðèâîäÿùåé ê �çàâèõðåíèþ� êðàåâîãî óñëîâèÿ çàäà÷è

Ãèëüáåðòà âèäà O(lnα |x|) , ãäå 0 < α < 1 . Ïîñòðîåíà ôóíê-

öèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ è ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå îä-

íîëèñòíîñòè îòîáðàæåíèé îïèñàííîãî âèäà.
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ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω={(x, y) : 0 <x< a,

0 < y < b} íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ(
α
∂

∂x
+β

∂

∂y

)
(uxy+A(x, y)ux+B(x, y)uy+C(x, y)u)=f(x, y),

(1)

ñ óñëîâèÿìè

u(0, y) = µ(y), (2)

uy(0, y) = ν(y), (3)∫ a

0
u(x, y)dx = ψ(y), 0 6 y 6 b, (4)∫ b

0
u(x, y)dy = φ(x), 0 6 x 6 a, (5)
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Òåîðåìà. Ïóñòü A(x, y), B(x, y), C(x, y) ∈ C1(Ω̄),

Cxy ∈ C(Ω̄), f(x, y) ∈ C1(Ω̄),

φ(x) ∈ C[0, a] ∩ C2(0, a), ψ(y) ∈ C[0, b] ∩ C2(0, b),

Ay > 0, Bx > 0, Cxy > 0, AyBx − C2 > 0,

α ̸= 0, β ̸= 0, µ(y), ν(y) ∈ C2[0, b].

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

u(x, y) ∈ C1(Ω̄) ∩ C3(Ω) çàäà÷è (1)− (5) .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì �âñïîìîãà-

òåëüíûõ çàäà÷�. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðåøåíèåì

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

α
∂w

∂x
+ β

∂w

∂y
= f(x, y),

ãäå

w(x, y) = uxy +A(x, y)ux +B(x, y)uy + C(x, y)u,

ñ óñëîâèÿìè (2) è (3) áóäåò ôóíêöèÿ

w(x, y) = ν ′(y − β

α
x) +A(0, y − β

α
x)ν(y − β

α
x)+

+B(0, y−β
α
x)µ′(y−β

α
x)+C(0, y−β

α
x)µ(y−β

α
x)+

1

α

∫ x

0
f(ξ, y)dξ.

Îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ îñíîâàíû íà ðåçóëüòàòàõ èç [2], [3].
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ÂÎËÍÎÂÛÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Â ÒÎÍÊÎÌ ÑËÎÅ

ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Äâèæåíèå òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè ñî

ñâîáîäíîé ãðàíèöåé íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæå-

ñòè â ïðèáëèæåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé

ñèñòåìîé óðàâíåíèé (â òåðìèíàõ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí):

ut + uux + vuy + bhx = a+K
(
ηuy

)
y
, ηt + uηx + vηy = 0,

v = −
y∫

0

ux dy, ht +
( h∫

0

u dy
)
x
= 0, u

∣∣∣
y=0

= 0, uy

∣∣∣
y=h

= 0.

Çäåñü x, y, t � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è âðåìÿ; u(t, x, y), v(t, x, y)

� ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðî-

ñòè; h(t, x) � ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõ-

íîñòè; η(t, x, y) � ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñòðàòèôèêàöèþ

æèäêîñòè ïî âÿçêîñòè; b, a,K � áåçðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàííîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ

îáîáù¼ííîé ãèïåðáîëè÷íîñòè, ðàçâèòàÿ Â. Ì. Òåøóêîâûì.
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Ïðåäëîæåíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ áàëàíñîâûõ ñîîòíî-

øåíèé, àïïðîêñèìèðóþùàÿ èñõîäíóþ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-

íóþ ìîäåëü. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñòðàòèôèêàöèè

(η(t, x, y) ≡ const) â ðàìêàõ òåîðèè îáîáùåííîé ãèïåðáîëè÷-

íîñòè ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ñëàáûõ ðàçðûâîâ ðåøåíèé è

ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ñîñðåäîòî÷å-

íû íà îáîáùåííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ. Ïðè ýòîì, â ïðîöåññå ýâî-

ëþöèè òå÷åíèÿ àìïëèòóäà ñëàáîãî ðàçðûâà ìîæåò îáðàùàòüñÿ

â áåñêîíå÷íîñòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíîìó îïðîêèäûâà-

íèþ âîëí è îáðàçîâàíèþ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ

÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåëèíåéíûõ âîç-

ìóùåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîñëîéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû

áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü

èñõîäíóþ ìîäåëü â âèäå êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû äèôôåðåí-

öèàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåí-

íûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïîìîùè äàííîé ìíîãîñëîéíîé

ìîäåëè è ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè Øêàäîâà.

Â ñëó÷àå, äîïóñêàþùåì ñòðàòèôèêàöèþ, âûïîëíÿåòñÿ àíà-

ëîãè÷íîå ìîäåëèðîâàíèå. Â ðàìêàõ ìíîãîñëîéíîé àïïðîêñè-

ìàöèè èñõîäíîé èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè ïðîâîäÿò-

ñÿ ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå

âëèÿíèÿ ñòðàòèôèêàöèè íà ðàçâèòèå òå÷åíèÿ. Â ðàìêàõ äàííî-

ãî ïîäõîäà èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ êîëîííû áîëåå âÿçêîé æèä-

êîñòè â ìåíåå âÿçêîé ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíîâûõ âîçìóùåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâà-

íèÿ è íàóêè ÐÔ (2012-1.5-8503), Èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ

ÐÀÍ �30 è Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � 4.8, Ïðîãðàììû

ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ÍØ-2133.2014.1)
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ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ Â ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ

Äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, çàäàííûå íåïðåðûâíû-

ìè ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå êóñî÷íî-ãëàäêèìè

îòîáðàæåíèÿìè ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè, øèðî-

êî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýëåêòðè-

÷åñêèõ ñåòåé, ñèñòåì ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ, áèîëîãè÷åñêèõ ïîïó-

ëÿöèé, äðóãèõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ â ýêîíîìèêå, ôèçèêå, òåõíè-

÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ íàóêàõ.

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè òàêèõ îòîáðàæåíèé ñ ïàðàìåòðà-

ìè, èõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è èõ òèïîâ

÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ áèôóðêàöèè, êîãäà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåò-

ðà ìåíÿåòñÿ è ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ. Íàèáîëåå òèïè÷íûìè â
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ñåìåéñòâàõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèè

òèïà ¾ñåäëî-óçåë¿, ¾âèëêà¿, ¾ñìåíà óñòîé÷èâîñòè¿, áèôóðêà-

öèè Õîïôà (ðîæäåíèÿ öèêëà) è óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Äëÿ ïðîñòûõ îòîáðàæåíèé ñ îäíèì ïàðàìåòðîì çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè, ìîæíî îïðå-

äåëèòü àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ

ýòî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé. Ïîìî÷ü â ðåøåíèè ýòîé

ïðîáëåìû ìîæåò ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì, êî-

òîðûå îòðàæàþò ïðèòÿãèâàþùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè, ïåðèî-

äè÷åñêèå îðáèòû è õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå

îïðåäåë¼ííûì èíòåðâàëàì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ àñèììåòðè÷åñêîãî

òåíòîîáðàçíîãî îòîáðàæåíèÿ

f(x) =

{
1 + ax, x 6 0

1− bx, x > 0

ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ (a, b) ðàçáèâàåòñÿ íà 11 îáëàñòåé ñ îïðå-

äåë¼ííîé äèíàìèêîé f(x) , êîòîðàÿ íàìè îïèñàíà. Èññëåäîâà-

íèå äèíàìèêè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â äàííûõ îáëàñòÿõ ïðîâîäè-

ëîñü ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè è â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ (ñì.,

íàïð., [1, 2]), îäíàêî äèíàìèêà íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé èññëåäî-

âàíà íå ïîëíîñòüþ.

Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f(x)

íà ãðàíèöàõ íàéäåííûõ îáëàñòåé îêàçàëîñü, ÷òî ÷àñòü ãðàíèö

îòíîñèòñÿ ê îäíîé èç ïîãðàíè÷íûõ îáëàñòåé, à äëÿ äðóãîé ÷à-

ñòè ãðàíèö äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, è äëÿ å¼ îïèñà-

íèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íåäîñòàòî÷íî. Ñ ïîìîùüþ áèôóð-

êàöèîííûõ äèàãðàìì ìû èçó÷èëè äèíàìèêó f(x) íà ãðàíèöàõ

ìåæäó îáëàñòÿìè: 1) íà ÷àñòè ãèïåðáîëû, îïèñûâàåìîé óñëîâè-

ÿìè b = 1/a , 0 < a < 1 , 2) íà ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ b = 1 ,

a < −1 , −1 < a < 1 è a > 1 . Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû,
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êîòîðûå ïîêàçûâàþò çàâèñèìîñòü àòòðàêòîðà ôóíêöèè îò çíà-

÷åíèé îäíîãî ïàðàìåòðà (â äàííîì ñëó÷àå, ïðè ôèêñèðîâàííîì

äðóãîì, ëèáî âûðàæàþùåìñÿ ÷åðåç ïåðâûé ïàðàìåòð), ïîçâî-

ëÿþò íàì ñîñòàâèòü áîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î äèíàìèêå

îòîáðàæåíèÿ f(x) íà ãðàíèöàõ ýòèõ îáëàñòåé.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(x) íà âåòâè

ãèïåðáîëû b = 1/a ïðè 0 < a < 1 . Çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè

ïî îäíó ñòîðîíó ýòîé ãèïåðáîëû ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíûé äâó-

ïåðèîäè÷åñêèé àòòðàêòîð, à ïî äðóãóþ ñòîðîíó ãðàíèöû äèíà-

ìèêà îòîáðàæåíèÿ íîñèò õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîñòðîåííûå

áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñ íà÷àëüíûìè òî÷êàìè x0 = −5 ,

x0 = −0.2 , x0 = 0.3 è x0 = 7 ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ãèïåðáîëå �

ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé ñóùåñòâóþò äâóõ- è ÷åòûð¼õïåðèîäè÷å-

ñêèå àòòðàêòîðû, ÷àñòî ñìåíÿþùèå äðóã äðóãà.
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ÃÈÏÅÐÏËÎÑÊÈÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÏÐÎÅÊÒÈÂÍÎÃÎ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïóñòü Pn � ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ,

GP (n) � ãðóïïà ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà

Pn (n > 4).

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðïëîñêèì ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà

Pn íàçûâàåòñÿ ïàðà x = (Ln−1, A) , îáðàçîâàííàÿ ãèïåðïëîñ-

êîñòüþ Ln−1 (íàçûâàåìîé ãèïåðïëîñêîñòüþ ýëåìåíòà x) è

òî÷êîé A ∈ Ln−1 (íàçûâàåìîé öåíòðîì äàííîãî ýëåìåíòà).

Ïóñòü G∗ � ìíîæåñòâî âñåõ ãèïåðïëîñêèõ ýëåìåíòîâ ïðî-

ñòðàíñòâà Pn . Íà ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíû äâà îòîáðàæå-

íèÿ: ξ : B → P ∗
n è η : B → Pn , äåéñòâóþùèå ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: ξ : (Ln−1, A) 7→ Ln−1 , η : (Ln−1, A) 7→ A .

Óòâåðæäåíèå 1. 1) G∗ ⊂ Pn × P ∗
n � ãëàäêîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2n − 1 ; 2) G∗ � îäíîðîäíîå GP (n)-

ïðîñòðàíñòâî; 3) G∗ íàäåëåíî ñòðóêòóðàìè ëîêàëüíî òðè-

âèàëüíûõ ðàññëîåíèé ñ êàíîíè÷åñêèìè ïðîåêöèÿìè ξ è η .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñåìåéñòâîì B íàçîâåì (n − 2)-ìåðíîå

ïîäìíîãîîáðàçèå ïðîñòðàíñòâà G∗ , òàêîå ÷òî: 1) η(B) �

ãëàäêàÿ p-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü Sp (p < n − 2); 2) ïðîåêöèÿ

η : B → Sp ÿâëÿåòñÿ ðàññëîåíèåì íàä Sp ñ (n−p−2)-ìåðíûìè

ñëîÿìè; 3) TA(Sp) ⊂ ξ(x) ∀x ∈ η−1(A) .
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Ïóñòü F (x) � õàðàêòåðèñòèêà ñåìåéñòâà B , ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ýëåìåíòó x ∈ B .

Îïðåäåëåíèå 3. Ñåìåéñòâî B íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,

åñëè ∀x ∈ B : F (x) ∩ Tη(x)(Sp) = η(x) .

Åñëè ñåìåéñòâî B ðåãóëÿðíî, ÷òî dimF (x) = 1 , ïîâåðõ-

íîñòü Sp ÿâëÿåòñÿ òàíãåíöèàëüíî íåâûðîæäåííîé, à âî âòî-

ðîé äèôôåðåíöèàëüíîé îêðåñòíîñòè ñåìåéñòâà B èíâàðèàíòíî

îïðåäåëåíà ïëîñêîñòü Kp+1(x) ⊃ Tη(x)Sp . Ðàññìîòðèì

F(A) =
∪

x∈η−1(A)

F (x), K(A) =
∪

x∈η−1(A)

Kp+1(x).

Îïðåäåëåíèå 4. Ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî B íàçûâàåòñÿ

òðè-ðåãóëÿðíûì, åñëè ∀A ∈ Sp : F(A) è K(A) � ïîâåðõíî-

ñòè ðàíãà n− p− 2 â ñìûñëå [1].

Òåîðåìà 1. Ê òðè-ðåãóëÿðíîìó ñåìåéñòâó B âíóòðåííèì

îáðàçîì ïðèñîåäèíÿåòñÿ îñíàùåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäî-

ìó åãî ýëåìåíòó x íàáîð (Np−1(x), Nn−p−3(x), N0(x), C0(x))

òàêèõ ïëîñêîñòåé, ÷òî

[Np−1(x), A] = TA(Sp), [A, N0(x)] = F (x),

[Nn−p−3(x), N0(x), TA(Sp)] = Ln−1, [Ln−1, C0(x)] = Pn,

ãäå A = η(x) , Ln−1 = ξ(x) , T = TA(Sp) , [. . .] � ïðîåêòèâíàÿ

îáîëî÷êà.

Òåîðåìà 2. Íà òðè-ðåãóëÿðíîì ñåìåéñòâå B îïðåäåëåíû

äâå êàíîíè÷åñêèå ëèíåéíûå ñâÿçíîñòè Γ1 è Γ2 .
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È ÅÂÊËÈÄÀ

Â ñîâðåìåííûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ãåîìåòðèè 7�9 êëàñ-

ñîâ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðàáî÷åãî àïïàðàòà èñïîëüçóþòñÿ ïðè-

çíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Áëàãîäàðÿ ïðèìåíåíèþ ïðè-

çíàêîâ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ëåã÷å óñâàèâàþòñÿ îñíîâíûå

òåîðåìû ïëàíèìåòðèè. Âñå ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíè-

êîâ, èìåþùèå ìåñòî â ãåîìåòðèè Åâêëèäà, òàêæå âåðíû è â

ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Âîçìîæíî ëè, ÷òî ïðèçíàê ðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêîâ ïî òð¼ì ñòîðîíàì, ñóùåñòâóþùèé òîëüêî â ãåî-

ìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, âåðåí â ãåîìåòðèè Åâêëèäà?

Ðàññìîòðèì ýòîò ïðèçíàê â àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü

â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A1B1C1,∠A = ∠A1,∠B = ∠B1,∠C =

= ∠C1 . Äîêàæåì, ÷òî äàííûå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ∠A = ∠A1 , òî âåðøèíà A ñîâïàä¼ò ñ âåðøèíîé A1

ïðè ýòîì ñîâìåñòÿòñÿ ëó÷è AC ñ A1C1 è AB è A1B1 . Íî òàê

êàê ìû íå çíàåì, ðàâíû ëè îòðåçêè AB è A1B1 , íåëüçÿ óòâåð-

æäàòü, ÷òî âåðøèíà B ñîâïàä¼ò ñ âåðøèíîé B1 , ñëåäîâàòåëü-

íî, â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè

ðàâíû. Çíà÷èò, òåîðåìà íåâåðíà.
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Ïî÷åìó æå â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ýòîò ïðèçíàê óäà¼òñÿ

äîêàçàòü? Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, áëàãîäàðÿ êîòî-

ðûì óäàëîñü äîêàçàòü èñòèííîñòü äàííîãî ïðèçíàêà.

Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî ïîñòðîåíà íà àê-

ñèîìå, ÿâëÿþùåéñÿ îòðèöàíèåì àêñèîìû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-

ìûõ â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Â ýòîé àêñèîìå ãîâîðèòñÿ î òîì,

÷òî ÷åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé, ïðîõîäèò íå

ìåíåå äâóõ ïðÿìûõ, íå ïåðåñåêàþùèõ äàííóþ. Èç ýòîãî âû-

òåêàåò ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ òåîðåì. Íåêîòîðûå èç íèõ ñâÿçàíû

ñ ïîíÿòèåì äåôåêòà òðåóãîëüíèêà. Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè

äåôåêò ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí íóëþ, â ãåîìåòðèè Ëîáà-

÷åâñêîãî äåôåêò ëþáîãî òðåóãîëüíèêà � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìû, êîòîðûå èñïîëüçó-

þòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ïî

òð¼ì óãëàì. Òàêèì îáðàçîì, ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ

ïî òð¼ì óãëàì â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âîçìîæåí áëàãîäàðÿ

àêñèîìå î ïàðàëëåëüíûõ, îòëè÷íîé îò V ïîñòóëàòà Åâêëèäà.

Ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ïî òð¼ì óã-

ëàì ìîæíî ðåøàòü ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è, à òàêæå äîêàçàòü

åù¼ íåêîòîðûå ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ â ãåîìåòðèè

Ëîáà÷åâñêîãî.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî èç òàêèõ ïðèçíàêîâ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ðàâíû,

åñëè ∠B = ∠B1,∠BAM = ∠B1A1M1,∠CMA = ∠C1M1A1 ãäå

AM è A1M1 � ìåäèàíû òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1B1C1 .
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Ðèñ.1

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê ∠CMA = ∠C1M1A1 òî ñìåæíûå ñ íèìè óãëû

ðàâíû:∠BMA = ∠B1M1A1 . Òðåóãîëüíèêè ABM è A1B1M1

ðàâíû ïî òð¼ì óãëàì, ïîýòîìó AB=A1B1 , BM = B1M1 .

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî BC = B1C1 . Òàêèì

îáðàçîì,△ABC = △A1B1C1 ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêîâ: BA = B1A1 , BC = B1C1 , ∠B = ∠B1 . Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïðèçíàêîâ ðàâåíñòâà òðå-

óãîëüíèêîâ äàåò âîçìîæíîñòü ðåøàòü áîëåå òðóäíûå çàäà÷è.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÀòàíàñÿíË.Ñ. Ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî. � Ì.: Ïðîñâåùå-

íèå, 2002.

2. ÏîãîðåëîâÀ.Â. Ãåîìåòðèÿ: Ó÷åá. äëÿ 7�9 êë. îáùåîáðà-

çîâàò. ó÷ðåæäåíèé. � Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 2002.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ

Ñ ×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîñòîÿíèÿ â öèëèíäðå QT = Ω ×
× (0, T ], Ω ⊂ Rn ñ ãðàíèöåé Σ = ∂Ω× (0, T ] :

∂y

∂t
−∆y = f + u â QT ,

y = 0 íà Σ,

y = y0 ïðè t = 0, x ∈ Ω.

(1)

Çàäàäèì ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ

Uad = {u ∈ L2(QT ) : |u| 6 u1 ï.âñ. â QT } è ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ

Yad = {y ∈ L2(QT ) : ymin 6 y 6 ymax ï.âñ. â QT } , à òàêæå

ôóíêöèîíàë öåëè

J(y, u) =
1

2

∫
QT

(y − zd)
2 dxdt+

α

2

∫
QT

u2 dxdt, α > 0.

Ëåììà. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

min
K

J(y, u), K = {(y, u) ∈ Yad × Uad : âûïîëíåíî (1)}

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèè K ̸= ∅ .

Ïîñòðîèì ñåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è (1) íà ñåòêå ñ

ïîñòîÿííûì øàãîì hx ïî x è íàáîðîì ïåðåìåííûõ øàãîâ ïî

âðåìåíè {τ1, τ2, . . . , τNt} . Ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ýòèõ øàãîâ

âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Â ñâÿçè ñ
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ýòèì, ïðèìåíÿëîñü èõ óïîðÿäî÷èâàíèå ïî ìåòîäó, îñíîâàííîìó

íà ìíîãî÷ëåíàõ ×åáûøåâà, áëàãîäàðÿ ÷åìó óäàåòñÿ ïðåäîòâðà-

òèòü áîëüøîå íàêîïëåíèå ïîãðåøíîñòåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∥ · ∥x è (·, ·) ñîîòâåòñòâåííî åâêëèäîâó

íîðìó â RNx è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â RNx×Nt .

Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñåòî÷íóþ çàäà÷ó

min
Ly=f+u

{J(y, u) = 1

2

Nt∑
k=1

τk∥y − zd∥2x +
α

2

Nt∑
k=1

τk∥u∥2x}. (2)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèìåò âèä

L(y, u, λ) = 1

2
(M(y−zd), (y−zd))+

α

2
(Mu, u)+(λ, Ly−u−f) (3)

ñ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé M = diag{τ1E, . . . , τNtE} è

ìàòðèöåé L � ìàòðèöåé îïåðàòîðà
∂

∂t
−∆ â QT .

Äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ (2) èñïîëüçóåì ïðåäîáóñëîâëåííûé

èòåðàöèîííûé ìåòîä Óäçàâû:

• Myk+1 =Mzd − LTλk,

• Muk+1 = λk,

• LM−1LT λ
k+1 − λk

ρ
= Lyk+1 − uk+1 − f .

Òåîðåìà. Ìåòîä Óäçàâû ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ

ïðèáëèæåíèÿõ λ0 è 0 < ρ < ρ1 , ãäå ρ1 íå çàâèñèò îò ïàðà-

ìåòðîâ ñåòêè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 13-01-00368).

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. Ìàð÷óêÃ. Ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. � Ì.:

Íàóêà, 1977. � 456 c.
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ÏÐÅÏßÒÑÒÂÈÅ Ê ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÞ

ÒÐÀÍÑÂÅÐÑÀËÜÍÎÉ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ

ÍÀ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÈ ÍÀÄ ÀËÃÅÁÐÎÉ

ÄÓÀËÜÍÛÕ ×ÈÑÅË ÄÎ ÃÎËÎÌÎÐÔÍÎÉ

Ïóñòü MD
n � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðîé äóàëüíûõ

÷èñåë D (D -ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå) è PD(MD
n , G

D) � D -ãëàäêîå
ãëàâíîå ðàññëîåíèå íàä MD

n . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëîé

GI
e êàíîíè÷åñêîãî ñëîåíèÿ íà ñòðóêòóðíîé ãðóïïå GD , ñîîò-

âåòñòâóþùèé èäåàëó I àëãåáðû D , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç åäèíèöó
ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, è ïóñòü G =

= GD/GI
e .

Íà ìíîãîîáðàçèè PD âîçíèêàþò êîìïëåêñû

d̂ : Ωr,s;p
ad PD → Ωr+1,s;p

ad PD

òåíçîðèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñî çíà÷åíèÿìè â àë-

ãåáðå Ëè gD , ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåïÿò-

ñòâèå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ D -ãëàäêîé ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè

PD (êëàññ Àòüè a(PD) , ñì. [1], ãäå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðàññëî-

åíèÿ D -ëèíåéíûõ ðåïåðîâ).
Âñÿêàÿ D-ãëàäêàÿ ñâÿçíîñòü â PD îïðåäåëÿåò ïðîåêòèðóå-

ìóþ ñâÿçíîñòü â òðàíñâåðñàëüíîì (ïî îòíîøåíèþ ê êàíîíè÷å-

ñêîìó ñëîåíèþ íà MD
n ) ðàññëîåíèè Ptr(M

D
n , G) , àññîöèèðîâàí-

íîì ñ ðàññëîåíèåì PD (àññîöèèðîâàííóþ ñâÿçíîñòü). Îäíàêî

íàëè÷èå íåêîòîðîé D -ãëàäêîé ñâÿçíîñòè â PD åùå íå ãàðàíòè-

ðóåò ñóùåñòâîâàíèÿ D -ãëàäêîé ñâÿçíîñòè â PD , àññîöèèðîâàí-

íîé ñ ïðîèçâîëüíîé ïðîåêòèðóåìîé ñâÿçíîñòüþ â Ptr(M
D
n , G) .



98 À.À.ÌÀËÞÃÈÍÀ

Èìååò ìåñòî òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáð Ëè

0 → IgD i−→ gD
p−→ g → 0,

êîòîðàÿ èíäóöèðóåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñîâ

òåíçîðèàëüíûõ ôîðì íà ðàññëîåíèè PD ñî çíà÷åíèÿìè â àë-

ãåáðàõ Ëè

0 → Ωr,1;0
ad (PD, IgD) i−→ Ωr,1;0

ad (PD, gD)
p−→ Ωr,1;0

ad (PD, g) → 0

è ñîîòâåòñòâóþùóþ äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êî-

ãîìîëîãèÿõ

· · · p∗−→ H0,1;0
ad (PD, g)

d̂∗−→ H1,1;0
ad (PD, IgD) i∗−→ H1,1;0

ad (PD, gD)
p∗−→ ·· ·

Ïóñòü Γtr � íåêîòîðàÿ ñâÿçíîñòü â òðàíñâåðñàëüíîì ðàññëîå-

íèè. Èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïî ýòîé ñâÿçíîñòè ìîæåì

ïîñòðîèòü ñâÿçíîñòü Γ â PD ñ D -ëèíåéíîé ôîðìîé ñâÿçíî-

ñòè. Êëàññ a(Γ) ∈ H1,1;0
ad (PD, IgD) , ïîñòðîåííûé ïî ýòîé ñâÿç-

íîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ D -ãëàäêîé
ñâÿçíîñòè, àññîöèèðîâàííîé ñ Γtr . Ïðèâåäåííàÿ âûøå òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â êîãîìîëîãèÿõ ïîçâîëÿåò óêàçàòü íåêîòî-

ðóþ ôîðìó τ ∈ H0,1;0
ad (PD, g) , ñ ïîìîùüþ êîòîðîé êëàññ Àòüè

ñâÿçíîñòè Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: a(Γ) = d̂∗(τ) .

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À
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ÑÂßÇÀÍÍÎÉ Ñ ÏÎÈÑÊÎÌ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

ÏÐÀÂÎÉ ×ÀÑÒÈ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ýëëèïòèêî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà ñ íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Lu ≡ uxx+sign y ·uyy = F (x, y) =

{
f1(x)g1(y), y > 0,

f2(x)g2(y), y < 0,
(1)

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y)| 0 < x < l, −α < y < β} ,
ãäå α, β � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿí-

íûå, g1(y) , g2(y) � çàäàííûå ôóíêöèè.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè D ôóíêöèè u(x, y)

è fi(x) , i = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

u ∈ C1(D) ∩ C2(D− ∪D+), fi(x) ∈ C(0, l) ∩ L2[0, l]; (2)

Lu = F (x, y), (x, y) ∈ D− ∪D+; (3)

u(0, y) = u(l, y) = 0, −α 6 y 6 β; (4)

u(x, β) = φ(x), u(x,−α) = ψ(x) 0 6 x 6 l; (5)

uy(x,−α) = φ1(x), uy(x,−α) = ψ1(x) 0 6 x 6 l, (6)

ãäå φ(x) , ψ(x) , φ1(x) , ψ1(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå

ôóíêöèè, D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0} .
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Òåîðåìà. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2) − (6), òî

îíî åäèíñòâåííî òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè âñåõ k ∈ N âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ

∆αβ(k) = −2g
(s)
2k (−α) chλkβ + 2g

(c)
2k (−α) shλkβ − 2g

(1)
1k (β) ̸= 0,

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 15-31-50018).
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ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÂÈÄÀ

Ïóñòü ÷èñëà α , β ∈ R . Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü B êîíå÷íîé

ïëîñêîñòè W íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

(α, β)∗ , åñëè:

1) 0 ∈ B ,

2) ∂B = ∪n
k=1lk , ò. å. ãðàíèöà îáëàñòè B ñîñòîèò èç êî-

íå÷íîãî ÷èñëà äóã êðèâûõ lk , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðè âûáîðå

ðåãóëÿðíîé âåòâè ïðåîáðàçîâàíèÿ ξ =Wα+iβ , ïåðåõîäèò â äóãó

îêðóæíîñòè èëè ðàäèàëüíûé ëó÷ ñ âåðøèíîé â òî÷êå 0 ,
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3) ëþáàÿ âåðøèíà Ak , êðèâîëèíåéíîãî n -óãîëüíèêà B ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòèæèìîé ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè B (åñëè â íåêî-

òîðîé òî÷êå ïëîñêîñòè W ðàñïîëàãàåòñÿ íåñêîëüêî óãëîâûõ

òî÷åê, òî ñòîëüêî æå áóäåò è âåðøèí).

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ [α, β]∗ ,

åñëè f(z) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) f(z) � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â åäèíè÷íîì êðóãå D è îäíî-

ëèñòíî îòîáðàæàåò D íà îáëàñòü B , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-

âèþ (α, β)∗ ,

2) f(0) = 0 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç παk , âåëè÷èíó âíóòðåííåãî óãëà îáëàñòè

B ïðè âåðøèíå Ak . Åñëè âåðøèíà Ak ëåæèò â áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííîé òî÷êå, òî óãîë ïðè ýòîé âåðøèíå áåðåòñÿ ðàâíûì (ñî

çíàêîì ìèíóñ) óãëó, îáðàçîâàííîìó ïåðåñå÷åíèåì ëó÷åé, ÿâëÿ-

þùèõñÿ îáðàçàìè â ïëîñêîñòè ξ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ lk ,

lk+1 (íà ìíîãîëèñòíîé ïëîñêîñòè ξ ).

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ [α, β]∗,

òî îíà óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ âèäà

{f, z} = −1

2
(α− 1 + iβ)(α− 3 + iβ)

(
f ′(z)

f(z)

)2

+ P (z),

ãäå

P (z) =

n∑
k=1

(
(1− α2

k)

2(z − αk)2
+

Ck

z − ak

)
,

ãäå ÷åðåç {f, z} îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà îòîáðàæåíèÿ

f (ñì., íàïð., [1]).

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÃîëóçèíÃ.Ì. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. � Ì.: Íàóêà, 1966. � 628 ñ.
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ÝÊÑÒÐÀÊÖÈÈ

Ñâåðõêðèòè÷åñêàÿ ôëþèäíàÿ ýêñòðàêöèÿ � îäèí èç òåõíî-

ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçâëå÷åíèÿ öåííûõ ïðèðîäíûõ ñîåäèíå-

íèé èç ðàñòèòåëüíîãî ñûðüÿ. Ïðîöåññ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîêà÷-

êå ñâåðõêðèòè÷åñêîãî ðàñòâîðèòåëÿ ÷åðåç àïïàðàò, ñîäåðæà-

ùèé çåðíèñòûé ñëîé, ñîñòàâëåííûé èç ïîëèäèñïåðñíûõ ÷àñòèö

èçìåëü÷åííûõ ðàñòèòåëüíûõ ñåìÿí.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàñëè÷íûå êóëüòóðû, ÷òî ïðè

íàëè÷èè ïðîäîëüíîé äèñïåðñèè ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ êâà-

çèñòàöèîíàðíûì êîíâåêòèâíûì ïðèáëèæåíèåì òå÷åíèÿ [1]:

∂c

∂z
− δD

∂2c

∂z2
= q[χ, f ].

Çäåñü z � áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü îñè

àïïàðàòà, c � êîíöåíòðàöèÿ öåëåâûõ âåùåñòâ â ïîðîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå çåðíèñòîãî ñëîÿ, δD � áåçðàçìåðíûé êîìïëåêñ, îïðå-

äåëÿþùèé îòíîñèòåëüíîå âëèÿíèå íà òåìïû ýêñòðàêöèè êîí-

âåêòèâíîãî ïåðåíîñà ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñïåðñèîííûì, à ñâîáîä-

íûé ÷ëåí q â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò èíòåíñèâíîñòü

ìàññîîòäà÷è èç ÷àñòèö ñëîÿ è çàâèñèò îò âûáîðà ñîîòâåòñòâó-

þùåé ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëè ìàññîïåðåíîñà âíóòðè èíäè-

âèäóàëüíîé ÷àñòèöû, à òàêæå îò ñïîñîáà óïàêîâêè χ ïîëèäèñ-

ïåðñíûõ ÷àñòèö â àïïàðàò (f � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè îáúåìíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö).
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Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå íà îñíîâå èçâåñòíûõ êîððåëÿ-

öèé [2, 3] äëÿ êîýôôèöèåíòà äèñïåðñèè îïðåäåëåíû õàðàêòåð-

íûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî êîìïëåêñà δD ïðè òèïè÷íûõ ðå-

æèìàõ ýêñïëóàòàöèè óñòàíîâêè, â ïðèáëèæåíèè ìîäåëè ñóæà-

þùåãîñÿ ÿäðà [1] èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñïîñîáà óïàêîâêè ÷àñòèö

â àïïàðàò íà äèíàìèêó âûõîäà èç àïïàðàòà öåëåâûõ ñîåäèíå-

íèé [4]. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì

äèàïàçîíå ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè ãëàâíûì ôàêòîðîì, îïðåäå-

ëÿþùèì êèíåòèêó ýêñòðàêöèè íà ìàêðîóðîâíå, ÿâëÿåòñÿ êîí-

âåêòèâíûé ìàññîïåðåíîñ â ïîðàõ çåðíèñòîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì

â ñëó÷àå ïîëèäèñïåðñíîãî çåðíèñòîãî ñëîÿ ñïîñîá óïàêîâêè χ

÷àñòèö â àïïàðàò îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì [4].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî

Ôîíäà Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé è Ðåñïóáëèêè Òàòàð-

ñòàí, ãðàíò � 15-41-02542 ð_ïîâîëæüå_à.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À
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ÑÂÎÉÑÒÂ ÏÀÊÅÒÎÂ ÏËÅÒÅÍÛÕ ÑÅÒÎÊ

Ìåòîäèêè èñïûòàíèé è îáðàçöû. Ïàêåòû èç ìåòàë-

ëè÷åñêèõ ïëåòåíûõ ñåòîê ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûì äåìïôè-

ðóþùèì ýëåìåíòîì ñ òî÷êè çðåíèÿ çàùèòû êîíñòðóêöèé îò

óäàðíûõ è âçðûâíûõ âîçäåéñòâèé. Ïî ñâîåìó êîíñòðóêòèâíîìó

ñòðîåíèþ ïàêåòû ñåòîê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåìåíò, èìåþùèé

ðàçëè÷íûå äåôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà â íàïðàâëåíèÿõ íîðìàëè

ê ñëîÿì è â íàïðàâëåíèÿõ íèòåé. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäî-

âàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîâîäèëèñü â ñèñòåìå ðàçðåçíî-

ãî ñòåðæíÿ Ãîïêèíñîíà [1]. Èñïûòûâàëèñü îáðàçöû ñîñòîÿùèå

èç 10 è 20 ñëîåâ. Äëÿ èñïûòàíèÿ ñáîðêè â óñëîâèÿõ óäàðíîãî

ðàñòÿæåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ àíàëîã ñõåìû Íèêîëàñà, ïðåäñòàâ-

ëÿþùåé èç ñåáÿ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà Êîëüñêîãî [1]. Ñõåìà ýêñ-

ïåðèìåíòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Îòðàæàÿñü îò ñâîáîäíîãî òîð-

öà ñòåðæíÿ 1, èìïóëüñ ìåíÿåò çíàê è ïðåâðàùàåòñÿ â èìïóëüñ

ðàñòÿæåíèÿ, êîòîðûé äâèæåòñÿ â ñòîðîíó îáðàçöà è íàãðóæàåò

åãî. Ðåãèñòðàöèÿ äåôîðìàöèè â òåíçîäàò÷èêàõ 2 ïîçâîëÿåò ïî

ôîðìóëàì, îïèñàííûì âûøå, ðàññ÷èòàòü äåôîðìàöèþ îáðàçöà

è ñèëó, êîòîðàÿ äåéñòâîâàëà íà îáðàçåö â ïðîöåññå íàãðóæå-

íèÿ. Èñïîëüçîâàííàÿ â ýêñïåðèìåíòàõ óñòàíîâêà ñîñòîÿëà èç

äþðàëåâûõ ìåðíûõ ñòåðæíåé äèàìåòðîì 30 ìì.
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Ðèñ. 1

Ðåçóëüòàòû äèíàìè÷åñêèõ èñïûòàíèé íà ñæàòèå. Ñêî-

ðîñòü äåôîðìàöèè èçìåíÿëàñü â ïðåäåëàõ

V = 1500− 3500 c−1.

Íàãðóæåíèå ïðîâîäèëîñü ñòàëüíûì óäàðíèêîì äëèíîé 300 ìì.

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü óäàðíèêà äëÿ êàæäîãî èñïûòàíèÿ ôèê-

ñèðîâàëàñü. Äåôîðìèðîâàíèå îáðàçöà ïðîõîäèëî â íåñêîëüêî

öèêëîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì âîëí ñæàòèÿ è ðàñòÿ-

æåíèÿ â ñòåðæíÿõ. Íà ðèñ. 2 ñëåâà ïîêàçàíû äèàãðàììû äå-

ôîðìèðîâàíèÿ, âêëþ÷àþùèå ó÷àñòêè àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ è

ðàçãðóçêè. Äåôîðìèðîâàíèå íîñèò ÿðêî âûðàæåííûé íåëèíåé-

íûé õàðàêòåð. Ðàçãðóçêè áëèçêè ê ïðÿìûì ëèíèÿì. Ðàçãðóçî÷-

íûé ìîäóëü äëÿ ïðîâåäåííûõ èñïûòàíèé

19 ∗ 103 < Er < 26 ∗ 103MPa.

Êðèâûå äåôîðìèðîâàíèÿ ñëàáî çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà ñëîåâ.

Ïîëó÷åííûå äèíàìè÷åñêèå êðèâûå â ñðàâíåíèè ñî ñòàòè÷åñêè-

ìè èñïûòàíèÿìè [2] ðàñïîëàãàþòñÿ çíà÷èòåëüíî âûøå, ò. å. íà-

áëþäàåòñÿ âûñîêàÿ çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèíàìè÷åñêèõ èñïûòàíèé ïðåäâàðè-

òåëüíî îáæàòûõ îáðàçöîâ íà ðàñòÿæåíèå. Íà ðèñ. 2 ñïðà-

âà ïîêàçàíû óñðåäíåííûå ïî íåñêîëüêèì îïûòàì äèàãðàììû íà

ðàñòÿæåíèå ïðè ðàçëè÷íûõ íàïðÿæåíèÿõ ïðåäâàðèòåëüíîãî îá-

æàòèÿ. Êðèâûå èìåþò îáîçíà÷åíèÿ 1 � 4 ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ
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îáæàòèÿõ = 37.5, 100, 150, 200 ÌÏà. Âëèÿíèå ïðåäâàðèòåëü-

íîãî îáæàòèÿ íåçíà÷èòåëüíî, äèíàìè÷åñêèå êðèâûå ëåæàò â

èíòåðâàëå ñ ó÷åòîì ðàçáðîñà ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ñòàòè÷åñêîì

ðàñòÿæåíèè [2] âëèÿíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî îáæàòèÿ áîëåå çíà-

÷èòåëüíî.

Ðèñ. 2

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 13-08-00219à, 14-08-00197à). Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü

çà ïîìîùü â ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ Êîíñòàíòèíîâó À.Þ.

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À
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òÿæåíèè // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè ïëàñòè÷íîñòè. � 2014. �
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ÒÅÎÐÅÌÛ ÔÅÐÌÀ

Âñå êîëüöà ïðåäïîëàãàþòñÿ àññîöèàòèâíûìè è ñ åäèíèöåé.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ íèëü-÷èñòûì, åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóììîé íèëüïîòåíòíîãî ýëåìåíòà è èäåìïîòåíòà. Ýëå-

ìåíò e èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ k -ïîòåíòíûì, åñëè âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî ek = e. Â ðàáîòå [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

êàæäîãî n ∈ N êîëüöî ìàòðèö Mn(F2) ÿâëÿåòñÿ íèëü-÷èñòûì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ýòîãî ôàêòà íà

ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü q � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà è Fq � êî-

íå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíî-

ãî ÷èñëà n âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðà (n × n)

ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû q -ïîòåíòíîé ìàòðèöû è íèëüïî-

òåíòíîé ìàòðèöû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è I �

ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R . Åñëè | R/I |< ∞, òî èìååò

ìåñòî ñðàâíåíèå

tr(A|R/I|) ≡ (trA)|R/I|( mod I).

.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî óñòàíîâëåíî Â. È. Àðíîëü-

äîì â ðàáîòå [2].

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ âñÿêîé öåëî÷èñëåííîé êâàäðàòíîé ìàò-

ðèöû èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ p : tr(Ap) ≡ (trA)p .
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Ë.Þ.Íèçàìèåâà, Ì.À.Øóðûãèíà

ÊÍÈÒÓ-ÊÀÈ

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÅÏÎÄÀÂÀÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

ÑÒÓÄÅÍÒÀÌ ÍÅÏÐÎÔÈËÜÍÛÕ

ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÑÒÅÉ

Ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí ñòóäåíòàì íåïðî-

ôèëüíûõ ñïåöèàëüíîñòåé íàïðàâëåíî íà ôîðìèðîâàíèå èõ

îáùåêóëüòóðíûõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé. Óðîâåíü

ïîäãîòîâëåííîñòè âûïóñêíèêà ê ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíî-

ñòè, îáóñëîâëåííûé ãëóáîêèìè ôóíäàìåíòàëüíûìè çíàíèÿìè

è ïðîôåññèîíàëüíûìè íàâûêàìè, îïðåäåëÿåò åãî ïðîôåññèî-

íàëüíóþ êîìïåòåíòíîñòü, ñîñòàâíîé ÷àñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ïðîôåññèîíàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîìïåòåíòíîñòü. Îáó÷åíèå

ìàòåìàòèêå ñòóäåíòîâ íåïðîôèëüíûõ ñïåöèàëüíîñòåé èññëåäó-

åòñÿ â ðàçëè÷íûõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ðàáîòàõ, â ÷à-

ñòè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ôîðìèðîâà-

íèþ ïðîôåññèîíàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîìïåòåíòíîñòè. Íî â

áîëüøèíñòâå ðàáîò íåäîñòàòî÷íî îòðàæàåòñÿ òî, ÷òî ïðîôåñ-

ñèîíàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîìïåòåíòíîñòü, êàê è ïðîôåññè-

îíàëüíàÿ êîìïåòåíòíîñòü â öåëîì, ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
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êîíêðåòíîãî ñïåöèàëèñòà. Ïîýòîìó åå ôîðìèðîâàíèå òðåáóåò

ó÷åòà èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé îáó÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè,

èíäèâèäóàëüíûõ ðàçëè÷èé ïðîòåêàíèÿ ïîçíàâàòåëüíûõ ïðî-

öåññîâ îáó÷àþùèõñÿ, âëèÿþùèõ íà óñâîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî

çíàíèÿ.

Ïîëó÷èâøèå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ øèðîêîå ðàñïðîñòðà-

íåíèå ìóëüòèìåäèéíûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü èí-

äèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè ïðîòåêàíèÿ ïîçíàâàòåëüíûõ ïðî-

öåññîâ ñòóäåíòîâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå. Èñïîëüçîâà-

íèå ìóëüòèìåäèéíûõ òåõíîëîãèé ïðåäîñòàâëÿåò êàæäîìó îáó-

÷àþùåìóñÿ íàèáîëåå îïòèìàëüíûé äëÿ íåãî ñïîñîá âîñïðèÿ-

òèÿ è óñâîåíèÿ èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà çà ñ÷åò: ñàìîñòîÿòåëüíî-

ãî âûáîðà îáó÷àþùèìñÿ èíäèâèäóàëüíîé òðàåêòîðèè ðàáîòû ñ

ó÷åáíûì ìàòåðèàëîì; èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ âèäîâ ïðåäñòàâëåíèÿ

èíôîðìàöèè, âîçäåéñòâóþùèõ íà ðàçíûå ñåíñîðíûå êàíàëû;

èíòåðàêòèâíîãî ðåæèìà, ñîäåðæàùåãî íå òîëüêî ñòàòè÷åñêóþ,

íî è äèíàìè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäúÿâëåíèÿ ó÷åáíî-

ãî ìàòåðèàëà.

Èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèìåäèéíûõ òåõíîëîãèé è ó÷åò èíäè-

âèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ïðîòåêàíèÿ ïîçíàâàòåëüíûõ ïðîöåñ-

ñîâ ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå ñïîñîáñòâóþò ïîâûøåíèþ óðîâ-

íÿ ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíà-

íèé, óìåíèé è íàâûêîâ; ñîâåðøåíñòâîâàíèþ óìåíèé ñàìîðå-

ãóëÿöèè ó÷åáíîé äåÿòåëüíîñòè, ïîâûøåíèþ óðîâíÿ ìîòèâàöèè

èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè; ôîðìèðîâàíèþ ïðîôåññèîíàëüíîé ìàòå-

ìàòè÷åñêîé êîìïåòåíòíîñòè. Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèé ìóëüòè-

ìåäèà ñ ó÷åòîì èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ïðîòåêàíèÿ ïî-

çíàâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå ïðåä-

ïîëàãàåò ñëåäóþùåå:

- ðàçðàáîòêà è ïðåäñòàâëåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è
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ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷ è çàäàíèé â âàðèà-

òèâíîé ôîðìå;

- ñòðóêòóðèðîâàíèå ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì èíäèâèäóàëüíûõ

îñîáåííîñòåé ïîçíàâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ

äèàãíîñòèêè, ïðåäóñìàòðèâàþùåå ðàçëè÷íûé ïîðÿäîê èçëîæå-

íèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà äëÿ îáó÷àþùèõñÿ è ó÷èòûâàþùåå èí-

äèâèäóàëüíûå îñîáåííîñòè ïîçíàâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ;

- òåõíè÷åñêîå îñíàùåíèå ëåêöèîííîé àóäèòîðèè ìóëüòèìå-

äèéíûìè ñðåäñòâàìè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè;

- îáåñïå÷åíèå îáó÷àþùèõñÿ ýëåêòðîííûìè íîñèòåëÿìè èí-

ôîðìàöèè, ïîçâîëÿþùèìè îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ îáó÷åíèÿ

ìàòåìàòèêå.

Âàæíû ïîäãîòîâëåííîñòü è æåëàíèå ïðåïîäàâàòåëåé ó÷è-

òûâàòü èíäèâèäóàëüíûå ïñèõîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè îáó÷àþ-

ùèõñÿ, ôîðìèðîâàíèå èõ ãîòîâíîñòè ê èñïîëüçîâàíèþ íîâåé-

øèõ äîñòèæåíèé, íàó÷íûõ ðàçðàáîòîê è ïåðåäîâûõ òåõíîëî-

ãèé. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ó÷åò èíäèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ïî-

çíàâàòåëüíûõ ïðîöåññîâ ñòóäåíòîâ � îäèí èç âàæíåéøèõ êîì-

ïîíåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè, îáåñïå÷èâàþùèé ðàçâè-

òèå ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíòíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ïðîôåññè-

îíàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé êîìïåòåíòíîñòè.
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ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ êîíôîðì-

íûõ ìîäóëåé ÷åòûðåõñòðîííèêîâ è äâóñâÿçíûõ îáëàñòåé, îãðà-

íè÷åííûõ ïîëèãîíàìè (ñì., íàïð., [1]). Â [1], â ÷àñòíîñòè, ïî-

ëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîäóëÿ äâóñâÿçíîé îáëàñòè,

ÿâëÿþùåéñÿ ðàçíîñòüþ äâóõ ãîìîòåòè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ èç [2] ìû ïîëó÷àåì

äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî ìîäóëÿ.

Ïóñòü Ω � äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ðàçíî-

ñòè Ω = ([−α, α]× [−β, β]) \ ([−a, a]× [−b, b]) , ãäå α > a > 0 ,

β > b > 0 , α/a = β/b . Îñè êîîðäèíàò äåëÿò Ω íà ÷åòûðå

÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà èç òðåõ ðàâíûõ îäèíàêî-

âûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1 ÷åòûðåõñòîðîííèê,

ÿâëÿþùèéñÿ ÷àñòüþ Ω , ëåæàùåé â ïåðâîé ÷åòâåðòè, ïðè÷åì

¾âåðòèêàëüíûìè¿ ñòîðîíàìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè ãðàíèöû, ëåæà-

ùèå íà îñÿõ êîîðäèíàò. Â ñèëó ïðèíöèïà ñèììåòðèè ìîäóëü

Ω â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê ýêñòðåìàëüíîé

äëèíå LΩ1 ñåìåéñòâà êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ¾âåðòèêàëüíûå¿

ñòîðîíû Ω1 .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ LΩ1 îòîáðàçèì êîíôîðìíî ëþáîé èç òðåõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ, åå ñîñòàâëÿþùèõ, íà âåðõíþþ ïîëóïëîñ-

êîñòü. Ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè ýòî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåò-

ñÿ äî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè Ω1 íà ðèìàíîâó ïî-
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âåðõíîñòü, ãðàíèöà êîòîðîé ëåæèò íàä äåéñòâèòåëüíîé îñüþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíîé êîìïàêòíîé ðèìàíî-

âîé ïîâåðõíîñòè ðîäà íóëü, êîòîðàÿ óíèôîðìèçèðóåòñÿ ðàöè-

îíàëüíîé ôóíêöèåé. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ìû ìî-

æåì íàéòè LΩ1 , à ñëåäîâàòåëüíî, è ìîäóëü Ω . Ñôîðìóëèðóåì

ïîëó÷åííûé íàìè ðåçóëüòàò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(k) ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðî-

äà. Ïóñòü

ν =
(1 + k)2

4k
,

ãäå ïàðàìåòð k îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

K(k′)

K(k)
=

2b

a
, k′ =

√
1− k2.

Ââåäåì âåëè÷èíû

φ =
1

3
arccos

1√
ν
, u1 = −3

√
ν cosφ, u2 = −3

√
ν cos

(
φ− 2π

3

)
,

γ =
u2 + 3

u2 − u1
(1− u1) − 2 , s =

1

2
(γ −

√
γ2 − 4).

Òåîðåìà. Ìîäóëü äâóñâÿçíîé îáëàñòè Ω ðàâåí

MΩ = (4LΩ1)
−1, ãäå LΩ1 =

2K(s)

K(s′)
, s′ =

√
1− s2.
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Âîçíèêíîâåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè ñâÿçûâàþò ñ êîí-

âåêöèîííûìè òîêàìè â æèäêîì ÿäðå, êîòîðûå íåâîçìîæíû áåç

ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè [1]. Â äàííîé ðàáîòå ðå-

øàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè æèäêîñòè ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ

ñôåðàìè, ïðè÷åì öåíòð ñèììåòðèè âíóòðåííåé ñôåðû ñäâèíóò

îòíîñèòåëüíî öåíòðà âíåøíåé íà ìàëîå ðàññòîÿíèå, ìåäëåííî

ìåíÿþùååñÿ ñî âðåìåíåì. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îòâå÷àåò

ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì î âíóòðåííåì ñòðîåíèè Çåìëè.

Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî òâåðäîå ÿäðî èñïûòûâàåò ñìåùå-

íèå íà ðàññòîÿíèå 5�15 êì îòíîñèòåëüíî ãåîöåíòðà âñëåäñòâèå

ïðèòÿæåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé íà ãðàíèöå ÿäðî-ìàíòèÿ. Ïðåä-

ëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàäèàëüíîå òå÷åíèå, ñ

íàëè÷èåì êîòîðîãî ñâÿçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé âÿç-

êîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïðîñòðàíñòâî ìåæäó äâóìÿ âðà-

ùàþùèìèñÿ ñôåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Âíóòðåííÿÿ ñôåðà

ðàäèóñà r1 ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óã-

ëîâîé ñêîðîñòüþ ω1 îòíîñèòåëüíî îñè O1z1 ñèñòåìû O1x1y1z1 ,

à âíåøíÿÿ ñôåðà ðàäèóñà r2 ñ öåíòðîì â òî÷êå O2 � ñ ïîñòî-

ÿííîé ñêîðîñòüþ ω2 îòíîñèòåëüíî O2z2 íåïîäâèæíîé ñèñòåìû
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O2x2y2z2 . Îñè âðàùåíèÿ O1z1 è O2z2 óäàëåíû äðóã îò äðóãà

íà ìàëîå ðàññòîÿíèå δx = δx0 + δx1e
iΩt (δx0, δx1 ≪ 1) , ìåäëåí-

íî ìåíÿþùååñÿ ñî âðåìåíåì (Ω ≪ 1) , à îñè O1x1 è O2x2 - íà

ìàëîå ðàññòîÿíèå δz (δz ≪ 1) òàêèì îáðàçîì, ÷òî öåíòð O1 â

ñèñòåìå O2x2y2z2 èìååò êîîðäèíàòû O1(δx, 0, δz) (ðèñ. 1).

Â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà

ω1r
2
1

ν
≪ 1,

ω2r
2
2

ν
≪ 1,

ãäå ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, óðàâíåíèå Íàâüå-

Ñòîêñà óïðîùàåòñÿ. Íåëèíåéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû èíåðöèè

| (v⃗,▽)v⃗ |≪ 1 ìîæåì íå ïðèíèìàòü â ðàñ÷åò, ñ÷èòàÿ òå÷åíèå

ëàìèíàðíûì. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè èìååò âèä:

∂v⃗

∂t
= −▽p

ρ
+ ν △ v⃗, (1)

ãäå p � äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè.

Ðèñ. 1. Ìîäåëü òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ

ñôåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè.
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Ïðèìåíèâ ê (1) îïåðàöèþ rot , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

∂ rot v⃗

∂t
= rot △ v⃗. (2)

Ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

íåðàçðûâíîñòè:

div v⃗ = 0. (3)

è óñëîâèÿì ïðèëèïàíèÿ ê îãðàíè÷èâàþùèì åå ïîâåðõíîñòÿì.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2), (3) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò øàðîâûõ âåêòîðîâ [3].

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ìî-

äåëü äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ â ñëó÷àå

ñìåùåíèÿ âíóòðåííåé îãðàíè÷èâàþùåé ïîâåðõíîñòè îòíîñè-

òåëüíî âíåøíåé â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñÿì âðà-

ùåíèÿ òåë.

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøåíà â ïðåäïîëîæåíèè ëàìèíàðíîãî òå÷å-

íèÿ æèäêîñòè. Îöåíêà ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ïî ñðåäíåé âÿçêîñòè

æèäêîãî ÿäðà è óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òâåðäîãî ÿäðà îò-

íîñèòåëüíî ìàíòèè õàðàêòåðèçóåò ðåæèì äâèæåíèÿ æèäêîñòè

êàê ïðîìåæóòî÷íûé ìåæäó ëàìèíàðíûì è òóðáóëåíòíûì [4].

Òåì íå ìåíåå, ýòî íå èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü îáíàðóæåííûõ

îñîáåííîñòåé òå÷åíèÿ â æèäêîì ÿäðå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 15-01-08326).
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ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ ÃÎÒÎÂÍÎÑÒÈ ÇÈÏ

ÄËß ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÂÅÉÁÓËËÀ

ÏÐÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎÏÎËÍÅÍÈÈ

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè K êîìïëåêòà ÇÈÏ

ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïîïîëíåíèè (ñì. [1], ï. 1.4.1) äëÿ íàðàáîò-

êè íà îòêàç ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðè çàäàííûõ

ïåðèîäå ïîïîëíåíèÿ T , êîëè÷åñòâå çàï÷àñòåé â ÇÈÏ L , è ïà-

ðàìåòðå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ λ ïðîèçâîäèòñÿ ïî

èçâåñòíîé ôîðìóëå (1.7) [1]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åí ìåòîä

âû÷èñëåíèÿ K ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïîïîëíåíèè äëÿ íàðàáîòêè

íà îòêàç ñ ðàñïðåäåëåíèåì Âåéáóëëà G(t) = 1 − exp{−(t/θ)c}
ïðè çàäàííûõ T , L , è ïàðàìåòðàõ ðàñïðåäåëåíèÿ c è θ .

Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçëîæåíèè Óàéòà (ñì. [2], [3],

ï. 4.4.2.1). Èç (4.27b) [3] ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé

ðàáîòû, ò. å. âåðîÿòíîñòü íå áîëåå ÷åì L îòêàçîâ â òå÷åíèå

âðåìåíè t (ñì. [1], ï. 1.4.1), ðàâíà P (Nt 6 L) = 1 − FL+1(t)

(çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èç [3], ï. 4.4.2.1). Ââè-
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äó (4.44a)�(4.44e) [3] âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû

P (t;L) = 1−
∞∑

j=L+1

(−1)j+L+1aL+1(j)

j!

(
t

θ

)cj

, (1)

ãäå a1(j) ≡ 1 ∀j , an+1(j) =
∑j−1

i=n an(i)γ(i, j) ,

γ(i, j) =
Γ(1 + ic)Γ[c(j − i) + 1]j!

Γ(1 + jc)i!(j − i)!
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (1.5) [1] ê âûðàæåíèþ (1), ïîëó÷àåì ôîð-

ìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ K ïðè çàäàííûõ T , L , c è θ :

K(T ;L) = 1−
∞∑

j=L+1

(−1)j+L+1 aL+1(j)

j!(cj + 1)

(
T

θ

)cj

. (2)

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé K ïî ôîð-

ìóëå (2) (÷åòâåðòûé ñòîëáåö) è ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ (ïÿòûé ñòîëáåö) ïðè T = 1 è ðàçëè÷íûõ c , θ

è L . Äëÿ c = 1 òàêæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ K , ïîëó÷åííûå

ïî ôîðìóëå (1.7) [1] ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé

(øåñòîé ñòîáåö). Çíà÷åíèå ðÿäà (2) âû÷èñëÿåòñÿ êàê êîíå÷íàÿ

ñóììà âïëîòü äî íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà N = 100 .

Òàáë. 1

c θ L KW KMC Ktest

0.8 0.04 6 0.318 0.316 �

0.9 0.07 7 0.581 0.579 �

1.0 0.05 5 0.301 0.299 0.300

1.0 0.20 3 0.713 0.713 0.713

1.1 0.10 8 0.813 0.812 �

1.2 0.15 5 0.787 0.790 �
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ÏÎËÓÊÎËÅÖ Ñ ÍÅÊÎÌÌÓÒÀÒÈÂÍÛÌ

ÑËÎÆÅÍÈÅÌ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì öèêëè÷åñêèõ

ïîëóêîëåö ñ íåêîììóòàòèâíûì ñëîæåíèåì, ïðèâåäåíû â ðàáî-

òå [1]. Ïóñòü S = (a) � öèêëè÷åñêîå ïîëóêîëüöî (ñ íåêîììóòà-

òèâíûì ñëîæåíèåì) òèïà (k, n) . Ìíîæåñòâî C � åãî öèêë.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâà âèäà As = {as, . . . , ak, . . .
. . . , ak+n−1} , ãäå s 6 k , öèêëè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà S = (a)

òèïà (k, n) è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè â S . Â ÷àñò-

íîñòè, ïðè s = k ìíîæåñòâî As = Ak = C è îíî ÿâëÿåòñÿ

íàèìåíüøèì èäåàëîì â S .

Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâà S = A0 ⊃ A1 ⊃ . . . ⊃ Ak−1 ⊃
⊃ Ak = C � öåïü èäåàëîâ öèêëè÷åñêîãî ïîëóêîëüöà S = (a)

òèïà (k, n) .
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Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû öèê-

ëè÷íà; è ïîðÿäîê ëþáîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèò

å¼ ïîðÿäîê. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà (cd) öèêëè÷åñêîé

ãðóïïû C = (c) ïîðÿäêà n îáðàçóåò êëàññ íåêîòîðîé êîíãðó-

ýíöèè ρ :

crρcr1 ⇐⇒ r − r1 ≡ 0 (mod d), (1)

ãäå d � äåëèòåëü n .

Îáîçíà÷èì êîíãðóýíöèþ íà êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå,

çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé (1), ÷åðåç ρd .

Ëåììà 1. Êîíãðóýíöèÿ, çàäàííàÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïå êîíå÷íîãî öèêëè÷åñêîãî ïîëóïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëü-

öåâîé êîíãðóýíöèåé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà t è d , òàêèå, ÷òî 0 6 t 6
k , d � äåëèòåëü ÷èñëà n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(t, d) � îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííîå íà êîíå÷íîì öèêëè÷åñêîì ïî-

ëóêîëüöå S = (a) òèïà (k, n) è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì:

1. arρ(t, d)as ⇔ ((r < t, s < t) èëè (r > t, s > t)) ;

2. åñëè r < t è s < t , òî (arρ(t, d)as ⇔ r = s) ;

3. åñëè r > t è s > t , òî (arρ(t, d)as ⇔ r − s ≡ 0 (mod d)) .

Òî åñòü �äî� ýëåìåíòà at îòíîøåíèå ρ(t, d) ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-

íèåì ðàâåíñòâà, à �íà÷èíàÿ� ñ ýëåìåíòà at � îòíîøåíèå ρ(t, d)

óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå (1).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè d = n è ëþáîì t âñå êëàññû êîíãðóýíöèè

ρ(t, d) îäíîýëåìåíòíûå.

Òåîðåìà 2. Îòíîøåíèå ρ(t, d) è òîëüêî îíî íà êîíå÷íîì

öèêëè÷åñêîì ïîëóêîëüöå ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé.
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Ñëåäñòâèå 2. Êîëè÷åñòâî êîíãðóýíöèé íà êîíå÷íîì öèê-

ëè÷åñêîì ïîëóêîëüöå òèïà (k, n) ðàâíî (k + 1)σ0(n) , ãäå

σ0(n) � ÷èñëî äåëèòåëåé n .
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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ

ÊÐÈÏÒÎÑÈÑÒÅÌÛ RSA

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîñòðîåíèè,

îáîñíîâàíèè è àíàëèçå èçâåñòíîé êðèïòîñèñòåìû RSA , îòíî-

ñèòñÿ, â îñíîâíîì, ê òåîðèè ÷èñåë. Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

áîëåå àäåêâàòíûì àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ êîììóòàòèâíûõ

äåäåêèíäîâûõ êîëåö. Ïðåäëîæåííûé â [1] ïîäõîä ïîçâîëÿåò

ñ÷èòàòü ïåðâîíà÷àëüíûé àëãîðèòì RSA âåñüìà ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì ñðåäè îáøèðíîãî êëàññà ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ. Èññëåäî-

âàíèÿ, íà÷àòûå â [1], áûëè ïðîäîëæåíû â [2] è [3]. Â íàøåì

äîêëàäå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ êîììóòàòèâíîñòè è äåäå-

êèíäîâîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíû. Êëàññ êîëåö, àññî-

öèèðîâàííûõ ñ åäèíèöåé, ñðåäè êîòîðîãî ìîæíî èñêàòü êîëüöà,

ïîäõîäÿùèå äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìîäåðíèçèðîâàííî-

ãî RSA, � ýòî êîëüöà ñ êîììóòèðóþùèìè èäåàëàìè èëè CI -

êîëüöà, ââåäåííûå â [4]. Ñóòü øèôðîâàíèÿ ïî ìåòîäó RSA â

îáùåì àëãåáðàè÷åñêîì âèäå òàêîâà. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà
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R , òàêîé ÷òî U(R/I) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà îïðåäåëåí àíà-

ëîã ôóíêöèè Ýéëåðà φ(I) = |U(R/I)|. Ïóñòü e ∈ N òàêîâî, ÷òî

ÍÎÄ(e, φ(I)) = 1, è ïóñòü d ∈ N òàêîâî, ÷òî ed = 1+φ(I)t. Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî I åñòü RSA -èäåàë, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ R

âûïîëíÿåòñÿ xs ≡ x (mod I) äëÿ s = ed. Äëÿ RSA -èäåàëà

ìîæíî îïðåäåëèòü øèôðîâàíèå m ∈ R ïî ôîðìóëå c = me

(mod I) è äåøèôðîâàíèå m = cd (mod I). Ïðè ýòîì m, c ∈W,

ãäå W � ïîäõîäÿùàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ I.

Òåîðåìà. Ïóñòü R åñòü CI -êîëüöî. Èäåàë I ÿâëÿåòñÿ

RSA-èäåàëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I = M1M2 . . .Mr,

ãäå Mj � ìàêñèìàëüíûé èäåàë äëÿ êàæäîãî j.

Ñëåäñòâèå. Åñëè I åñòü RSA-èäåàë, òî ÷èñëà e è d ñ

óñëîâèåì ed = 1 + φ(I)t ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ñðåäñòâ ñóáñèäèè, âûäåëåííîé

ÊÔÓ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî çà-

äàíèÿ â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (ïðîåêò � 1.2045.2014).
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êîíô. �Àëãåáðà è ìàòåì. ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèë.� (ã. Êàçàíü, 2�

6 èþíÿ 2014) è ñîïóòñòâ. ìîëîä. ëåòíåé øêîëû �Âû÷èñëèìîñòü

è âû÷èñë. ñòðóêòóðû�. � Êàçàíü, 2014. � Ñ. 148�149.

2. ÏåòóõîâàÊ.À.Îá àíàëîãå ôóíêöèè Ýéëåðà äëÿ èäåàëîâ

äåäåêèíäîâûõ êîëåö // Òð. Ìàòåì. öåíòðà èì. Í. È. Ëîáà÷åâ-

ñêîãî: Ìàòåð. Òðèíàäöàòîé ìîëîäåæíîé øê.-êîíô. �Ëîáà÷åâ-

ñêèå ÷òåíèÿ�. � Êàçàíü, 2014. � Ò. 50 � Ñ. 148�149.

3. ÏåòóõîâàÊ.À.Ðàçëîæèìîñòü â ïðîèçâåäåíèå èäåàëîâ â
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÊÎÍÔÎÐÌÍÎÃÎ ÌÎÄÓËß

ÐÀÑÒßÍÓÒÎÃÎ N -ÒÅÒÐÀÌÈÍÎ

Ïóñòü H > 0 � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ðàñ-

ñìîòðèì îáëàñòü PH , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ïðÿìîóãîëüíèêà

[0, 3H]× [0, 2] âûáðàñûâàíèåì ïðÿìîóãîëüíèêîâ [0,H]× [0, 1] è

[2H, 3H] × [1, 2] . Ïðè H = 1 ïîëó÷àåì ôèãóðó, ñîñòàâëåííóþ

èç ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, òàê íàçûâàåìîå N -òåòðàìèíî. Îáëàñòü

PH ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî òåòðàìèíî ðàñòÿæåíèåì â H ðàç â íà-

ïðàâëåíèè îñè àáñöèññ. Ïóñòü A0 = 1 + i , A1 = H , M = 2H ,

A2 = 3H , A3 = 3H + i , A4 = 2H + i , A5 = 2H + 2i , N = H +

+ 2i , A6 = 2i , A2 = i . Ðàññìîòðèì PH êàê ÷åòûðåõñòîðîííèê

ñ îòìå÷åííûìè âåðøèíàìè A1 , A2 , A6 , A7 . Èíòåðåñíûìè ÿâ-

ëÿþòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìîäóëÿ ýòîãî ÷åòûðåõñòîðîííèêà è

ñâÿçàííàÿ ñ íåé çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êîíôîðìíîãî îòîðàæåíèÿ

PH íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.

Äëÿ èõ ðåøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäèêó, ïðåäëî-

æåííóþ â [1]. Ñíà÷àëà îòîáðàçèì êîíôîðìíî ïðÿìîóãîëüíèê

A0A4A5N íà íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû âåðøèíû A0 ,

A4 , A5 è N ïåðåøëè â òî÷êè 0 , ∞ , m > 1 è 1 . Ïî ïðèíöèïó

ñèììåòðèè ýòî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ PH

íà äâóëèñòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ïîëîâèíîé
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îäíîñâÿçíîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåõðíîñòè, êîòîðàÿ óíè-

ôîðìèçèðóåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé

ω(ζ) = c
ζ3(ζ − α3)

(ζ − 1)3
. (1)

Çäåñü ïàðàìåòðû c è α3 çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ H . Ïîñëå îïðå-

äåëåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ íàõîäèòñÿ èñêîìîå êîíôîðìíîå îòîá-

ðàæåíèå è ìîäóëü ÷åòûðåõñòîðîííèêà PH .

Ïðèâåäåì àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîäóëÿ òåòðàìèíî

PH . Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî m = (k + 1)2/(4k), ãäå k îïðå-

äåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ K(k)/K(k′) = 2/H (çäåñü K(k) �

ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, k′ =
√
1− k2 ).

Íàéäåì µ êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ (1−
√
m)µ3 + (9

√
m− 3)µ2 −

− 24
√
mµ2 +16

√
m = 0, ëåæàùèé íà (0, 1) . Òîãäà ìîæíî îïðå-

äåëèòü ïàðàìåòðû â (1):

α3 = (4µ− µ2)/3, c =
m(µ− 1)3

µ3(µ− α3)
.

Äàëåå íàéäåì α1 è α2 êàê êîðíè óðàâíåíèÿ cx
4− (cα3+1)x3+

+ 3x2 − 3x + 1 = 0, ëåæàùèå íà (0, µ) è (µ, 1) , à α5 è α6 �

êàê êîðíè óðàâíåíèÿ cx4 − (cα3 +m)x3 +3mx2 − 3mx+m = 0,

ëåæàùèå íà (0, ν) è (ν,+∞). Çäåñü ν = 4− µ .

Ïóñòü λ < 1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ

(α1 − α2)λ
2 + 2(2α6 − α1 − α2)λ+ α1 − α2 = 0.

Òîãäà Mod(PH) = K(λ)/K(λ′) , λ′ =
√
1− λ2 .

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè PH íà âåðõ-

íþþ ïîëóïëîñêîñòü òî÷êè αk ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì Ak , à

òî÷êè µ è ν � òî÷êàì M è N .

Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû, ïîäòâåðæäàþùèå ÷òî ïðåäëîæåí-

íûì ìåòîäîì ìîäóëü Mod(PH) íàõîäèòñÿ ñ õîðîøåé òî÷íî-

ñòüþ.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ ÑÐÅÄÍÅÉ ØÊÎËÛ

Çàäà÷è �íà äâèæåíèå� îòíîñÿòñÿ ê îäíèì èç ñàìûõ ñëîæ-

íûõ çàäà÷ â êóðñå ìàòåìàòèêè äëÿ ó÷àùèõñÿ 5�9 êëàññîâ ñðåä-

íåé øêîëû. Ñâÿçàíî ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ òåì, ÷òî ñþæåòû

òàêèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ðåàëüíûå èëè âûäóìàííûå

ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ. Âî-âòîðûõ, â ýòèõ çàäà÷àõ

íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü èëëþñòðàòèâíûé ÷åðòåæ, ãäå áûëà áû

âèäíà äèíàìèêà äâèæåíèÿ ñî âñåìè õàðàêòåðíûìè ìîìåíòà-

ìè � âñòðå÷àìè, îñòàíîâêàìè è ïîâîðîòàìè. Â òðåòüèõ, íóæ-

íî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è (âñåâîçìîæíûå

âû÷èñëåíèÿ, ò. å. âûïîëíåíèå ðàçëè÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-

ðàöèé; ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ è èõ ðåøåíèå).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå òåêñòîâîé çàäà÷è �íà äâèæåíèå� òðå-

áóåò îò ó÷åíèêà ëîãè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ, ñîîáðàçèòåëüíîñòè è

íàáëþäàòåëüíîñòè, à òàêæå óìåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíî îñóùåñòâ-

ëÿòü íåáîëüøèå èññëåäîâàíèÿ.

Âñå çàäà÷è �íà äâèæåíèå� ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå òè-

ïà. Ê ïåðâîìó òèïó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ, äâà îáúåêòà

äâèæóòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Êàê ïðàâèëî, â íèõ òðåáóåò-

ñÿ ëèáî îïðåäåëèòü âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå îäèí îáúåêò äîãîíèò
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äðóãîé, ëèáî ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì îáúåêòû áóäóò íàõîäèòüñÿ

÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ.

Êî âòîðîìó òèïó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ îáúåêòû äâè-

æóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Â òàêèõ çàäà÷àõ, ê ïðèìåðó, òðå-

áóåòñÿ îïðåäåëèòü âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå îíè âñòðåòÿòñÿ.

Ê òðåòüåìó òèïó ìîæíî îòíåñòè çàäà÷è, â êîòîðûõ îáúåêòû

äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, è òðåáóåòñÿ îïðå-

äåëèòü, íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì îíè îêàæóòñÿ ÷åðåç

íåêîòîðîå âðåìÿ, ëèáî âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå îáúåêòû îêàæóò-

ñÿ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè. Âñòðå÷àþòñÿ è äðóãèå âàðèàöèè

çàäà÷ íà ýòó òåìó.

Ê ÷åòâåðòîìó òèïó îòíîñÿòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíè-

åì ïî êîëüöåâûì äîðîãàì, ãäå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, íàïðèìåð,

êîëè÷åñòâî êðóãîâ, ïðîäåëàííûõ îäíèì îáúåêòîì, çà îäèí ÷àñ

èëè çà îäíó ìèíóòó âðåìåíè.

Îïðåäåëèâøèñü ñ òèïàìè çàäà÷ �íà äâèæåíèå� ìû ïðîâå-

ëè ñðàâíèòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ó÷åáíèêîâ 5�6, 7�9 êëàññîâ,

íà íàëè÷èå òàêèõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáëè-

öàõ 1 è 2.
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Òàáë. 1. Ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ó÷åáíèêîâ

ìàòåìàòèêè 5�6 êëàññîâ ïî êîëè÷åñòâó çàäà÷ �íà äâèæåíèå�

Êîëè÷åñòâî

òåêñòîâûõ çàäà÷
Íàçâàíèå ó÷åáíèêà

5 êëàññ 6 êëàññ

Ìàòåìàòèêà (àâòîðû: Í.ß. Âèëåíêèí, 40 32

Â.È. Æîõîâ è äð.)

Ìàòåìàòèêà (àâòîðû: È.È. Çóáàðåâà, 35 14

À.Ã. Ìîðäêîâè÷)

Òàáë. 2. Ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ó÷åáíèêîâ

ìàòåìàòèêè 7�9 êëàññîâ ïî êîëè÷åñòâó çàäà÷ �íà äâèæåíèå�

Êîëè÷åñòâî

òåêñòîâûõ çàäà÷
Íàçâàíèå ó÷åáíèêà

7 êëàññ 8 êëàññ 9 êëàññ

Àëãåáðà (àâòîðû: Þ.Í. 22 50 20

Ìàêàðû÷åâ, Í.Ã. Ìèíäþê

è äð.)

Àëãåáðà (àâòîðû: 30 23 30

Ø.À. Àëèìîâ è äð.)

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî â öåëîì â ïðåäñòàâëåííûõ ó÷åáíèêàõ

èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ �íà äâèæåíèå� ïåðâûõ

òðåõ âûøåïðèâåäåííûõ òèïîâ ñî ñõîæèìè ïðîñòûìè ñþæåòà-

ìè: ïðîãóëêè îò äîìà äî øêîëû, îò îäíîãî íàñåëåííîãî ïóíêòà

äî äðóãîãî; ñîðåâíîâàíèÿ íà ëûæàõ, âåëîñèïåäàõ, àâòîìîáè-

ëÿõ, ïî ïëàâàíèþ, äâèæåíèå íà ðàçëè÷íîì òðàíñïîðòå îò îä-

íîãî ïóíêòà äî äðóãîãî; äâèæåíèå ïî òå÷åíèþ ðåêè è ïðîòèâ

òå÷åíèÿ íà òåïëîõîäå, êàòåðå; äâèæåíèå ïðè ïîïóòíîì âåòðå,

ïðè âñòðå÷íîì âåòðå è ò. ä. Íî äëÿ óñïåøíîé ñäà÷è ÎÃÝ è
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ÅÃÝ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê â ÊÈÌàõ ïðåäñòàâëåíû áî-

ëåå ñëîæíûå çàäà÷è; è, âäîáàâîê ê ýòîìó, çàäà÷è ÷åòâåðòîãî

òèïà â äàííûõ ó÷åáíèêàõ âîâñå íå âñòðå÷àþòñÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, â öåëÿõ äîïîëíåíèÿ ñèñòåìû çàäà÷ êîí-

êðåòíûõ ó÷åáíèêîâ, à òàêæå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ �íà äâèæåíèå�, íàìè áûë ðàçðàáîòàí ýëåêòðîí-

íûé ó÷åáíèê c íàçâàíèåì �Çàäà÷è íà äâèæåíèå�.

Ó÷åáíèê ñîçäàí ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû AutoPlay Media

Studio. Â íåì èìåþòñÿ ðàçäåëû: òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü, çàäà÷è

èç òåêñòîâ ÎÃÝ è ÅÃÝ, çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

è äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ (ïîñîáèÿ).

Â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îïðåäåëåí-

íûìè ïîíÿòèÿìè è ðàññìîòðåòü ìåòîäèêó è àëãîðèòìû ðåøå-

íèÿ êîíêðåòíûõ òèïîâ çàäà÷. Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ

ïðèìåðû èç ÎÃÝ è ÅÃÝ è èõ ðåøåíèÿ. Â äîïîëíèòåëüíîé èí-

ôîðìàöèè ñîäåðæèòñÿ ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Çàäà÷è âûáðàíû íà âñå ÷åòûðå òèïà. Ñíà÷àëà èäåò ðÿä ïðî-

ñòûõ çàäà÷, à çàòåì îíè ïîñòåïåííî óñëîæíÿþòñÿ.

Ó÷åáíèê ìîæåò ñòàòü ïðîñòûì â îáðàùåíèè è íåçàìåíèìûì

ïîìîùíèêîì äëÿ ó÷èòåëÿ è ó÷àùèõñÿ 5�9 êëàññîâ â ðåøåíèè

çàäà÷ �íà äâèæåíèå�, à òàêæå ïðè ïîäãîòîâêå ê ÎÃÝ è ÅÃÝ ïî

ìàòåìàòèêå.
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Ðåøåíèå çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå íà ïëîñêîñòè ïðè ïîìîùè

öèðêóëÿ è ëèíåéêè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îñíîâíûõ çàäà÷, ê êî-

òîðûì îòíîñÿòñÿ ïîñòðîåíèå áèññåêòðèñû óãëà, ñåðåäèíû îò-

ðåçêà, óãëà, ðàâíîãî äàííîìó, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ è ïàðàëëåëü-

íûõ ïðÿìûõ, ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêîâ ïî èõ ýëåìåíòàì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêî-

ãî Ë2 â ìîäåëè Ïóàíêàðå ìû ñíà÷àëà ïðîâîäèì àíàëèç çàäà÷è

íà ÿçûêå àáñîëþòíîé ãåîìåòðèè, à íàìåòèâ ïóòü ðåøåíèÿ, ïå-

ðåâîäèì åãî íà ÿçûê ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Çàòåì ïîýòàïíî

âûïîëíÿåì ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé îñíîâíûõ çàäà÷,

÷òî ïðèâîäèò â ðåçóëüòàòå ê ïîñòðîåíèþ èñêîìîé ôèãóðû.

Íàìè ðåøåíû âñå îñíîâíûå çàäà÷è íà ïîñòðîåíèå öèðêóëåì

è ëèíåéêîé íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå.

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå óãëà è îòðåçêà ïàðàëëåëüíîñòè íà

ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå.
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Äàíà ïðÿìàÿ (AB) , òî÷êà C ̸∈ (AB) , C ∈ (DB) è

(DB)||(AB) â íàïðàâëåíèè B . Ïîñòðîèòü îòðåçîê ïàðàëëåëü-

íîñòè [CK] ⊥ (AB) , ãäå òî÷êà K ∈ (AB) , è ∠KCB � óãîë

ïàðàëëåëüíîñòè â òî÷êå C îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (AB) .

Ïîñòðîåíèå. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìàÿ (AB) ïëîñ-

êîñòè Ë2 ÿâëÿåòñÿ ïîëóîêðóæíîñòüþ â åâêëèäîâîì ñìûñëå.

1. Ïåðåâåä¼ì ñíà÷àëà çàäà÷ó íà ÿçûê àáñîëþòíîé ãåîìåò-

ðèè. (CK) ⊥ (AB) , òîãäà (CC ′) ⊥ (AB) , ïðè÷¼ì òî÷êè C è

C ′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB . Ïðÿìûå (CK) è

(CC ′) ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ìû áóäåì ñòðîèòü ïåðïåíäèêóëÿð

(CC ′) .

2. Â ìîäåëè Ïóàíêàðå â êà÷åñòâå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé (AB) âûñòóïàåò èíâåðñèÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,

ãäå îêðóæíîñòü èíâåðñèè ω áóäåò ñîäåðæàòü ïîëóîêðóæíîñòü
⌣
AB . Òîãäà ñèììåòðè÷íûå ïî Ëîáà÷åâñêîìó òî÷êè C è C ′ áó-

äóò âçàèìíî-èíâåðñíû ïî Åâêëèäó îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè

ω (
⌣
AB⊂ ω ).

Ïîñòðîèì òî÷êó C ′ : a) CP � êàñàòåëüíàÿ ê ω(O, AB
2 ) ; b)

PC ′ ⊥ OC , C ′ ∈ OC . Ïîëó÷èëè òî÷êó C ′ , èíâåðñíóþ òî÷êå C

îòíîñèòåëüíî ω(O, AB
2 ) , ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èíâåðñèè.

Ïî Ëîáà÷åâñêîìó òî÷êè C è C ′ áóäóò ñèììåòðè÷íû îò-

íîñèòåëüíî ïðÿìîé AB . Çíà÷èò, ïðÿìàÿ CC ′ áóäåò ïåðïåíäè-

êóëÿðíà AB . Ïðÿìàÿ Ëîáà÷åâñêîãî CC ′ â ìîäåëè Ïóàíêàðå

áóäåò â åâêëèäîâîì ñìûñëå ïîëóîêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì íà

àáñîëþòå Q , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè C è C ′ . Ïîñòðîèì ýòó

ïîëóîêðóæíîñòü
⌣
MN . Ïðÿìàÿ MN ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé CC ′ ,

çíà÷èò MN ⊥ AB è MN ∩AB = K . Òîãäà CK ⊥ AB .

Çíà÷èò, CK ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì ïàðàëëåëüíîñòè â òî÷êå C

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB , à óãîë ïàðàëëåëüíîñòè α0 , ñîîòâåò-

ñòâåííî, áóäåò ðàâåí ∠KCB .
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Ðèñ. 1

À.Å.Ñàâåíêîâà

Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,

alesya.savenkova@mail.ru,

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè QT = (Ω)× (0, T ) óðàâíåíèå

ūtt(x, t)−∆ū(x, t) + c(x, t)ū(x, t) = p(x)h(x, t) + f(x, t) (1)

è ïîñòàâèì äëÿ íåãî ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íàéòè ïàðó ôóíêöèé

(u, p) , óäîâëåòâîðÿþùèõ (1), íà÷àëüíûì äàííûì

ū(x, 0) = φ(x), ūt(x, 0) = ψ(x), (2)

ū(0, t) = ū(l, t) = 0, (3)

è óñëîâèþ ïåðåîïðåäåëåíèÿ∫ T

0
H(t)ū(x, t)dt = δ̄(x). (4)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåííû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

c(x, t) ∈ C(Ω),H(t) ∈ C2[0, T ], H(T ) = H ′(T ) = 0,
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∫ T

0
H(t)h(x, t)dt > σ0 > 0, ∀x ∈ [Ω], δ̄ ∈ C2[Ω̄], δ̄|∂Ω = 0.

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4) áóäåì èñêàòü â âèäå

{ū, p} = {u, p}+ {v, 0},

ãäå {v, 0} � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è

vtt(x, t)−∆v(x, t) + c(x, t)v(x, t) = f(x, t),

v(x, 0) = φ(x), vt(x, 0) = ψ(x), v(l, t) = v(0, t) = 0,

à {u, p} � ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è

utt(x, t)−∆u(x, t) + c(x, t)u(x, t) = p(x)h(x, t), (5)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, (6)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 (7)

ñ óñëîâèåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ∫ T

0
H(t)u(x, t)dt = δ(x), (8)

ãäå

δ(x) = δ̄(x)−
∫ T

0
H(t)v(x, t)dt.

Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è (5)�(8) äîêàçàíà

â [1]. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâåäåíèè îáðàòíîé çàäà÷è

(5)�(8) ê îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ, äëÿ ÷åãî ïîòðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ è

ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ àïðèîðíûõ

îöåíîê ïîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ è, êàê

ñëåäñòâèå, ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è (5)�(8). Äîêàçàòåëü-

ñòâî ðàçðåøèìîñòè ïðÿìîé çàäà÷è ïðè âûïîëíåíèè íàëîæåí-

íûõ íà âõîäíûå äàííûå óñëîâèé íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé.
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ÆÈÄÊÎÑÒÈ Â ÊÀÍÀËÅ ÄÂÓÓÃÎËÜÍÎÉ

ÔÎÐÌÛ: ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ìîäåëèðóåòñÿ òå÷åíèå íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèä-

êîñòè â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå (ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ)

è òðóáå (áåç ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè) ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííî-

ãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ñå÷åíèå ñòîëáà æèäêîñòè (îáëàñòü Ω)

èçîáðàæåíî íà Ðèñ. 1 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóóãîëüíèê, ÿâëÿ-

þùèéñÿ ðåçóëüòàòîì ðàçíîñòè, ïåðåñå÷åíèÿ èëè îáúåäèíåíèÿ

äâóõ êðóãîâ (ïóíêòèðíûå êðèâûå 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî).

Êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå òå÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê äâó-

ìåðíîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé êîì-

ïîíåíòû v âåêòîðà ñêîðîñòè, áåçðàçìåðíûé âèä êîòîðîãî

∆v(x, y) = 1, (x, y) ∈ Ω.

Ôîðìà îáëàñòè Ω ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðà-

ìè: óãëîì θ ∈ (0; 2π) äâóóãîëüíèêà è ðàäèóñàìè îáðàçóþùèõ

êðóãîâ.
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x
Ω

y

θ
1

2

3

a

n

Ðèñ. 1. Îáëàñòü òå÷åíèÿ Ω . Äóãàìè ìàëîãî ðàäèóñà îòìå÷åí

óãîë θ ; n � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå Ω .

Ðàññìàòðèâàåìûå êëàññû òå÷åíèé îòëè÷àþòñÿ çàäàíèåì

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà âåðõíåì ðåáðå (êðèâûå 1�3) äâóóãîëü-

íèêà Ω : æèäêîñòü â êàíàëå îáëàäàåò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ,

íà êîòîðîé çàäàåòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ (∂v/∂n = 0) , à

äëÿ æèäêîñòè â òðóáå íà òîì æå ðåáðå ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðè-

ëèïàíèÿ (v = 0) . Íà âòîðîì ðåáðå (êðèâàÿ a) âñåãäà çàäàåòñÿ

óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ.

Äëÿ êàæäîãî òèïà òå÷åíèÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ ôîðìóë

Ïóàññîíà è Äèíè äëÿ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà íà ïîëóïëîñ-

êîñòè ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå v(x, y) . Äëÿ ýòîãî îñó-

ùåñòâëåí ïåðåõîä îò èñõîäíîé çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâ-

íåíèþ Ëàïëàñà ñ íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà êðè-

âûõ 1�3 è ïîñòðîåíî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ξ+iη = f(x+iy)

èñõîäíîé îáëàñòè Ω íà êâàäðàíò {ξ > 0, η > 0} . Çàäà÷à â êâàä-
ðàíòå äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà âñþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

η > 0 , ÷òî îêîí÷àòåëüíî ïðèâîäèò ê çàäà÷å Äèðèõëå (òå÷åíèå â

òðóáå) èëè Íåéìàíà (òå÷åíèå â êàíàëå) íà ïîëóïëîñêîñòè. Òà-

êèì îáðàçîì, ðåøåíèå èìååò âèä ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ òèïà

Êîøè ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñêîðîñòè v(x, y) ïîçâîëÿåò
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èññëåäîâàòü íàïðÿæåíèÿ ∂v/∂n , âîçíèêàþùèå íà ñòåíêàõ êà-

íàëà èëè òðóáû â ðåçóëüòàòå òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðè

θ < π/2 (ñëó÷àé òîíêèõ òðóá èëè æèäêîñòè, õîðîøî ñìà÷è-

âàþùåé êàíàë) ïîòðåáîâàëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ

ðåøåíèÿ. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïëîò-

íîñòè èíòåãðàëà òèïà Êîøè, îïðåäåëÿþùåãî ðåøåíèå, íå óäî-

âëåòâîðÿåò ïðè θ < π/2 óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Â ðåçóëüòàòå äëÿ

òå÷åíèÿ òðóáå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè π < θ < 2π (îáúåäèíå-

íèå äâóõ êðóãîâ) íàïðÿæåíèÿ â óãëàõ èìåþò èíòåãðèðóåìóþ

îñîáåííîñòü, à ïðè θ 6 π íàïðÿæåíèÿ îãðàíè÷åíû.

À.À.Ñàìñîíîâ, Ï.Ñ.Ñîëîâü¼â, Ñ.È.Ñîëîâü¼â

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

sergei.solovyev@kpfu.ru

ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÍÀÃÐÓÆÅÍÍÎÉ

ÏËÀÑÒÈÍÛ

Ïóñòü Ω � îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ

ïëàñòèíû, Γ � ãðàíèöà îáëàñòè Ω , ρ = ρ(x) � ïëîòíîñòü

ìàòåðèàëà, D = D(x) = Ed3/12(1 − ν2) � öèëèíäðè÷åñêàÿ

æåñòêîñòü ïëàñòèíû, E = E(x) � ìîäóëü Þíãà, ν = ν(x) �

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, d = d(x) � òîëùèíà ïëàñòèíû â òî÷êå

x ∈ Ω . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êàõ ïëàñòèíû x(ij) ∈ Ω óïðóãî

ïðèñîåäèíåíû ìàññû Mij ñ êîýôôèöèåíòàìè æåñòêîñòè ïîä-

âåñêè Kij , σij = Kij/Mij , σi = σij , j = 1, 2, . . . , ri , ri > 1 ,

i = 1, 2, . . . ,m , m > 1 , 0 < σ1 < σ2 < . . . < σm <∞ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(x, t) íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè

x ∈ Ω ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû â ìîìåíò âðåìåíè t ,
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÷åðåç ηij(t) � îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ãðóçà ìàñ-

ñû Mij â ìîìåíò âðåìåíè t , j = 1, 2, . . . , ri ,i = 1, 2, . . . ,m . Ñîá-

ñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ïëàñòèíà-ìàññû õàðàêòåðèçóþò-

ñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âî âðåìåíè ôóíêöèÿìè w(x, t) = u(x)v(t) ,

x ∈ Ω , ηij(t) = ciju(x
(ij))v(t) , t > 0 , ãäå v(t) = a0 cos

√
λt +

+ b0 sin
√
λt , t > 0 ; a0 , b0 , cij , λ � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû,

j = 1, 2, . . . , ri , i = 1, 2, . . . ,m .

Âûïîëíÿåòñÿ [1] óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû

Lw(x, t) + ρ(x)d(x)wtt(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω

è óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà

Mi(ηij(t))tt +Kij(ηij(t)− w(x(ij), t)) = 0,

ãäå j = 1, 2, . . . , ri , i = 1, 2, . . . ,m , t > 0 , L � äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì: Lw = ∂11D(∂11w +

+ ν∂22w)+∂22D(∂22w+ ν∂11w)+2∂12D(1− ν)∂12w , ∂i = ∂/∂xi ,

∂ij = ∂i∂j , i, j = 1, 2 , (ψ(t))t = dψ(t)/dt . Äâèæåíèÿ ïðèñîåäè-

íåííûõ ìàññ è ïëàñòèíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âçàèìíî âûíóæ-

äåííûå. Ïðè ýòîì äåéñòâèå ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ çàìåíÿåòñÿ

äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû

f(x, t) =

m∑
i=1

ri∑
j=1

Kij(ηij(t)− w(x(ij), t))δ(x− x(ij)),

ãäå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîë-

íÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: w(x, t) = ∂nw(x, t) = 0 , x ∈ Γ ,

t > 0 , ãäå ∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ cij = σij/(σij − λ) , σij = Kij/Mij ,

j = 1, 2, . . . , ri , i = 1, 2, . . . ,m , ïîëó÷èì çàäà÷ó: íàéòè ÷èñëà λ è

íåíóëåâûå ôóíêöèè u(x) , x ∈ Ω , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

Lu+

m∑
i=1

λ

λ− σi

ri∑
j=1

Kijδ(x− x(ij))u = λ ρd u, x ∈ Ω,
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è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ u = ∂nu = 0, x ∈ Γ . Ñ ïîìîùüþ [2]

óñòàíîâëåíû ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è àïïðîêñèìàöèè ðå-

øåíèé ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 13-01-00908, � 14-01-00755, � 15-41-02672).

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÀíäðååâË.Â., ÄûøêîÀ.Ë., ÏàâëåíêîÈ.Ä. Äèíàìèêà

ïëàñòèí è îáîëî÷åê ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ìàññàìè. � Ì.: Ìà-

øèíîñòðîåíèå, 1988. � 200 c.

2. Ñîëîâü¼âÑ.È. Íåëèíåéíûå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. � Saarbr�ucken: LAP Lambert

Academic Publishing, 2011. � 256 c.

Ð.Á.Ñàëèìîâ, À. Ç.Ñóëåéìàíîâ

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò,

salimov@5354.ru, ayaz-suleymanov-91@mail.ru

ÍÎÂÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ

ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÐÈÌÀÍÀ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÌ

ÈÍÄÅÊÑÎÌ ÄËß ÔÓÍÊÖÈÈ, ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ

Â ÏËÎÑÊÎÑÒÈ Ñ ÐÀÇÐÅÇÎÌ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà ñ áåñêî-

íå÷íûì èíäåêñîì, êîãäà êðàåâîå óñëîâèå çàäà÷è çàäàåòñÿ íà

ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé

íà óñòðàíåíèè áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà àðãóìåíòà êîýôôèöèåí-

òà êðàåâîãî óñëîâèÿ è àíàëîãè÷íûé òîìó, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
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â ñëó÷àå êîíå÷íîãî èíäåêñà çàäà÷è ðàíåå â ðàáîòàõ Ô. Ä. Ãà-

õîâà óñòðàíÿëèñü ðàçðûâû êîýôôèöèåíòà êðàåâîãî óñëîâèÿ ñ

ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûõ îò èñ-

ïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïóñòü D � îáëàñòü, â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

z = x + iy , ãðàíèöåé êîòîðîãî ñëóæèò ïîëîæèòåëüíàÿ äåé-

ñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü L . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ Φ(z) ,

àíàëèòè÷åñêóþ è îãðàíè÷åííóþ â îáëàñòè D , åñëè å¼ ãðàíè÷-

íûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ L, (1)

ãäå Φ+(t) , Φ−(t) � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(z) ïðè

z → t �ñëåâà� è �ñïðàâà�, êîãäà ñîîòâåòñòâåííî Im(z) > 0 è

Im(z) < 0 , êîýôôèöèåíò G(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì

1) ln |G(t)| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà HL ,

2) argG(t) = ν+|t|ρ + ν(t), ãäå ν+ , ρ � çàäàííûå ÷èñëà,

ν+ > 0 , 0 < ρ <
1

2
, ν(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ν(t) ∈ HL .

Ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ, èñ-

ñëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü. Äîêàçàíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå êðàå-

âîé çàäà÷è (1) â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

Φ(z) =
X(z)

E(z)
F (z),

â êîòîðîé F (z) åñòü ëþáàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà ρF < ρ ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

|F (t)| < Cet
ρν+ cosπρ/(2 sinπρ).
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Îäíîé èç íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûõ äëÿ òåîðèè è ïðèëî-

æåíèé îñîáåííîñòåé äèíàìèêè ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè ÿâëÿþò-

ñÿ ýêñòðåìàëüíî âûñîêèå äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû,

êîòîðûõ ìîæíî äîñòè÷ü â ïîëîñòè ïóçûðüêà ïðè åãî ñèëüíîì

ñæàòèè. Ïðè ýòîì ìîæíî âûäåëèòü äâà ðåæèìà ñèëüíîãî ñæà-

òèÿ ñîäåðæèìîãî ïóçûðüêà: îäíîðîäíîå (è áëèçêîå ê íåìó) è

íåîäíîðîäíîå. Â ïåðâîì ðåæèìå ãàçîâàÿ ñðåäà â ïóçûðüêå ñæè-

ìàåòñÿ âñþäó îäèíàêîâî (çà èñêëþ÷åíèåì òîíêîãî òåïëîâîãî

ñëîÿ â îêðåñòíîñòè ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè). Âî âòîðîì ðåæè-

ìå çà ñ÷åò ðàäèàëüíîãî ñõîæäåíèÿ âîçíèêàþùèõ â ïóçûðüêå

âîëí áîëåå ñèëüíîìó ñæàòèþ ïîäâåðãàåòñÿ ãàç â öåíòðàëüíîé

îáëàñòè ïóçûðüêà. Íàèáîëåå ñèëüíîå ñæàòèå ñðåäû â ïóçûðüêå

äîñòèãàåòñÿ ïðè âîçíèêíîâåíèè óäàðíûõ âîëí. Â ñâÿçè ñ ýòèì

âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå ãàçîâûå ñðåäû ÿâëÿþòñÿ áîëåå áëàãî-

ïðèÿòíûìè äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ â ïóçûðüêå óäàðíûõ âîëí.
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Â ðàáîòå [1] áûë ïîëó÷åí îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé êðèòåðèé

âîçíèêíîâåíèÿ óäàðíûõ âîëí â ïóçûðüêå ïðè åãî ñèëüíîì ñæà-

òèè, à òàêæå áûëà ïðîâåäåíà îöåíêà âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè

óäàðíûõ âîëí â êàâèòàöèîííûõ ïóçûðüêàõ â âîäå è æèäêîì

àöåòîíå ïðè äàâëåíèè æèäêîñòè 15 áàð. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

äëÿ îáðàçîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí ïàðû àöåòîíà ÿâëÿþòñÿ íàìíî-

ãî ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïàðîâ âîäû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå

âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè óäàðíûõ âîëí â êàâèòàöèîííûõ ïó-

çûðüêàõ â òàêèõ æèäêîñòÿõ, êàê âîäà, àöåòîí, òîëóîë, áåíçîë

è ýòèëîâûé ýôèð ïðè äàâëåíèè æèäêîñòè 5-150 áàð. Äëÿ îöåí-

êè ðåàëèçàöèè óäàðíûõ âîëí ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé ðàáîòû

[1]. Âõîäÿùèå â ýòîò êðèòåðèé ïàðàìåòðû (ñêîðîñòü è óñêî-

ðåíèå ñæàòèÿ ïóçûðüêà, ñêîðîñòü çâóêà â ïàðå íà ïîâåðõíî-

ñòè ïóçûðüêà è ò.ä.) îïðåäåëÿþòñÿ â [1] ñ ïðèìåíåíèåì î÷åíü

ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ïóçûðüêà. Â ÷àñò-

íîñòè, â ýòîé ìîäåëè äâèæåíèå ãàçà â ïóçûðüêå è äâèæåíèå

îêðóæàþùåé åãî æèäêîñòè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ãàçîâîé

äèíàìèêè ñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè îáåèõ ñðåä, ïðèìåíÿþò-

ñÿ øèðîêîäèàïàçîííûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçà è æèäêîñòè,

ó÷èòûâàþòñÿ ïðîöåññû èñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè íà ïîâåðõíî-

ñòè ïóçûðüêà. Â îòëè÷èå îò [1], â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ðàñ÷å-

òà âõîäÿùèõ â êðèòåðèé ðåàëèçàöèè óäàðíûõ âîëí â ïóçûðüêå

ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòàÿ ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïóçûðüêà, à èìåííî, ìîäåëü Ðýëåÿ-

Ïëåññåòà. Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî è òàêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè

ïóçûðüêà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ öåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí âîäà ÿâëÿ-

åòñÿ íàèìåíåå äðóæåñòâåííîé. Â äèàïàçîíå äàâëåíèÿ æèäêî-

ñòè îò 30 äî 150 áàð áëàãîïðèÿòíåå äðóãèõ ÿâëÿåòñÿ ýòèëîâûé
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ýôèð, à ïðè äàâëåíèè æèäêîñòè íèæå 30 áàð áîëåå ïîäõîäÿùèì

ñòàíîâèòñÿ òîëóîë.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ÐÀÍ � 43 Ï.
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ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ

Â ÊÂÀÄÐÀÒÓÐÀÕ ÇÀÄÀ×È ÃÓÐÑÀ

ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

Çàäà÷à Ã. Â îáëàñòè D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1}
íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû{

uxy + a1ux + b1uy + c1vy + d1u+ e1v = 0,

vxy + a2ux + b2vx + c2vy + d2u+ e2v = 0,
(1)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x0, y) = φ1(y), u(x, y0) = ψ1(x),

v(x0, y) = φ2(y), v(x, y0) = ψ2(x).
(2)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî φ1, φ2 ∈ C1(X), ψ1, ψ2 ∈ C1(Y ) (X, Y −
− ñòîðîíû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà D ïðè x =

= x0, y = y0 ñîîòâåòñòâåííî) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñî-

âàíèÿ

φ1(y0) = ψ1(x0), φ2(y0) = ψ2(x0).

Èçâåñòíî [1, ñ. 67], ÷òî çàäà÷à (1) � (2) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìîé. Öåëüþ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå

ñëó÷àåâ ðàçðåøèìîñòè äàííîé çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ. Ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ

ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ

b1y + a1b1 − d1 ≡ 0,

c1y + a1c1 − e1 ≡ 0,

a2x + a2c2 − d2 ≡ 0,

b2x + b2c2 − e2 ≡ 0

(3)

è ñîîòíîøåíèé

1) b2x − b1y − (ln c1)xy + a2c1 ≡ 0;

2) a2 ≡ 0;

3) b2x − b1y − (ln c1)xy ≡ 0,

b1y − b2x + (ln c1)xy − a2c1 ≡ ξ0(x)η0(y) ̸= 0;

4) 2[(ln c1)xy − b2x + b1y] ≡ a2c1,

(ln c1)xy − b2x + b1y ≡ ξ1(x)η1(y) ̸= 0;

5) b2x − b1y − (ln c1)xy ≡ a2c1 ≡ ξ2(x)η2(y) ̸= 0;

6) m[b2x − (ln c1)xy]− b1y ≡ mb1y − b2x + (ln c1)xy ≡
≡ (m− 1)(a2c1 − b1y);

7) σk =
2s

′
k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x)+tk(y)]2
,

[sk(x) + tk(y)](m− 2)s
′
k(x)t

′
k(y) ̸= 0, k = 1, 2.

(4)
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1) c1 ≡ 0;

2) − b2x + b1y − (ln a2)xy + a2c1 ≡ 0;

3) b2x − b1y + (ln a2)xy ≡ 0, −a2c1 ≡ ξ3(x)η3(y) ̸= 0;

4) b1y − b2x − (ln a2)xy ≡ a2c1 ≡ ξ4(x)η4(y) ̸= 0;

5) 2[(ln a2)xy + b2x − b1y] ≡ a2c1,

(ln a2)xy + b2x − b1y ≡ ξ5(x)η5(y) ̸= 0;

6) mb2x + (ln a2)xy − b1y ≡ m(b1y − (ln a2)xy)− b2x ≡
≡ (m− 1)(a2c1 − b2x);

7) σk =
2s

′
k(x)t

′
k(y)

(2−m)[sk(x)+tk(y)]2
,

[sk(x) + tk(y)](m− 2)s
′
k(x)t

′
k(y) ̸= 0, k = 3, 4.

(5)

Çäåñü ξk, ηk ∈ C1 (k = 0, 5), sk, tk, m ∈ C2(k = 1, 4) , σ1, σ2

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì ÷àñòÿì òîæäåñòâ 1), 2) ñîâîêóïíî-

ñòè (4), à σ3, σ4 � ëåâûì ÷àñòÿì òîæäåñòâ 1), 2) ñîâîêóïíîñòè

(5).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (3) è íåðà-

âåíñòâà c1 ̸= 0 èëè óäîâëåòâîðÿåòñÿ îäíî èç òîæäåñòâ

1), 2) ñîâîêóïíîñòè (4), èëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè

m, ξk, ηk (k = 0, 2), sk, tk (k = 1, 2) óêàçàííûõ âûøå êëàññîâ,

÷òî äëÿ (4) ëèáî âûïîëíåíà îäíà èç òðåõ ãðóïï ñîîòíîøåíèé

3) − 5), ëèáî âìåñòå ñ òîæäåñòâîì 6) èìååò ìåñòî ïðåä-

ñòàâëåíèå 7) äëÿ îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé σ1, σ2 . Òîãäà çàäà÷à

Ã ðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ.

Òåîðåìà 2. Åñëè íàðÿäó ñ âûïîëíåíèåì òîæäåñòâ (3) è

íåðàâåíñòâà a2 ̸= 0 èëè óäîâëåòâîðÿåòñÿ îäíî èç òîæ-

äåñòâ 1), 2) ñîâîêóïíîñòè (5), èëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíê-

öèè m, ξk, ηk (k = 3, 5), sk, tk (k = 3, 4) óêàçàííûõ âûøå

êëàññîâ, ÷òî äëÿ (5) ëèáî âûïîëíåíà îäíà èç òðåõ ãðóïï ñîîò-

íîøåíèé 3)−5), ëèáî âìåñòå ñ òîæäåñòâîì 6) èìååò ìåñòî
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ïðåäñòàâëåíèå 7) äëÿ îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé σ3, σ4 , òî çàäà÷à

Ã ðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ.
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ ÈÍÖÈÄÅÍÒÍÎÑÒÈ

Àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè áûëè ââåäåíû â ñåðåäèíå 60-ûõ ãî-

äîâ êàê åñòåñòâåííàÿ ñðåäà äëÿ èçó÷åíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ïðî-

áëåì. Âñêîðå ñòàëî ÿñíî, ÷òî ýòîò îáúåêò èíòåðåñòåí è ñàì

ïî ñåáå. Â ÷àñòíîñòè îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîèçâåäåíèå n êî-

ïèé êîëüöà R è êîëüöî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö íàä R .

Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó àëãåáðàìè èíöèäåíòíîñòè è

ïîäàëãåáðàìè êîëüöà ìàòðèö íàä ïîëåì. Ïðè èçó÷åíèè ñòðî-

åíèÿ êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíè-

êàåò êîíñòðóêöèÿ îáîáùàþùàÿ àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè.

Âñå êîëüöà áóäåì ñ÷èòàòü àññîöèàòèâíûìè è ñ åäèíèöåé,

à ìîäóëè è áèìîäóëè � óíèòàðíûìè. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà è

ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R áóäåì îáîçíà÷àòü J(R)

è U(R) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíî êîììóòàòèâíîå êîëüöî R è

ìíîæåñòâî X ñ îòíîøåíèåì 6 . Ïóñòü òàêæå äàí íàáîð

η ⊇ {ηabc ∈ R | a 6 b 6 c, a, b, c ∈ X} ýëåìåíòîâ êîëüöà R , òà-

êîé ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

a) a 6 a , ∀a ∈ X (ðåôëåêñèâíîñòü);
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b) a 6 b , b 6 c , ηabc ̸= 0 âëå÷åò a 6 c (η -òðàíçèòèâíîñòü);

c) ìíîæåñòâî {z |x 6 z 6 y è ηxzy ̸= 0} êîíå÷íî ∀x, y ∈ X

(îáîáùåííàÿ ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü).

Òàêæå ïîòðåáóåì ÷òîáû

1) ∀a, b ∈ X , ηabb, ηaab ∈ η è ηabb = ηaab = 1 ;

2) ∀a 6 b 6 c 6 d ∈ X , ηabc, ηacd, ηabd, ηbcd ∈ η è ηabcηacd =

= ηabdηbcd .

Òàêîå ìíîæåñòâî η áóäåì íàçûâàòü ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñè-

ñòåìîé, à êîýôôèöèåíòû ηabc ∈ η � ìóëüòèïëèàòèâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî I(X,R; {ηabc}) =

= {f : X × X → R | f(x, y) = 0 åñëè x ̸6 y} . Ââåäåì íà íåì

ïîýëåìåíòíóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. À

îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ îïðåäåëèì ïî ïðàâèëó:

(f · g)(x, y) =
∑

x6z6y
f(x, z)g(z, y)ηxzy.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îòíîñèòåëüíî

ââåäåííûõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî I(X,R; {ηabc}) ñòàíîâèòñÿ

àññîöèàòèâíîé R -àëãåáðîé, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü îáîá-

ùåííîé àëãåáðîé èíöèäåíòíîñòè. Îòíîøåíèå '6 ' áóäåì

íàçûâàòü η -ïðåäïîðÿäîê. Åñëè æå äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿ-

åòñÿ ñâîéñòâî

d) a 6 b , b 6 a , ηaba ̸= 0 âëå÷åò a = b (η -

àíòèñèììåòðè÷íîñòü), òî áóäåì ãîâîðèòü ÷òî íà X çàäàí

÷àñòè÷íûé η -ïîðÿäîê.

Îáîáùåííàÿ àëãåáðà èíöèäåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîá-

ùåíèåì àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè. Áûëè èçó÷åíû âîïðîñû îáðà-

òèìîñòè ýëåìåíòîâ îáîáùåííîé àëãåáðû èíöèäåíòíîñòè, èçî-

ìîðôèçìà ýòèõ àëãåáð. Áûëà ââåäåíà ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà îáîá-

ùåííîé àëãåáðû èíöèäåíòîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî ñîõðàíÿþòñÿ îñ-

íîâíûå ñâîéñòâà àëãåáð èíöèäåíòíîñòè.
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Î ÑÒÅÏÅÍÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÀÕ

Êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Áðóííà-Ìèíêîâñêîãî ñðàâíèâàåò

ïëîùàäè è îáúåìû îáëàñòåé. À èìåííî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî

|Ω0 +Ω1|1/n > |Ω0|1/n + |Ω1|1/n, (1)

ãäå |Ω| � ìåðà ìíîæåñòâà Ω , Ω0,Ω1 � âûïóêëûå òåëà â Rn ,

Ω0 +Ω1 := {z0 + z1 ∈ Rn : z0 ∈ Ω0, z1 ∈ Ω1} � âåêòîðíàÿ ñóììà

(ñóììà Ìèíêîâñêîãî). Íåðàâåíñòâî Áðóííà-Ìèíêîâñêîãî øè-

ðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå, ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ

áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ýòîìó íåðàâåíñòâó. Îò-

ìåòèì ëèøü ðàáîòó Õ. Õàäâèãåðà [1], â êîòîðîé îí äîêàçàë
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íåðàâåíñòâî òèïà Áðóííà-Ìèíêîâñêîãî äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âû-

ïóêëîé îáëàñòè, à èìåííî, ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ

è ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ, âûïóêëàÿ îáëàñòü â Rn . ×åðåç s

îáîçíà÷èì öåíòð ìàññ îáëàñòè Ω . Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

J(Ω) =

∫
Ω

|z1 − s1|2 + |z2 − s2|2 + ...+ |zn − sn|2dz1...dzn, z ∈ Ω,

ãäå z1, z2, ..., zn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè z ∈ Ω ,

s1, s2, ..., sn � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ Ω . Ïðèâåäåì ôîðìó-

ëèðîâêó ðåçóëüòàòà Õ. Õàäâèãåðà [1]:

Òåîðåìà A. Ïóñòü Ω0,Ω1 � îãðàíè÷åííûå, âûïóêëûå îá-

ëàñòè â Rn . Òîãäà äëÿ ôóíêöèîíàëà J(Ωt)
1

n+2 âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî:

J(Ωt)
1

2+n > (1− t)J(Ω0)
1

2+n + tJ(Ω1)
1

2+n , (2)

ãäå Ωt = {(1− t)z0 + tz1|z0 ∈ Ω0, z1 ∈ Ω1}, 0 6 t 6 1.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ íåðàâåíñòâà (2).

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn . Îïðåäåëèì ôóíê-

öèîíàë

I(k,Ω) =

∫
· · ·
∫

Ω

α1|z1 − s1|2k+

+ α2|z2 − s2|2k + ...+ αn|zn − sn|2kdz1...dzn, k ∈ N,

ãäå z1, z2, ..., zn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè z ∈ Ω ,

s1, s2, ..., sn � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ Ω , αi > 0, i = 1, n . Íàìè

áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ:

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω0,Ω1 � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â Rn . Òî-

ãäà ôóíêöèîíàë I(k,Ωt)
1

n+2k âîãíóò ïî t, ò. å.

I(k,Ωt)
1

2k+n > (1− t)I(k,Ω0)
1

2k+n + tI(k,Ω1)
1

2k+n ,
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ãäå Ωt = {(1− t)z0 + tz1|z0 ∈ Ω0, z1 ∈ Ω1}, 0 6 t 6 1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêò � 14-01-00351-a).
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ÊÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ

Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå â äèíàìèêå ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè

îáðàùàåòñÿ íà êóìóëÿòèâíûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ èõ ñèëü-

íûì ñæàòèåì (êîëëàïñîì). Íàèáîëåå âûñîêèå ïàðàìåòðû â ïó-

çûðüêå äîñòèãàþòñÿ òîãäà, êîãäà îí â õîäå ñæàòèÿ îñòàåòñÿ

ñôåðè÷åñêèì è â íåì âîçíèêàþò ñôåðè÷åñêèå ðàäèàëüíî ñõî-

äÿùèåñÿ óäàðíûå âîëíû [1]. Âìåñòå ñ òåì, ñôåðè÷åñêàÿ ôîðìà

êàê ïóçûðüêà ïðè ñæàòèè, òàê è óäàðíîé âîëíû ïðè ñõîæäåíèè

ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé [2]. Îòêëîíåíèÿ îò ñôåðè÷íîñòè ìî-

ãóò áûòü âûçâàíû äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ïîñòóïàòåëüíûì
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äâèæåíèåì ïóçûðüêîâ, èõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâè-

åì. Ýòè îòêëîíåíèÿ ìîãóò çíà÷èòåëüíî èçìåíèòü êàê ñöåíàðèé

ñæàòèÿ, òàê è ñòåïåíü êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ýâîëþöèÿ íåñôåðè÷íîñòè

èçíà÷àëüíî ñèëüíî íåñôåðè÷åñêîãî ïóçûðüêà ïðè åãî ðàñ-

øèðåíèè è ïîñëåäóþùåì ñæàòèè è ýâîëþöèÿ íåñôåðè÷íî-

ñòè ðàäèàëüíî-ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíû, âîçíèêàþùåé â ïó-

çûðüêå â êîíöå åãî ñæàòèÿ. Ïóçûðåê îáðàçóåòñÿ â ðåçóëü-

òàòå ñëèÿíèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ñôåðè÷åñêèõ êàâèòàöèîííûõ

ìèêðîïîëîñòåé, êîãäà åãî íà÷àëüíàÿ íåñôåðè÷íîñòü ÿâëÿåò-

ñÿ íàèáîëüøåé. Íàñêîëüêî èçâåñòíî, òàêîé ñöåíàðèé ñèëüíî-

ãî ðàñøèðåíèÿ-ñæàòèÿ ïóçûðüêà íå ðàññìàòðèâàëñÿ. Ïðè ýòîì

îíà îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîé ãàðìîíèêîé, à ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé ãàðìîíèê. Ðàäèóñ ìèêðîïîëîñòåé R0 â ìîìåíò ñëèÿíèÿ

âàðüèðóåòñÿ â èíòåðâàëå îò ñîîòâåòñòâóþùèõ çàðîäûøàì çíà-

÷åíèé (∼ 10−100 íì) äî âåëè÷èí, ïðè êîòîðûõ íåñôåðè÷íîñòü

ïóçûðüêà â êîíöå åãî ñæàòèÿ ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíîé. Èñ-

ïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ðàáîòû

[3], ðàçâèòûå äëÿ èçó÷åíèÿ ñõîæäåíèÿ óäàðíûõ âîëí â ïîëîñòè

íåñôåðè÷åñêîãî ïóçûðüêà. Â íèõ ó÷èòûâàþòñÿ ñæèìàåìîñòü

æèäêîñòè, èñïàðåíèå-êîíäåíñàöèÿ, òåïëîïðîâîäíîñòü æèäêî-

ñòè è ïàðà, ïðèìåíÿþòñÿ øèðîêîäèàïàçîííûå óðàâíåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî îòíîñèòåëüíî áëèçêîå ê ñôåðè÷åñêîìó

ñæàòèå ïóçûðüêà è åãî ïàðîâîãî ñîäåðæèìîãî áóäåò ðåàëè-

çîâûâàòüñÿ ëèøü ïðè R0/Rm 6 0.00056 (Rm � ðàäèóñ â ìî-

ìåíò ìàêñèìàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ), ò. å. R0 6 250 íì. Ñ ðîñòîì

R0/Rm îò 0.00056 õàðàêòåð ñæàòèÿ áóäåò âñå áîëåå óêëîíÿòüñÿ

îò ñôåðè÷åñêîãî, à ïðè R0/Rm > 0.037 , ñîãëàñíî îöåíêàì ïî

ëèíåéíîé òåîðèè, ïóçûðåê â õîäå ñæàòèÿ áóäåò ðàçðóøàòüñÿ
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(ðàñïàäàòüñÿ íà áîëåå ìåëêèå ïóçûðüêè).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ÐÀÍ � 43 Ï.
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Ñ ÏÐÎÍÈÖÀÅÌÛÌÈ ÎÄÍÎ

È ÌÍÎÃÎÑËÎÉÍÛÌÈ ÏÐÅÃÐÀÄÀÌÈ

Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ãàçîïðîíèöàåìûå ïðåãðàäû ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû ÿâëÿþò-

ñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì çàùèòû êîíñòðóêöèè îò âîçäåé-

ñòâèÿ óäàðíûõ âîëí (ÓÂ) [1]. Ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ èññëåäóþòñÿ ïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ ïëîñêîé óäàðíîé



150 È.À.ÒÓÐÛÃÈÍÀ

âîëíû ñ ïðîíèöàåìîé ïðåãðàäîé. Òàêèå ïðåãðàäû ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé ñëîè ìåòàëëè÷åñêèõ ïëåòåíûõ ñåòîê: êîíñîëèäèðî-

âàííûõ èëè ðàçíåñåííûõ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå. Ïîäîáíûå

ïðåãðàäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû ïðîõîäÿ-

ùèõ óäàðíûõ âîëí. Àíàëèçèðóþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ àìïëèòóäû

ïðîõîäÿùèõ è îòðàæåííûõ âîëí. Èññëåäóþòñÿ äàâëåíèå è äðó-

ãèå ïàðàìåòðû òå÷åíèÿ ãàçà â ñàìîì ïàêåòå ñåòîê âî âðåìÿ è

ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ óäàðíîé âîëíû. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ ïî-

ìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà STAR-CCM+.

Ïàêåò ñåòêè òîëùèíîé Í ñîñòîèò èç âîñüìè ñëîåâ. Äëÿ

êîìïàêòíî óïàêîâàííîãî ïàêåòà ñëîè ñäâèãàþòñÿ îòíîñèòåëü-

íî äðóã äðóãà íà 1.25 ìì â ïëîñêîñòè ïàêåòà è ïî íîðìàëè.

Òîëùèíà Í òàêîãî ïàêåòà ñîñòàâëÿåò 10.25 ìì. Äëÿ ðàçíåñåí-

íûõ íà 20 ìì ñëîåâ ñåòêè H = 152 ìì. Ðàçìåð ÿ÷åéêè ñåòêè

2 ìì, äèàìåòð ïðîâîëî÷êè 0.5 ìì, ÷òî äàåò êîýôôèöèåíò ïðî-

íèöàåìîñòè α = 0.64 . Ïðîâîëî÷êè â ïàêåòå ñåòêè ïðåäïîëàãà-

þòñÿ íåïîäâèæíûìè è íåäåôîðìèðóåìûìè â ïðîöåññå ðàñ÷åòà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðèÿ ôðàãìåíòà ïàêåòà ñåòêè, èñïîëüçó-

åìîãî â ðàñ÷åòàõ. Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé íà ïëîñêîñòÿõ

ñèììåòðèè è íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîëî÷åê èñïîëüçóåì òî, ÷òî

íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü ãàçà ðàâíà íóëþ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

çàäà÷è âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáúåì êàíàëà, îãðàíè÷åííûé ïëîñ-

êîñòÿìè ñèììåòðèè, ïîâåðõíîñòÿìè ïðîâîëî÷åê è ïëîñêîñòÿìè

âõîäà è âûõîäà. Ïàðàìåòðû â íàáåãàþùåé ÓÂ çàäàþòñÿ â îãðà-

íè÷åííîé îáëàñòè, ðàçìåðû êîòîðîé âûáèðàþòñÿ ñ òåì, ÷òîáû â

ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ îòðàæåííûå îò ãðàíèö ÓÂ íå èñêàæà-

ëè òå÷åíèå â ïàêåòå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü êàê îòðà-

æåííîé, òàê è ïðîõîäÿùåé ÓÂ äëÿ ðàçíåñåííûõ ñëîåâ ìåíüøå,

÷åì äëÿ êîíñîëèäèðîâàííûõ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøèìè ïî-

òåðÿìè ýíåðãèè â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîõîäÿùèõ âîëí ñ
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ðàçíåñåííûìè ïðåãðàäàìè. Âñëåä çà ïðîõîäÿùåé óäàðíîé âîë-

íîé âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòàõ äâèæåòñÿ âîëíà ðàçðå-

æåíèÿ. Òî åñòü ôîðìèðóåòñÿ ìíîãîâîëíîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ â

ïðîõîäÿùåì ïîòîêå.

Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëü-

òàòîâ ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû âçàèìîäåéñòâèÿ ÓÂ ðàçëè÷íîé èí-

òåíñèâíîñòè ñ îäíèì ýêðàíîì â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíû-

ìè äàííûìè [1]. Íàáëþäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ÷èñëåííûõ è ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè ÐÔÔÈ

(ïðîåêò � 13-08-00219).

Ë È Ò Å Ð À Ò Ó Ð À

1. ÃåëüôàíäÁ.Å., ÔðîëîâÑ.Ì. Ïðèáëèæåííûé ðàñ-

÷åò îñëàáëåíèÿ óäàðíûõ âîëí ïðîíèöàåìûìè ïðåãðàäàìè

// ÏÌÒÔ. � 1990. � � 4. � C. 42�46.

Ä.Þ.Òþãèí, À.À.Êóðêèí, Ê.È.Êóçíåöîâ

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò èì. Ð.Å. Àëåêñååâà,

dtyugin@gmail.com, aakurkin@gmail.com,

kost.kuznetsov@gmail.com

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÎÁÈËÜÍÎÃÎ

ÐÎÁÎÒÎÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÀ

ÌÎÍÈÒÎÐÈÍÃÀ ÏÐÈÁÐÅÆÍÎÉ ÇÎÍÛ

Ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü

ïîçâîëÿåò ðåøàòü ñëîæíûå çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðèðîä-

íûõ êàòàñòðîô ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Òåì
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íå ìåíåå, äëÿ ñîçäàíèÿ è âåðèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé íåîáõîäèìû íàòóðíûå äàííûå. Ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ

ìàñøòàáíûõ ÿâëåíèé êàê öóíàìè îñîáóþ öåííîñòü ïðåäñòàâ-

ëÿþò äàííûå íàòóðíûõ èçìåðåíèé â çîíå çàòîïëåíèÿ. Íî ñáîð

ýòèõ äàííûõ, êàê ïðàâèëî, îñëîæíÿåòñÿ ðàçëè÷íûìè ôàêòî-

ðàìè, òàêèìè êàê óãðîçà ïîâòîðíûõ çåìëåòðÿñåíèé, íåáëà-

ãîïðèÿòíûå êëèìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ è ò. ï. Êðîìå òîãî, äëÿ

ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà äàííûõ ìîæåò ïîòðåáî-

âàòüñÿ äëèòåëüíîå âðåìÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ â ÍÃÒÓ

èì. Ð. Å. Àëåêñååâà âåäåòñÿ ðàçðàáîòêà ìîáèëüíîãî ðîáîòîòåõ-

íè÷åñêîãî êîìïëåêñà, ñïîñîáíîãî ïðîâîäèòü äëèòåëüíûé ìî-

íèòîðèíã âîëíåíèÿ âîäíîé ïîâåðõíîñòè ñ öåëüþ íàêîïëåíèÿ

ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, èõ àíàëèçà è ðåãèñòðàöèè àíîìàëüíî

áîëüøèõ âîëí. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäâèæíóþ ïëàòôîð-

ìó ñ íàáîðîì èçìåðèòåëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ, ïëàòôîðìà èìååò

äâèãàòåëü, øàññè è ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ. Îäíèì èç êëþ÷åâûõ

êîìïîíåíòîâ êîìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà, ðå-

àëèçóþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ èçìåðèòåëüíûì îáîðóäîâàíèåì,

ñîõðàíåíèå äàííûõ, èõ àíàëèç è ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè â êî-

ìàíäíûé ïóíêò. Èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòåìà ðàçðàáîòàíà íà îñ-

íîâå êëèåíò-ñåðâåðíîé àðõèòåêòóðû, âûïîëíÿåòñÿ íà áîðòîâîì

âû÷èñëèòåëüíîì óñòðîéñòâå ïëàòôîðìû è ñîäåðæèò íàáîð ïðî-

ãðàììíûõ ìîäóëåé. Ìîäóëü çàãðóçêè äàííûõ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ

ïîäêëþ÷åíèÿ ê èçìåðèòåëüíîìó îáîðóäîâàíèþ è ïîëó÷åíèþ

äàííûõ. Îí ðåàëèçóåò âçàèìîäåéñòâèå ñ àïïàðàòíûì îáåñïå÷å-

íèåì: ðàäèîëîêàöèîííîé ñòàíöèåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè

î âûñîòå ñìåùåíèÿ âîäíîé ïîâåðõíîñòè, ñ ëèäàðîì äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ïðåïÿòñòâèÿõ íà ïóòè ñëåäîâàíèÿ ïëàò-

ôîðìû, ñ ìåòåîñòàíöèåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ïîãîäå.

Ïîëó÷àåìûå äàííûå çàïèñûâàþòñÿ â áàçó äàííûõ è ôàéëû.
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Ìîäóëü ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ ðåàëèçóåò íàáîð ïðîãðàììíûõ

ñòðóêòóð äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ñâÿçåé ìåæäó

íèìè. Ìîäóëü ãåîïðèâÿçêè ñ÷èòûâàåò ïîëîæåíèå ïëàòôîðìû

â ïðîñòðàíñòâå ïîñðåäñòâîì íàâèãàöèîííîãî îáîðóäîâàíèÿ, è

äîáàâëÿåò ýòó èíôîðìàöèþ â íàáîðû äàííûõ. Ìîäóëü ìîíèòî-

ðèíãà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïðåäîñòàâëÿåò îïåðàòèâíóþ èíôîð-

ìàöèþ î ñîñòîÿíèè îáîðóäîâàíèÿ è ðåñóðñàõ áîðòîâîãî âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà. Ìîäóëü àíàëèçà äàííûõ íåïðåðûâíî

ñ÷èòûâàþò èíôîðìàöèþ î ñìåùåíèè âîäíîé ïîâåðõíîñòè è

âûïîëíÿåò îáðàáîòêó äàííûõ. Êëèåíòñêàÿ ÷àñòü çàïóñêàåòñÿ

íà íîóòáóêå îïåðàòîðà è ïîäêëþ÷àåòñÿ óäàëåííî ê êîìïëåê-

ñó ïîñðåäñòâîì êàíàëîâ ðàäèîñâÿçè. Îíà ñîäåðæèò ãðàôè÷å-

ñêèé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ äëÿ îòîáðàæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

ïëàòôîðìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåäóòñÿ àêòèâíûå ðàáîòû ïî

äîðàáîòêå ïëàòôîðìû è ðàñøèðåíèþ ôóíêöèîíàëüíîñòè ïðî-

ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðà-

áîòû ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå ñòèïåíäèè ïðåçèäåíòà ÐÔ ìîëî-

äûì ó÷åíûì è àñïèðàíòàì íà 2015-2017 ãîäû (ÑÏ-193.2015.5).

Å.Ñ.Óëüÿíîâà, Ì.Â.Ôàëèëååâà

Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

ÀÍÀËÈÇ ÎÖÅÍÊÈ ÓÐÎÂÍß ÒÐÓÄÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×

ÏÎ ÒÅÌÅ �ÏËÎÙÀÄÜ� Ó×ÀÙÈÌÈÑß 5-Õ

ÊËÀÑÑÎÂ

Êàæäûé ó÷àñòíèê îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà èìååò ñâîå

ñóáúåêòèâíîå ìíåíèå îá óðîâíå òðóäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-

äà÷. Ïîçèöèÿ ó÷èòåëÿ îñíîâûâàåòñÿ íà åãî ïðîôåññèîíàëüíîì
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îïûòå, îñíîâàííîì íà àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé ó÷àùèõñÿ,

è óìåíèè ðåøàòü ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è.

Ïåðâàÿ öåëü íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü, êàê

îöåíêà óðîâíÿ òðóäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ó÷àùèõñÿ 5-õ

êëàññîâ ñâÿçàíà ñ óìåíèåì ðåøàòü ýòè çàäà÷è, ïîñêîëüêó íàøè

íàáëþäåíèÿ çà ïÿòèêëàññíèêàìè âî âðåìÿ óðîêîâ ìàòåìàòèêè

ïîêàçàëè, ÷òî ìíîãèå ïÿòèêëàññíèêè äîñòàòî÷íî íåîáúåêòèâíî

îöåíèâàþò ñâîè âîçìîæíîñòè â ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-

äà÷. Íàïðèìåð, êòî-òî óâåðåí, ÷òî âûïîëíèò âñå 3 çàäà÷è ïî

ìàòåìàòèêå èç ïðåäëîæåííûõ, à íà äåëå âûõîäèò, ÷òî ðåøèë

òîëüêî îäíó.

Âòîðàÿ öåëü íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ýòî ïîíÿòü, êàê îöåíè-

âàþò ó÷àùèåñÿ çàäà÷è ðàçëè÷íûõ óðîâíåé òðóäíîñòè. Ìû èñ-

ïîëüçîâàëè êëàññèôèêàöèþ ïî óðîâíÿì óñâîåíèÿ ïî Â. Ï. Áåñ-

ïàëüêî [1] äëÿ àíàëèçà çàäà÷ ïî òåìå �Ïëîùàäü� ó÷åáíèêà 5-ãî

êëàññà Í. ß. Âèëåíêèíà [2], ïî êîòîðîìó ïîëãîäà íàçàä íàøè

ïÿòèêëàññíèêè èçó÷àëè äàííóþ òåìó. Ìû îáíàðóæèëè, ÷òî çà-

äà÷è ê ïàðàãðàôó � ýòî çàäà÷è ó÷åíè÷åñêîãî (çàäà÷è íà îïî-

çíàíèå, ðàçëè÷èå è êëàññèôèêàöèþ), òèïîâîãî (ïîäñòàíîâêè,

êîíñòðóêòèâíûå, òèïîâûå çàäà÷è) è ýâðèñòè÷åñêîãî (çàäà÷è

íà ïðåîáðàçîâàíèå óñâîåííûõ ìåòîäèê è èõ ïðèñïîñîáëåíèå

ê ñèòóàöèè) óðàâíåíèé. Çàäà÷è òâîð÷åñêîãî óðîâíÿ óñâîåíèÿ

(çàäà÷è-ïðîáëåìû, áåç èçâåñòíûõ ìåòîäèê ðåøåíèÿ) íå ïðåä-

ñòàâëåíû â ó÷åáíèêå.

Ìû ïîïðîñèëè ó÷àùèõñÿ îöåíèòü óðîâåíü ñëîæíîñòè 4-õ

çàäà÷ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé óñâîåíèÿ ïî 10-áàëëüíîé øêàëå (0

� çàäà÷à ðåøàåòñÿ óñòíî, íå ïðåäñòàâëÿåò íè ìàëåéøåé ñëîæ-

íîñòè, 10 � çàäà÷à î÷åíü òðóäíàÿ, íå çíàþ, êàê åå ðåøèòü) è

ïîïðîñèëè ïèñüìåííî ðåøèòü åå. Ïðèâåäåì ïðèìåð èç ñïèñêà

ïðåäëîæåííûõ ó÷àùèìñÿ çàäà÷: �Îò ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòî-
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ðîíàìè 4 è 6 ñì îòðåçàëè òðåóãîëüíèê ïëîùàäüþ, ðàâíîé 1/4

ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà. Îò îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îòðåçàëè åùå

òðåóãîëüíèê � òðåòüþ ÷àñòü, äàëåå îò îñòàâøåéñÿ îòðåçàëè ïî-

ëîâèíó. Êàêîâà ïëîùàäü îñòàâøåéñÿ ôèãóðû?�

Îöåíêó ðåøåíèé çàäà÷ ó÷åíèêîâ ïðîâîäèëè ïî ñëåäóþùåé

øêàëå: 3 áàëëà � âåðíîå ðåøåíèå, 2 � ðåøåíèå íå äî êîíöà èëè

íå ïîëíîñòüþ, 1 áàëë � íåâåðíîå ðåøåíèå, 0 áàëëîâ � ðåøåíèå

íå ïðåäîñòàâëåíî. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíèé áàëë ïî ðåøåíèÿì

çàäà÷ ó÷àùèõñÿ â 2,5 ðàçà áîëüøå, ÷åì ñðåäíèé áàëë ïî óðîâ-

íþ îöåíèâàíèÿ òðóäíîñòè çàäà÷ ó÷àùèìèñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â öåëîì ó÷àùèåñÿ íåäîîöåíèâàþò óðî-

âåíü òðóäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. Òàêæå ìû âñåñòîðîííå

ïðîàíàëèçèðîâàëè, êàê îöåíèâàþò çàäà÷ó ó÷àùèåñÿ, ðåøèâøèå

çàäà÷ó âåðíî, íåâåðíî è òå, êòî íå ïðåäîñòàâèë ðåøåíèÿ. Íà-

ïðèìåð, çàäà÷ó �1 ðåøèëè âåðíî è îöåíèëè îò 0 äî 3 áàëëîâ �

56 % ó÷àùèõñÿ, òàêæå ðåøèëè âåðíî, íî îöåíèëè ïî øêàëå îò

4 äî 8 � 8 % ó÷àùèõñÿ è ðåøèëè âåðíî, íî îöåíèëè îò 7 äî 10

òàêæå 8 %.
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Ðåàêòîð äåãèäðèðîâàíèÿ èçîàìèëåíîâ â èçîïðåí ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñëîæíîå òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî. Â âåðõíåé åãî ÷à-

ñòè ðàñïîëîæåíî ãàçîðàñïðåäåëèòåëüíîå óñòðîéñòâî, îáåñïå÷è-

âàþùåå ñìåøåíèå ñûðüÿ (èçîàìèëåíû) è âîäÿíîãî ïàðà è èõ

ïîäà÷ó â ñëîé êàòàëèçàòîðà, ãäå è ïðîèñõîäÿò õèìè÷åñêèå ðå-

àêöèè, öåëåâûì ðåçóëüòàòîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäñòâî

òðåáóåìîãî ïðîäóêòà � èçîïðåíà. Êà÷åñòâî ñìåøåíèÿ ïàðà ñ

ñûðüåì ìîæíî îöåíèòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðû ñìå-

ñè íåïîñðåäñòâåííî íàä ñëîåì êàòàëèçàòîðà, ãäå óñòàíîâëåíû

òåðìîïàðû, òàê êàê èçîàìèëåíû è ïàð ïîäàþòñÿ â ðàñïðåäó-

ñòðîéñòâî ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ: 470 è 670 ◦C . Ôèêñè-

ðóåìûé òåðìîïàðàìè íåðàâíîìåðíûé ïðîãðåâ ñìåñè (ðàçáðîñ

ïîêàçàíèé äàò÷èêîâ äîñòèãàë 50 ◦C) ñâèäåòåëüñòâóåò î íåäî-

ñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîì ñìåøåíèè ïàðà è ñûðüÿ. Ïðè ýòîì ðàç-

ëè÷íûå ÷àñòè êàòàëèçàòîðà ðàáîòàþò â ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ

óñëîâèÿõ: íà îäíèõ ó÷àñòêàõ â çåðíèñòûé ñëîé âõîäèò õîëîä-

íîå, íåäîñòàòî÷íî ðàçáàâëåííîå ïàðîì ñûðüå, à íà äðóãèõ �

ïåðåãðåòîå ñûðüå ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðà. Î÷åâèäíî, â

ýòîé ñèòóàöèè ðåæèì ðàáîòû ðåàêòîðà â öåëîì áóäåò äàëåê îò

ðàñ÷åòíîãî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü ïðè÷èíû íèçêîãî êà÷åñòâî ñìåøå-

íèÿ è ïðåäëîæèòü ïóòè óñòðàíåíèÿ íåäîñòàòêîâ êîíñòðóêöèè

ãàçîðàñïðåäåëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà, áûëî ïðîâåäåíî ìàòåìà-
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òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òåðìîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â

ðåàêòîðå ñ èñïîëüçîâàíèåì CFD-ïàêåòà Fluent-Gambit 6.0 [9].

Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà

ñìåøåíèÿ ìû ïðåäëîæèëè ìîäåðíèçèðîâàòü ñóùåñòâóþùåå ãà-

çîðàñïðåäåëèòåëüíîå óñòðîéñòâî ïóòåì âûïîëíåíèÿ ïåðôîðà-

öèè òðóáû ïîäâîäà ñûðüÿ. Çà ñ÷åò ýòîãî ñìåøåíèå áóäåò ïðî-

èñõîäèòü âî âñåì îáúåìå ãàçîðàñïðåäåëèòåëüíîãî óñòðîéñòâà.

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåðíèçèðîâàííîãî ãàçîðàñïðåäåëè-

òåëüíîãî óñòðîéñòâà ïðåäïîëàãàåòñÿ ñíèæåíèå ïåðåïàäà òåìïå-

ðàòóð â âåðõíåì ñëîå êàòàëèçàòîðà äî 10 ◦C .
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Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïå-

ðåìåííîãî D =
{
z = reiθ : 0 < r < 1, 0 6 θ < 2π

}
, L = ∂D . Öå-

ëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ôóíêöèè Φ(z) , àíà-

ëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D è íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìîé íà âñå

òî÷êè êîíòóðà L, ïî êðàåâîìó óñëîâèþ

Re[e−iν(t)Φ(t)] =
c(t)

|G(t)|
, (1)

ãäå G(t) = a(t) − ib(t) , à ν(t) = argG(t) , a(t), b(t), c(t)

� çàäàííûå íà L äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå íà

èíòåðâàëå(0; 2π) , ïðè÷åì a2(t) + b2(t) ̸= 0 âñþäó íà L ñî ñëå-

äóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè äëÿ ôóíêöèè ν(t) , t = eiθ ,

ν(θ) =



ν+(θ)

sinρ θ
2

+ ν̃(θ), 0 < θ < π,

ν−(θ)

sinρ θ
2

+ ν̃(θ), π < θ < 2π.

(2)

Äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì êðàåâûì çàäà-

÷àì ñ áåñêîíå÷íûì èíäåêñîì, êîòîðûå èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ

[1�3], ãäå çàâèõðåíèå ν(t) ïðîèñõîäèëî â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êå. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèå ïðîõîäèëî íà êîíå÷íîì

êîíòóðå.
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Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëî ïîëó÷åíî îá-

ùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1) â êëàññå îãðàíè-

÷åííûõ ôóíêöèé âèäà

Φ(z) = −ieΓ(z)ei
leiα

(z−1)ρ F (z), (3)

ãäå F (z) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ, ïðè-

íèìàþùàÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ÷èñòî ìíèìîå çíà÷åíèå

è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà ãðàíèöå óñëîâèþ |F (t)| 6 CeQ(t), t =

= eiθ, C = const. Òàêæå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è (1). Íàïðèìåð, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè ρ > 1/2 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ν− < 0 èëè

ν+ > 0 , òî îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò ëèøü íóëåâîå

ðåøåíèå.
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ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÛÕ ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðî-

ñòðàíñòâà Rn = {x = (x1, x2, ..., xn)}, Ω ⊂ Rn, n > 2 .

Äëÿ àíèçîòðîïíûõ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå

n∑
α=1

(aα(x, uxα))xα − a0(x, u) = 0, x ∈ Ω; u
∣∣
∂Ω

= 0. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè aα(x, s), x ∈ Ω, s ∈ R, êà-
ðàòåîäîðèåâû è ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a0, âα, α =

= 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω, s, t ∈ R, ñïðàâåä-
ëèâû íåðàâåíñòâà:

(a0(x, s)− a0(x, t))(s− t) > a0B0(s− t), (2)

0 6 (aα(x, s)− aα(x, t))(s− t) 6 âαBα(s− t), α = 1, . . . , n. (3)

Çäåñü N �ôóíêöèè B0(z), B1(z), ..., Bn(z) è äîïîëíèòåëüíûå ê

íèì óäîâëåòâîðÿþò ∆2 -óñëîâèþ (ñì. [1]).

Â ðàáîòå [2] äëÿ àíèçîòðîïíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ñ íåñòåïåííûìè íåëèíåéíîñòÿìè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðå-

øåíèé çàäà÷è Äèðèõëå â ïðîèçâîëüíûõ íåîãðàíè÷åííûõ îáëà-

ñòÿõ. Ì. Ì. Áîêàëî, Î. Â. Äîìàíñêîé â [3] óñòàíîâëåíà åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåí-

íûìè ïîêàçàòåëÿìè íåëèíåéíîñòè. Çäåñü âûäåëåíû äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1) áåç îãðàíè÷åíèé íà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè |x| → ∞ .
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Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < ϵ < 1 , ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Bα(z
1+ϵ) ≺ B0(z), α = 1, 2, . . . , n. (4)

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) óñòàíîâëåíà ïðè óñëî-

âèè, ÷òî:

Bα(z) = cα|z|pα , |z| 6 1, pα > 1, cα > 0, α = 0, 1, . . . , n.

(5)

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîêàçàòåëè pα, α = 1, . . . , n óïîðÿäî÷åíû: p1 >
p2 > ... > pn, òîãäà ÷èñëà qα = p0pα

p0−pα
, α = 1, . . . , n, òàêæå

óïîðÿäî÷åíû: q1 > q2 > ... > qn . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî:

p0 > p1,
n∑

α=1

1

pα
> 1, qn > n. (6)

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2)− (6) , òîãäà îáîá-

ùåííîå ðåøåíèå u(x) çàäà÷è (1) åäèíñòâåííî.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÑÔ ÁàøÃÓ (ãðàíò B15-

13).
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ÈÇÄÀÒÅËÜÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ïðåäëîæåíû ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêó-

ìåíòàìè, â ÷àñòíîñòè, ðàçâèòû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1]. Êàê

èçâåñòíî, óïðàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêèì êîíòåíòîì âêëþ÷àåò îá-

ðàáîòêó, õðàíåíèå, îòîáðàæåíèå è ïîèñê èíôîðìàöèè. Îñîáåí-

íîñòü óïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè äàííûìè, ïðåæäå âñåãî,

çàêëþ÷àåòñÿ â ñòðóêòóðèðîâàííîñòè êàê òåêñòà (îïðåäåëåíèÿ,

òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâà è ò.ä.), òàê è ñàìèõ ôîðìóë (âëîæåí-

íîñòè è äð.).

Ðàçðàáîòàííîå òåõíîëîãè÷åñêîå ÿäðî ïîçâîëÿåò îáðàáàòû-

âàòü ñîäåðæèìîå äîêóìåíòîâ â ôîðìàòå OpenXML (ñì., íàïð.,

[2]) ñ âîçìîæíîñòüþ àíàëèçà èìåþùèõñÿ â íåì äàííûõ, â òîì

÷èñëå ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé.

Ìåòîä îáðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, ïðåäëîæåí-

íûé â ðàáîòå, îñíîâàí íà ÿçûêå ñåìàíòè÷åñêîé ðàçìåòêè

MathML (ñì., íàïð., [3]). Ñåìàíòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ

çàäà÷:

• õðàíåíèå äîêóìåíòîâ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì êîíòåíòîì;

• îòîáðàæåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ â Âåáå è íà ïîðòà-

òèâíûõ óñòðîéñòâàõ (ñì., íàïð., [4]);

• ïîèñê ïî ôîðìóëàì â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòàõ.

Íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ïðåäëîæåííîé òåõíîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
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êîíâåðòàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äàííûõ â ôîðìàòû Ñåìàíòè÷å-

ñêîãî Âåáà. Ïðîãðàììíûé ìîäóëü, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [1],

áûë ðåàëèçîâàí â âèäå òàáëèöû ñòèëåé XSLT (ñì., íàïð., [5]),

÷òî ïîçâîëèëî óñêîðèòü ïðîöåññ êîíâåðòàöèè. Àëãîðèòì ðàáî-

òû êîíâåðòåðà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Àëãîðèòì êîíâåðòàöèè OpenXML â TEX

Ïîèñê ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ôîðìóëàì òàêæå èñïîëüçóåò ðàç-

ðàáîòàííûå òàáëèöû ñòèëåé. Ïðîãðàììà ïîèñêà âêëþ÷àåò â ñå-

áå äâå ïîäñèñòåìû: ïåðâàÿ èíäåêñèðóåò ìàòåìàòè÷åñêèå âûðà-

æåíèÿ â êîëëåêöèè, è âòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ïîëüçîâàòåëüñêèé

èíòåðôåéñ ïîèñêà, îáðàáàòûâàþùèé çàïðîñ è âûäàþùèé íàé-

äåííûå ðåçóëüòàòû. Ñîçäàíèå èíäåêñèðóåìîãî ôàéëà ïîçâîëÿ-

åò óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü ïîèñêà. Îáùèé àëãîðèòì ðàáîòû

ïðîãðàììû ïîèñêîâèêà ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé áëîê-ñõåìå

(ñì. ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2. Àëãîðèòì ðàáîòû ïðîãðàììû ïîèñêà ïî ôîðìóëàì

Ïîèñêîâîå ÿäðî ñíà÷àëà èíäåêñèðóåò êîëëåêöèþ, ïåðåâîäÿ

ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëû â MathML, çàòåì ïðèâîäèò ê åäèíî-

ìó âèäó ñõîæèå ïî çíà÷åíèþ ôîðìóëû. Ïðè ââîäå ïîèñêîâîãî

çàïðîñà ãåíåðèðóåòñÿ ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, ïî êîòîðîìó è

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ñî-

äåðæèìûì áûëà óñòàíîâëåíà è èññëåäîâàíà èçäàòåëüñêàÿ ñè-

ñòåìà Open Journal Systems-2.4.6.0. Äëÿ ðàçâåðòûâàíèÿ ñèñòå-

ìû áûë ïðèìåíåí ëîêàëüíûé ñåðâåð Open Server-5.2.2, âêëþ÷à-

þùèé Apache-2.2, PHP-5.3, MySQL-5.5. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû

îòîáðàæåíèÿ ôîðìóë â âåáå ïðèìåíÿåòñÿ áèáëèîòåêà MathJax-

2.4 è KaTeX (ñì., íàïð., [6], [7]).
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðî-

åêòû � 15-07-08522, � 15-47-02472) è ÐÃÍÔ (ïðîåêò � 14-03-

12004).
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Â ËÎÊÀËÜÍÎÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Äàííàÿ ðàáîòà ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷

ôèçèêè è õèìèè ïëàçìû, à èìåííî, ñ ïðîöåññàìè îáðàáîòêè

ïîâåðõíîñòè â íåðàâíîâåñíîé íèçêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìå, â

òàêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ Â×Å�ðàçðÿä. Äèàãíîñòèêà

òàêèõ ðàçðÿäîâ çàòðóäíåíà è áîëüøóþ ðîëü ïðèîáðåòàåò ìîäå-

ëèðîâàíèå Â×Å�ðàçðÿäà. Ïðåäñòàâëåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ìîäåëü îïèñûâàåò åìêîñòíîé Â×�ðàçðÿä ìåæäó äâóìÿ ïëîñêî�

ïàðàëëåëüíûìè ýëåêòðîäàìè, îäèí èç êîòîðûõ çàçåìëåí, à äðó-

ãîé ñîåäèíåí ñ Â×Å�ãåíåðàòîðîì.

Â ðàáîòå [1] ïóòåì ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ïî óïðîùåí-

íîé êèíåòè÷åñêîé ñõåìå àðãîíà ïîêàçàíî èçìåíåíèå õàðàêòå-

ðèñòèê Â×Å�ðàçðÿäà â çàâèñèìîñòè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,

îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà îáðàçöà�ýëåêòðîäà. Ñäåëàí âûâîä î

íåîáõîäèìîñòè âêëþ÷åíèÿ â êèíåòè÷åñêóþ ñõåìó ìîëåêóëÿð-

íûõ èîíîâ è äèìåðîâ àðãîíà. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ïðåäñòàâëåíà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèå Â×Å�ðàçðÿäà â ëîêàëüíîì ïðèáëèæåíèè ïðè àòìî-

ñôåðíîì äàâëåíèè, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-

äèôôóçèè äëÿ ýëåêòðîííîãî è èîííîãî ãàçà, óðàâíåíèå Ïóàñ-

ñîíà äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, óðàâíåíèÿ áàëàíñà

ìåòàñòàáèëüíûõ àòîìîâ è íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, à òàêæå ñòà-

öèîíàðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè àòîìíî-èîííîãî ãàçà

è äîïîëíåííàÿ óðàâíåíèåì êîíâåêöèè-äèôôóçèè äëÿ ìîëåêó-

ëÿðíîãî èîíà è êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ äèìåðà àðãîíà,
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òàêèì îáðàçîì â ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ ýëåêòðîíû, àòîìíûå è

ìîëåêóëÿðíûå èîíû, ìåòàñòàáèëüíûå àòîìû è äèìåðû àðãî-

íà, à òàêæå àòîìû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Îïèñàííàÿ ñèñòåìà

êðàåâûõ è íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñêîëü-

êèìè îñîáåííîñòÿìè, îñëîæíÿþùèìè ðàçðàáîòêó àëãîðèòìà è

÷èñëåííîãî ìåòîäà åå ðåøåíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, îíà ñîñòîèò èç çàäà÷ ðàçíîãî òèïà: íà÷àëüíî�

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî òèïà è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðûõ âðåìÿ

âõîäèò êàê ïàðàìåòð, à òàêæå çàäà÷è Êîøè. Äîïîëíèòåëüíîå

óñëîæíåíèå îáóñëîâëåíî ðàçíûìè âðåìåííûìè ðàìêàìè èç-

ìåíåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèå

Â×Å�ðàçðÿäà ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ.

Âî-âòîðûõ, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

áîëüøèå ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è íàïðÿ-

æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ýëåêòðîííîé òåìïåðàòóðû â

ïðèýëåêòðîäíûõ ñëîÿõ íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òî åñòü,

åñëè â êâàçèíåéòðàëüíîé îáëàñòè äëÿ çàäà÷, ìû èìååì ïðîöåññ

ñ äîìèíèðîâàíèåì äèôôóçèè (ðåãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à),

òî â ïðèýëåêòðîäíûõ îáëàñòÿõ íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àé ñèëüíîãî

äîìèíèðîâàíèÿ êîíâåêöèè (ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à).

Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îáëàñòåé ñèëüíîãî èçìåíåíèÿ ðåøå-

íèÿ.

Â-òðåòüèõ, ïðåäñòàâëåííàÿ ñèñòåìà çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåëè-

íåéíîé êàê ïî îòäåëüíûì âõîäÿùèì â íåå óðàâíåíèÿì, òàê è â

öåëîì.

Â-÷åòâåðòûõ, íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà â îáëàñòÿõ

ñèëüíî ìåíÿþùèõñÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè íàëè÷èè áîëüøèõ ãðà-

äèåíòîâ ðåøåíèÿ.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû êðàå-

âûõ è íà÷àëüíî�êðàåâûõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëñÿ ïðèáëèæåííûé

ìåòîä, îñíîâàííûé íà êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è ñ

ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì äëÿ åå

ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Çíà÷åíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíê-

öèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöåíòðàöèÿì çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (ìî-

ëåêóëÿðíûõ è àòîìàðíûõ èîíîâ, ýëåêòðîíîâ, äèìåðîâ è ìå-

òàñòàáèëüíûõ àòîìîâ), îïðåäåëÿþòñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ,

òîãäà êàê àïïðîêñèìèðóþùèå ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ, ìåòàñòàáèëüíûå àòîìû è ãàçîâóþ òåìïåðàòóðó îïðåäåëåíû

âî âñåõ òî÷êàõ (âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûå). Ýòî îïðàâäàíî òåì, ÷òî

óñëîâèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñôîðìóëèðîâà-

íû ÷åðåç ïëîòíîñòè ïîòîêîâ äàííûõ ÷àñòèö.

Íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ èíòåãðî�

èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì [2] ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà íàïðàâ-

ëåííûõ ðàçíîñòåé [3]. Ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû ïðîâîäèòñÿ ïî

ìåòîäó òèïà Çåéäåëÿ, ïðè ýòîì ÷èñëåííûé àëãîðèòì îñíîâàí

íà îïóñêàíèè íåëèíåéíîñòè ïî âõîäÿùèì êîýôôèöèåíòàì íà

íèæíèé ñëîé. Íåëèíåéíûå êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå â ïðàâîé

÷àñòè áûëè ëèíåàðèçîâàíû ñ ïîìîùüþ ñõåìû Íüþòîíà [2]. Ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ãàçîâîé òåìïåðàòóðû ïðîâîäèëîñü 1 ðàç

çà ïåðèîä T ñ ïîìîùüþ âíóòðåííåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

òèïà ßêîáè. Ïëîòíîñòè ïîòîêîâ äëÿ èîííîãî è ýëåêòðîííîãî

ãàçà ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ìåòîäó Ãóììåëÿ [4].

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è âûÿâè-

ëè èçìåíåíèÿ ñîñòàâà ãàçà â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ðàçðÿäà, åñ-

ëè â íà÷àëå ïðåîáëàäàþò ìîëåêóëÿðíûå èîíû ïðè íåáîëüøîé

ãàçîâîé òåìïåðàòóðå à êîíöåíòðàöèÿ âîçáóæäåííûõ àòîìîâ è

äèìåðîâ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíàÿ, òî ïðè íàãðåâå ãàçà ïðîèñ-

õîäèò óìåíüøåíèå êîíöåíòðàöèè ìîëåêóëÿðíûõ èîíîâ è äèìå-
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ðîâ ïðè âîçðàñòàíèè êîíöåíòðàöèè àòîìàðíûõ èîíîâ è óìåíü-

øåíèè äèìåðîâ. Êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóëÿðíûõ èîíîâ áîëüøå â

ïðèýëåêòðîäíûõ ñëîÿõ, ãäå òåìïåðàòóðà ãàçà ìåíüøå. Ïðè ýòîì

â ðàçðÿäå ñóùåñòâóåò îáëàñòü ñîõðàíåíèÿ êâàçèíåéòðàëüíîñòè.

Ïóáëèêàöèÿ îñóùåñòâëåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå

ÐÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí â ðàìêàõ íà-

ó÷íûõ ïðîåêòîâ �� 15-41-02672 è 15-41-02569.
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Î ÏÎËÓÊÎËÜÖÀÕ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÑÎ ÇÍÀ×ÅÍÈßÌÈ Â (0,∞]

Â ñòàòüÿõ [1, 2] íà÷àòî èçó÷åíèå ïîëóêîëåö C∞(X) âñåõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X

ñî çíà÷åíèÿìè â ðàñøèðåííîì ÷èñëîâîì ëó÷å (0,∞] ñ ïîòî-

÷å÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé. Äëÿ

êàæäîé ôóíêöèè f ∈ C∞(X) îïðåäåëåíî çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî H(f) = f−1(∞) .

Â ðàáîòå [1] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå H-èäåàëà: èäåàë I ïî-

ëóêîëüöà C∞(X) íàçûâàåòñÿ H-èäåàëîì, åñëè H(f) = H(g)

âëå÷åò g ∈ I äëÿ ëþáûõ f ∈ I è g ∈ C∞(X) . H-èäåàëû â ïî-

ëóêîëüöå C∞(X) ÿâëÿþòñÿ áèèäåàëàìè, òî åñòü âûäåðæèâàþò

ñëîæåíèå ñ ëþáûì ýëåìåíòîì ïîëóêîëüöà. Áèèäåàëû îáðàçó-

þò â ðåøåòêå IdC∞(X) äèñòðèáóòèâíóþ ïîäðåøåòêó, êîòîðàÿ

ñîäåðæèò â ñâîþ î÷åðåäü ïîäðåøåòêó âñåõ H-èäåàëîâ.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì

îòäåëèìîñòè T1 è T3,5 , íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêèì. Òèõîíîâñêîå

ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ F-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ëþáàÿ

îãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ R-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

íà ïðîèçâîëüíîì êîíóëü-ìíîæåñòâå â X , íåïðåðûâíî ïðîäîë-

æàåòñÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî X . Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî X

íàçûâàåòñÿ P-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè âñå íóëü-ìíîæåñòâà ôóíê-

öèé èç C(X) îòêðûòî-çàìêíóòû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà X

ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. X � F-ïðîñòðàíñòâî.
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2. Âñå èäåàëû ïîëóêîëüöà C∞(X) ñóòü áèèäåàëû.

3. I + J = I
∩
J äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ I è J ïîëóêîëüöà

C∞(X) .

4. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ

(ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ñåìåéñòâà) èäåàëîâ ïîëóêîëüöà

C∞(X) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

5. Ðåøåòêà IdC∞(X) âñåõ èäåàëîâ ïîëóêîëüöà C∞(X) äèñ-

òðèáóòèâíà.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòà X ðàâ-

íîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. X � P-ïðîñòðàíñòâî;

2. äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C∞(X) èìååì

g ∈ fC∞(X) ⇐⇒ H(f) ⊆ H(g) ;

3. âñå èäåàëû ïîëóêîëüöà C∞(X) ÿâëÿþòñÿ H-èäåàëàìè;

4. ∀f ∈ C∞(X)∃g ∈ C∞(X)(f = f2g) ;

5. I ·J = I
∩
J äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ I, J ïîëóêîëüöà C∞(X) .
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ÄËß ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÓÑÊÎÐÅÍÈß
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ÏÅÐÅÍÎÑÀ

ÄËß ÐÀÄÈÀËÜÍÎ�ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ×

ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ ÌÍÎÃÎÔÀÇÍÛÕ ÆÈÄÊÎÑÒÅÉ

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ êîìïëåêñà ïðî-

ãðàìì äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà óñêîðåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ-

÷åòîâ óðàâíåíèé ïåðåíîñà äëÿ ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ çà-

äà÷ ôèëüòðàöèè ìíîãîôàçíûõ æèäêîñòåé. Ðàññìîòðåíèþ çà-

äà÷ ôèëüòðàöèè óãëåâîäîðîäîâ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòó-

ðà (ñì., íàïð., [1�3] è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ). Êàê îò-

ìå÷àåòñÿ â [3], ðàçðàáîòêà ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ ïðîáëåìó, äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ

êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷åíèå çíàíèé è îïûòà, íàêîïëåííûõ â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è èíæåíåðíîé ïðàêòèêè. Ïðèìåíå-

íèå êîìïëåêñíîãî ìóëüòèäèñöèïëèíàðíîãî ïîäõîäà ñòàëî îñî-

áåííî àêòóàëüíûì íà ñîâðåìåííîì ýòàïå, õàðàêòåðèçóþùåìñÿ,

ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóùåñòâåííûì óõóäøåíèåì ñòðóêòóðû çàïà-

ñîâ íåôòè è ãàçà, à ñ äðóãîé � ñîçäàíèåì ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ

òåõíîëîãèé â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèÿ ãåîëî-

ãè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ ïëàñòà, áóðåíèÿ è çàêà÷èâàíèÿ ñêâàæèí,

èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ áûñòðîäåéñòâóþùèõ êîìïüþòåðîâ äëÿ

ïðîâåäåíèÿ ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, ãåîëîãè÷åñêîãî è ãèäðîäè-

íàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåí-

òîâ äëÿ îáîñíîâàííîãî ïðèíÿòèÿ ñòðàòåãè÷åñêèõ è òàêòè÷å-
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ñêèõ ðåøåíèé ïðè ðàçðàáîòêå ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ èçâëå÷åíèÿ íåôòè è ãàçà.

Êàæäîå ìåñòîðîæäåíèå óíèêàëüíî, íåïðàâèëüíîå ïðèìåíåíèå

òåõ èëè èíûõ ìåòîäîâ âîçäåéñòâèÿ íà ïëàñò ìîæåò ïðèâåñòè ê

íåïîïðàâèìûì ïîñëåäñòâèÿì äëÿ ðàçðàáîòêè, ïîýòîìó îöåíêó

ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãèé ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé

êîíêðåòíîãî îáúåêòà è ïðîãíîçèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ýòîãî îáú-

åêòà öåëåñîîáðàçíî îñóùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ ïðåäâàðèòåëüíî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñêîðåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî

ÿâíîé ñõåìå äëÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà, èñïîëüçóåìîãî ïðè ìîäå-

ëèðîâàíèè íåôòÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé. Ïðè ðàñ÷åòå ðåàëüíûõ

ìåñòîðîæäåíèé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñåòêè ñ áîëüøèì ÷èñ-

ëîì óçëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ îáúå-

ìà âû÷èñëåíèé. Êàê èçâåñòíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíîé ñõåìû

äëÿ åå óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Êóðàíòà.

Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ òðåáóåò ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ

îáúåìà âû÷èñëåíèé. Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî

óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü óñêîðåíèå âðåìåíè âû÷èñëå-

íèé. Âåðèôèêàöèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà óñêîðåíèÿ ïîäðîáíî

îïèñàíà â ðàáîòàõ [4�6], â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîãî

ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå. Òàì

æå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçíûå øàãè ïî âðåìåíè è èõ

êîëè÷åñòâî â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìåñòîðîæäåíèÿ òàê, ÷òîáû ñ îä-

íîé ñòîðîíû, óìåíüøèòü îáúåì âû÷èñëåíèé, à ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì. Äîñòèæåíèÿ

ýòèõ öåëåé ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòè÷ü ïóòåì ââåäåíèÿ ëîêàëüíîãî

÷èñëà Êóðàíòà è ââåäåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ôèëüòðà-

öèè ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ øàãîâ. Â äàííîé ðàáîòå îïèñàííûé

ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðàäèàëüíîé çàäà÷è ñ öåëüþ îòñëåäèòü
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äâèæåíèå ôðîíòà íàñûùåííîñòè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî àëãîðèòìà áûë ñîçäàí êîì-

ïëåêñ ïðîãðàìì â ñðåäå Visual Studio [7]. Ðàçðàáîòàí èíòåðôåéñ

äëÿ çàäàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è: ãåîìåòðèÿ îáëàñòè, ðàäè-

óñ ñêâàæèíû è åå äåáèò, êîýôôèöèåíòû ïîðèñòîñòè, âÿçêîñòè.

Çàäàþòñÿ òàêæå íà÷àëüíîå äàâëåíèå è íàñûùåííîñòü, ïàðàìåò-

ðû ðàñ÷åòíîé ñåòêè, øàã ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Àëãîðèòì âûáîðà øàãîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà äëÿ

êàæäîé ÿ÷åéêè ñåòêè ðàññ÷èòûâàåòñÿ øàã ïî âðåìåíè, èñõî-

äÿ èç ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ Êóðàíòà, çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ íàè-

ìåíüøèé èç ðàññ÷èòàííûõ øàãîâ è îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò

óñêîðåíèÿ, ðàâíûé îòíîøåíèþ øàãà ïî âðåìåíè äëÿ ÿ÷åéêè

ê óêàçàííîìó íàèìåíüøåìó. Ïîëó÷åííûé êîýôôèöèåíò îêðóã-

ëÿåòñÿ â ñòîðîíó íóëÿ äî ÷èñëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåíüþ 2. Â

ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àåòñÿ èòîãîâûé âðåìåííîé

øàã, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ êîýôôèöèåíòà óñêîðåíèÿ íà íàè-

ìåíüøèé âðåìåííîé øàã, ÷òî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü óñêîðåíèå

àëãîðèòìà ðàñ÷åòà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîñòðîåííûõ øàãîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ðå-

øåíèå êàê óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, òàê è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíî-

ñòè.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììû ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè ðàñïðå-

äåëåíèÿ ôðîíòà íàñûùåííîñòè. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ñîçäàíèÿ ôàéëà ñ äàííûìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ êàðò íåôòåíàñûùåííîñòè, ñòðóêòóðó ðàñ÷åòíîé ñåòêè ïî-

ëó÷èâøåéñÿ â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà ðàñ÷åòíîé ñåòêè, â òîì

÷èñëå, êàðòû êðàòíîñòè øàãîâ ïî âðåìåííûì è ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì.

Ðàçðàáîòàííûé êîìïëåêñ áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ ìî-

äåëüíûõ çàäà÷ ôèëüòðàöèè. Áûëè ïîñòðîåíû ãðàôèêè, îïèñû-
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âàþùèå äâèæåíèå ôðîíòà íàñûùåííîñòè. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ

ïîêàçàë, ÷òî äâèæåíèå ôðîíòà â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåä-

ëîæåííîãî àëãîðèòìà ñ óñêîðåíèåì ñîâïàäàåò ñ âàðèàíòîì áåç

óñêîðåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâó-

þò î öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî â ðàáîòå ïîäõî-

äà. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ â ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîãî

ÿâíîãî ìåòîäà è ìåòîäà ñ óñêîðåíèåì ñîâïàäàþò ñ äîñòàòî÷íîé

òî÷íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèå Êóðàí-

òà äëÿ øàãà ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì æåñòêèì äëÿ çàäà÷

äàííîãî òèïà. Îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ øàãà ïî

âðåìåíè â íåñêîëüêî ðàç, ÷òî äà¼ò ñóùåñòâåííóþ ýêîíîìèþ ðå-

ñóðñîâ ÝÂÌ.

Ïóáëèêàöèÿ îñóùåñòâëåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå

ÐÔÔÈ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí â ðàìêàõ íà-

ó÷íîãî ïðîåêòà � 15-41-02315.
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ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ

Ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëèòü îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òà-

êîé ñîâðåìåííîé îáðàçîâàòåëüíîé òåõíîëîãèè êàê ýëåêòðîí-

íûé ó÷åáíèê ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå äèñòàíöèîííîãî îáðà-

çîâàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîííûé ó÷åáíèê ñîñòîèò

èç èçó÷àåìîãî òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ðàçîáðàííûõ ïðàê-

òè÷åñêèõ çàäà÷, çàäàíèé äëÿ ðàñ÷åòíûõ ðàáîò, ëàáîðàòîðíîãî

ïðàêòèêóìà è íàáîðà òåñòîâûõ çàäàíèé.

Âûÿâëåíî, ÷òî îñîáåííîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ýëåêòðîííîãî

ó÷åáíèêà â äèñòàíöèîííîì îáðàçîâàíèè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìîñòü ó÷åòà àêòèâíîé ðîëè îáó÷àåìîãî â ó÷åáíîì ïðîöåññå.
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Åùå îäíà âàæíàÿ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáó÷àþùèé-

ñÿ àêòèâíî ó÷àñòâóåò â àíàëèçå è ñòðóêòóðèðîâàíèè èíôîð-

ìàöèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå îñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ó

îáó÷àåìîãî ðàçâèâàåòñÿ ñïîñîáíîñòü ñàìîîáó÷åíèÿ, ñàìîêîí-

òðîëÿ è ñîòâîð÷åñòâà ñ ïðåïîäàâàòåëåì. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,

÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà ñ ýëåìåíòàìè

òåñòîâ, êîíòðîëüíûõ è ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò äîëæíû ïåðåñìàò-

ðèâàòüñÿ êðèòåðèè óñïåâàåìîñòè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ îñâîåíèÿ îáùåîáðàçîâà-

òåëüíûõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé ïðè èçó÷åíèè äèñ-

öèïëèíû ïî ýëåêòðîííîìó ó÷åáíèêó ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-

âàòü èíäèâèäóàëüíûé ïîäõîä ê êàæäîìó îáó÷àåìîìó. Äëÿ ýòî-

ãî íåîáõîäèìî:

1. Ïðîâåäåíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî ïñèõîëîãè÷åñêîãî òåñòèðî-

âàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïñèõîëîãè÷åñêîãî òèïà îáó÷àþùåãîñÿ

è îïåðàòèâíîé àäàïòàöèè ýëåêòðîííîãî êóðñà ê âûÿâëåííîìó

ïñèõîëîãè÷åñêîìó òèïó.

2. Ñîçäàíèå øèðîêîãî ñïåêòðà âîçìîæíîñòåé äëÿ êîíòðîëÿ

è ñàìîêîíòðîëÿ îáó÷àþùåãîñÿ.

3. Ïðè ñîçäàíèè ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà íåîáõîäèìî èñ-

ïîëüçîâàòü ïðåèìóùåñòâà âèðòóàëèçàöèè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà,

ìàêñèìàëüíî ïîëíî ïðåäñòàâèòü ìîäåëè è ïðîöåññû â ó÷åáíè-

êå, âíåäðÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëÿì, ïðîöåññàì è ÿâëåíèÿì

òðåíàæåðû.

Ïðè èçó÷åíèè êóðñà ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà îáó-

÷àþùèéñÿ ñòóäåíò äîëæåí ÷åòêî îñîçíàâàòü ïîñòàâëåííûå ïå-

ðåä íèì öåëè è çàäà÷è ó÷åáíîé äèñöèïëèíû. Äëÿ ýòîãî ïðè ïî-

ñòðîåíèè êóðñà íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, êàêèå ïðèíöèïû àíàëèçà

è âîñïðèÿòèÿ èíôîðìàöèè, ïîñòàíîâêè öåëåé áóäóò ïðèìåíå-

íû, êàêèì ñïîñîáàì îáîáùåíèÿ è àíàëèçà èíôîðìàöèè ñòóäåíò
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áóäåò îáó÷åí, êàêèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è îí äîëæåí óìåòü ðå-

øàòü â ðåçóëüòàòå îñâîåíèÿ êóðñà, êàêèå ìåòîäèêè äîêàçàòåëü-

ñòâà áóäóò ïðèìåíåíû.

Ó÷åò ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ è öåëåé íåîáõîäèì êàê äëÿ êóð-

ñà â öåëîì, òàê è äëÿ îòäåëüíûõ ìîäóëåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ýô-

ôåêòèâíûì ïîäõîäîì ê ïðèìåíåíèþ ýëåêòðîííûõ ó÷åáíèêîâ

â äèñòàíöèîííîì îáðàçîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ìîäóëüíûé ïîäõîä ê

èçó÷åíèþ êóðñà. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî íàëè÷èå òåñòîâûõ çà-

äàíèé êàê ïî âñåìó êóðñó, òàê è ïî îòäåëüíûì ìîäóëÿì, ïðè

èçó÷åíèè êîòîðûõ îáó÷àåìûé ïîëó÷àåò çíàíèÿ è íàâûêè ïî

îïðåäåëåííîé îáëàñòè èçó÷àåìîãî ïðåäìåòà.
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