
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

2017, Т. 159, кн. 3 ISSN 2541-7746 (Print)
С. 340–353 ISSN 2500-2198 (Online)

УДК 532.546

ПОЛУАНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
НЕСТАЦИОНАРНОГО ПРИТОКА ЖИДКОСТИ

К НЕСОВЕРШЕННОЙ СКВАЖИНЕ

П.Е. Морозов
Институт механики и машиностроения КазНЦ РАН, г. Казань, 420111, Россия

Аннотация

В работе получено решение задачи нестационарного притока жидкости к несовершен-
ной вертикальной скважине, работающей с постоянным дебитом в анизотропном пласте
с непроницаемыми кровлей и подошвой. Задача сводится к системе интегральных уравне-
ний в пространстве изображений по Лапласу, связывающей перепад давления и распреде-
ление притока жидкости в интервале вскрытия. Учтено произвольное число и положение
интервалов вскрытия относительно кровли и подошвы пласта, а также влияние объема
ствола скважины и неравномерного скин-фактора. На основе метода суперпозиции полу-
чено решение задачи притока жидкости к несовершенной скважине после ее остановки.
Установлено, что в процессе восстановления давления в закрытой на забое несовершенной
скважине через интервалы вскрытия происходит переток жидкости.
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шенная скважина, анизотропный пласт, неравномерный скин-фактор, влияние объема
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Введение

При разработке и эксплуатации нефтегазовых месторождений, подземных хра-
нилищ газа, водоносных пластов нередко встречаются скважины с двойным видом
несовершенства – как по степени, так и характеру вскрытия пласта. В призабой-
ной зоне гидродинамически несовершенной скважины возникают дополнитель-
ные фильтрационные сопротивления, которые оказывают существенное влияние
на продуктивность и динамику изменения забойного давления. В связи с этим изу-
чение особенностей притока жидкости к гидродинамически несовершенным сква-
жинам имеет большое практическое значение.

Впервые аналитическое решение задачи нестационарного притока жидкости
и газа к несовершенной скважине с рабочей частью, примыкающей к кровле
пласта, было получено в работе А.Л. Хейна [1] на основе замены ствола сква-
жины линейным стоком постоянной интенсивности. В дальнейшем такой подход
представления несовершенной скважины применялся в работах многих других
авторов [2–13]. Модель несовершенной скважины с равномерным распределением
притока жидкости в интервале вскрытия пласта приводит к неравномерному рас-
пределению давления в этом интервале. Более физически обоснованной считается
модель бесконечно-проводимой скважины с условием постоянства давления в ин-
тервале вскрытия. Часто используется приближенный прием, который заключа-
ется в том, что в моделях с равномерным распределением притока жидкости по
стволу скважины в качестве забойного берется средневзешенное давление в интер-
вале вскрытия [3–5, 7, 12, 13] или давление в некоторой фиксированной точке в
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Рис. 1. Схема пласта, частично вскрытого вертикальной скважиной

стволе скважины [1, 6, 11]. Для более точного учета условия постоянного давления
в интервале вскрытия используется нелокальное граничное условие [14–18]. В этом
случае задача сводится к совместному определению забойного давления и плотно-
сти притока жидкости в интервале вскрытия пласта. На основе данного подхода
в работе [14] получено аналитическое решение задачи нестационарного притока
воды к несовершенной скважине в анизотропном напорном пласте с учетом скин-
эффекта при заданном постоянном напоре в скважине. Обобщенная аналитическая
модель нестационарного притока к несовершенной скважине в напорном и безна-
порном пласте с перетеканием с учетом скин-эффекта конечной толщины пред-
ставлена в [15, 16]. В работе [19] на основе численного решения задачи методом
конечных разностей изучалось совместное влияние частичного вскрытия пласта,
анизотропии проницаемости, объема ствола скважины и скин-эффекта на кривые
изменения давления в несовершенной скважине. В [20–22] получено аналитиче-
ское решение задачи нестационарного притока жидкости к вертикальной скважине
в анизотропном пласте с несколькими интервалами вскрытия. В работе [23] разра-
ботана аналитическая модель нестационарного притока жидкости к вертикальной
скважине с неравномерно распределенным скин-фактором по длине ствола.

В настоящей работе получено обобщенное полуаналитическое решение за-
дачи нестационарного притока жидкости к несовершенной вертикальной скважине
в анизотропном пласте с учетом влияния объема ствола скважины и неравно-
мерного распределения скин-фактора по длине интервала вскрытия. На основе
предположения о равномерности притока жидкости в интервале вскрытия дано
приближенное аналитическое решение задачи.

1. Постановка задачи

Процесс нестационарного притока жидкости к несовершенной вертикальной
скважине в бесконечном по простиранию анизотропном пласте (рис. 1) описывается
уравнением пьезопроводности [19]
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Здесь p – давление, kr , kz – горизонтальная и вертикальная проницаемость пласта
соответственно, µ – вязкость, β∗ – упругоемкость, pk – пластовое давление, pc –
давление на забое скважины, rc – радиус скважины, Q – дебит, C – коэффициент
влияния объема ствола скважины, S (z) – скин-фактор.

Запишем систему уравнений (1)–(6) в безразмерном виде
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Таким образом, задача состоит в нахождении забойного давления pc и при-
тока жидкости в интервале вскрытия q (z) при известных параметрах пласта и
скважины.

2. Полуаналитическое решение задачи

Применяя к (7)–(12) преобразование Лапласа по времени и конечное косинус-
преобразование Фурье по координате zd для безразмерного давления в пласте,
получим выражение

pd (rd, zd, u) = F (rd, u)
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) , K0 (x) , K1 (x) – модифицированные функции Бесселя второго рода
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0-го и 1-го порядка соответственно. Радиальная и вертикальная компоненты скоро-

сти фильтрации в изображениях по Лапласу равны соответственно wr =
Q
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dpd

drd

и wz =
Qkz

2πh2kr
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dzd
.

Если несовершенная скважина находится в центре пласта с круговым контуром
питания, то вместо (9) используется граничное условие pd (red, zd, td) = 0 . Тогда
в (13) необходимо положить
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где red = re/rc – безразмерный радиус пласта, а I0 (x) и I1 (x) – модифицирован-
ные функции Бесселя первого рода 0-го и 1-го порядка. Для замкнутого кругового

пласта граничное условие принимает вид
∂pd

∂rd
(red, zd, td) = 0 и в этом случае в (13)
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Плотность притока жидкости и безразмерное давление на забое скважины опре-
деляются из решения системы интегральных уравнений:

pcd (u) = F (1, u)

z2d∫

z1d

qd (ζ) dζ + S (zd) qd (zd)+

+ 2
∞∑

m=1

F (1, λm) cos (πmzd)

z2d∫

z1d

qd (ζ) cos (πmζ) dζ, (14)

z2d∫

z1d

qd (ζ) dζ =
1
u
− Cdupcd. (15)

Используя метод зеркального отображения [24], найдем изменение давления
в несовершенной скважине в пласте с прямолинейной непроницаемой границей
или прямолинейным контуром питания на расстоянии re от скважины. Такой тип
границ пласта моделирует линейный сброс или разлом. Для несовершенной сква-
жины в полубесконечном пласте в (14) необходимо положить

F (α, β) =
K0

(
α
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β
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(
red

√
β
)

√
βK1

(√
β
) ,

где знак “+” берется в случае прямолинейной непроницаемой границы, а знак “–” –
в случае прямолинейного контура питания.

Система интегральных уравнений (14), (15) решается численно. Для этого ин-
тервал вскрытия разбивается на M сегментов и полагается, что приток жидкости
к каждому сегменту является равномерным. В результате для определения изобра-
жений по Лапласу притока жидкости к интервалу вскрытия и изменения давления
на забое скважины получим систему уравнений

pcd (u) = F (1, u)
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, j = 1, . . . , M, (16)
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M∑

i=1

qi∆ζi =
1
u
− Cdupcd (u) , (17)

где
∆ζi = ζi − ζi−1, i = 1, . . . , M ;

ζi = (ζi + ζi−1) /2, i = 1, . . . , M ; z1d = ζ0 < ζ1 < · · · < ζM = z2d.

Запишем систему уравнений (16)–(17) в векторно-матричном виде
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где

Aij = F (1, u)∆ζi + 2
∞∑

m=1

F (1, λm)
mπ

sin
(

mπ∆ζi

2
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.

Обратное преобразование Лапласа осуществляется численно на основе алго-
ритма Стефеста, что требует многократного решения системы линейных алгебраи-
ческих уравнений (18) с плотной матрицей. Для её решения используется ста-
билизированный метод бисопряженных градиентов BiCGStab с предобусловлива-
нием [25].

3. Приближенное аналитическое решение

Допустим, что распределение притока жидкости в интервале вскрытия явля-
ется равномерным. Тогда, интегрируя уравнение (14) по zd с учетом (15), найдем
средневзвешенное давление в интервале вскрытия:

pav (u) =
1

z2d − z1d

z2d∫

z1d

pcd (u) dzd =
upd (u) + S

u + Cdu2 [upd (u) + S]
, (19)

где

pd (u) =
F (1, u)

u
+

2
u (z2d − z1d)

2

∞∑
m=1

F (1, λm)
m2π2

[sin (mπz2d)− sin (mπz1d)]
2
,

S =
1

(z2d − z1d)
2

z2d∫

z1d

S (zd) dzd.

Следует отметить, что в случае бесконечного по простиранию пласта полученное
решение (19) c точностью до обозначений совпадает с решением задачи из [12].
Если в (19) положить z1d = 0 и z2d = 1 , то получим известные решения из [26, 27]

pcd (u) =
F (1, u) + S

u + Cdu2 [F (1, u) + S]
. (20)
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Рис. 2. Сравнение полуаналитического и приближенного аналитического решений задачи
с численным решением из работы [19]: 1 – hd = 100 , S = 0 , Cd = 50 , z2d − z1d = 0.5 ;
2 – hd = 100 , S = 2.5 , Cd = 50 , z2d − z1d = 0.5 ; 3 – hd = 500 , S = 0 , Cd = 250 ,
z2d − z1d = 0.25 ; 4 – hd = 500 , S = 5 , Cd = 250 , z2d − z1d = 0.25

4. Верификация решения и результаты расчетов

На рис. 2 представлены результаты расчетов безразмерного давления в несовер-
шенной скважине, полученные на основе полуаналитического решения (16), (17)
(сплошные линии), приближенного аналитического решения (19) (пунктирные ли-
нии), а также численное решение задачи (символы) из [19]. Расчеты проводились
для несовершенной скважины с рабочей частью, примыкающей к кровле пласта,
при различных значениях безразмерных величин влияния ствола скважины, тол-
щины пласта, интервала вскрытия пласта. Предполагалось, что скин-фактор рас-
пределен равномерно по интервалу вскрытия.

Из рис. 2 видно, что кривые изменения давления в несовершенной скважине,
полученные разными методами, достаточно хорошо согласуются между собой.

На рис. 3 приведены поля давления в окрестности несовершенной скважины,
рассчитанные на основе предложенной аналитической модели при равномерном
(S (z) = 5 , z1 ≤ z ≤ z2 ) и линейном (S (z) = 10 (z − z1) / (z2 − z1) , z1 ≤ z ≤ z2 ))
распределениях скин-фактора по длине интервала вскрытия на момент времени
t = 100 ч. Расчеты проводились при следующих параметрах: pk = 10 МПа,
kr = 0.01 мкм2 , kz = 0.001 мкм2 , µ = 1 мПа ·с, β∗ = 2 · 10−4 МПа−1 , Q =
= 10 м3/сут, C = 1 · 10−2 м3/МПа, rc = 0.1 м, h = 10 м, z1 = 4 м, z2 = 8 м.
Распределение притока жидкости по длине интервала вскрытия на момент времени
t = 100 ч приводится на рис. 4, а. Пунктирной линией показан график распреде-
ления притока жидкости при нулевом скин-факторе. Расчеты показали, что при
равномерном распределении скин-фактора приток жидкости максимален на кон-
цах интервала вскрытия, причем с увеличением скин-фактора профиль притока
выполаживается. Расстояние от скважины, на котором нарушается радиальность
течения жидкости, зависит от распределения скин-фактора по длине интервала
вскрытия и анизотропии.

Далее рассматривается задача определения притока жидкости к несовершенной
скважине после ее остановки. Следуя методу суперпозиции, допустим, что начиная
с момента времени T совместно с продолжающей работать скважиной запущена
в работу мнимая скважина с дебитом −Q . В результате суммарный отбор жид-
кости из пласта будет равен нулю. На рис. 4, б показаны графики распределения
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Рис. 3. Поле давления в окрестности несовершенной скважины при равномерном (а) и ли-
нейном (б ) распределениях скин-фактора по длине интервала вскрытия

0 4 8 12 16
0

2

4

6

8

10

z,
м

q z), м2/

1

2

-0,05 0 0,05 0,1 0,15
0

2

4

6

8

10

z,
м

q z), м2/

1

2

� ) �
)

Рис. 4. Распределение притока жидкости по длине интервала вскрытия после пуска (а)
и остановки (б ) скважины (1 – при равномерном распределении скин-фактора, 2 – при
линейном распределении скин-фактора)

притока жидкости по длине интервала вскрытия пласта в момент времени t =
= 0.1 ч после остановки скважины. Расчеты проводились при условии закрытия
скважины на ее забое, то есть полагалось, что C = 0 . Кривая 1 соответствует по-
стоянному распределению скин-фактора, а кривая 2 – линейному распределению
скин-фактора. Видно, что через интервал вскрытия пласта происходит переток
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Рис. 6. Распределение притока жидкости по длине интервалов вскрытия после пуска (а)
и остановки (б ) несовершенной скважины

жидкости. Эффект «перетока» объясняется тем, что ствол несовершенной сква-
жины представляет собой высокопроводящий канал в пористой среде и участвует
в процессе перераспределения давления в пласте после остановки скважины.

Полученное решение задачи можно обобщить на тот случай, если несовершен-
ная скважина имеет более чем один интервал вскрытия. Для этого достаточно
в выражениях (11), (13)–(15) заменить интегралы суммой интегралов, взятых по
соответствующим интервалам вскрытия пласта. На рис. 5 приводится поле дав-
ления в окрестности несовершенной скважины с тремя интервалами вскрытия.
На рис. 6, а показан график распределения притока жидкости в интервалах вскры-
тия на момент времени t = 100 ч после пуска скважины, а на рис. 6, б – на момент
времени t = 0.1 ч после ее остановки.

Рассмотрим вертикальную скважину, вскрывающую пласт на всю толщину,
с линейным распределением скин-фактора по стволу S (zd) = 10zd , 0 ≤ zd ≤ 1 .
На рис. 7, а представлено поле давления в окрестности ствола скважины в случае
изотропного пласта, а на рис. 7, б – в случае анизотропного пласта с параметром
анизотропии kz/kr = 0.1 . Видно, что неравномерное распределение скин-фактора
по стволу скважины и анизотропия проницаемости пласта приводят к нарушению
радиальности течения в окрестности скважины.
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Рис. 8. Распределение притока жидкости по длине ствола вертикальной скважины после
пуска (а) и остановки (б ) скважины

На рис. 8, а приведены графики распределения притока жидкости по длине
ствола скважины при линейном (сплошная линия) и равномерном (пунктирная
линия) распределениях скин-фактора. В вертикальной скважине с неравномерным
распределением скин-фактора также наблюдается эффект «перетока» жидкости
через ствол скважины после ее закрытия на забое (рис. 8, б, сплошная линия). Для
вертикальной скважины с равномерным распределением скин-фактора по длине
ствола эффект «перетока» не наблюдается (рис. 8, б, пунктирная линия). В этом
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случае течение жидкости в пласте является плоскорадиальным и продуктивность
скважины не будет зависеть от анизотропии проницаемости пласта.

Заключение

В работе получено полуаналитическое решение задачи нестационарного при-
тока жидкости к вертикальной скважине с двойным видом несовершенства. Учи-
тывается произвольное число и положение интервалов вскрытия относительно
кровли и подошвы пласта, а также влияние объема ствола скважины и нерав-
номерного распределения скин-фактора. Рассмотрены случаи неполного вскрытия
вертикальной скважиной бесконечного по простиранию пласта, открытого и за-
мкнутого кругового пласта, полубесконечного пласта с прямолинейной непроница-
емой границей и прямолинейным контуром питания.

Расчеты показали, что после остановки несовершенной скважины с закрытием
на забое через интервалы вскрытия происходит переток жидкости. Аналогичный
эффект «перетока» жидкости наблюдается в стволе горизонтальной скважины по-
сле ее остановки [28].

Полученные в работе решения задачи нестационарного притока жидкости
к несовершенной скважине могут быть использованы для определения фильтра-
ционно-емкостных параметров пластов по результатам гидродинамических иссле-
дований скважин.
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Abstract

An analytical solution of the problem of unsteady fluid flow to a partially penetrating well
flowing at constant rate in an anisotropic reservoir with the impermeable top and bottom
boundaries has been obtained. The problem reduces to a system of integral equations in
the Laplace transform domain that connects the pressure drop and flux distribution along the
open interval. The arbitrary number and position of the opening intervals relative to the top
and bottom boundaries have been taken into account, as well as the wellbore storage effect
and non-uniform skin effect. By using the superposition method, the solution for unsteady
fluid flow to a partially penetrating well after its shut down has been obtained. Simulations
have showed that the fluid overflow takes place through the opening intervals after a well is
shut down at the bottomhole.

Keywords: semi-analytical solution, unsteady fluid flow, partially penetrating well,
anisotropic reservoir, non-uniform skin effect, wellbore storage effect, “overflow” effect

Figure Captions

Fig. 1. The scheme of a layer that is partially penetrated by a vertical well.

Fig. 2. The comparison of the semi-analytical and approximate analytical solutions with
the numerical solution from [19]: 1 – hd = 100, S = 0, Cd = 50, z2d−z1d = 0.5; 2 – hd = 100,
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S = 2.5, Cd = 50, z2d − z1d = 0.5; 3 – hd = 500, S = 0, Cd = 250, z2d − z1d = 0.25; 4 –
hd = 500, S = 5, Cd = 250, z2d − z1d = 0.25.

Fig. 3. The pressure field near the partially penetrating well at the uniform (a) and
linear (b) distributions of the skin effect along the length of the penetration interval.

Fig. 4. The distribution of the fluid inflow along the length of the penetration interval
after the start-up (a) and shut-down (b) of the well (1 – at the uniform distribution of the skin
effect, 2 – at the linear distribution of the skin effect).

Fig. 5. The pressure field near the partially penetrating well with three penetration inter-
vals.

Fig. 6. The distribution of the fluid inflow along the penetration intervals after the start-up
(a) and shut-down (b) of the the partially penetrating well.

Fig. 7. The pressure filed near the vertical well in the isotropic (a) and anisotropic (b)
layer at the linear distribution of the skin effect.

Fig. 8. The distribution of the fluid inflow along the wellbore after the start-up (a) and
shut-down (b) of the well.
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