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Аннотация

В работе исследована сложность реализации систем мономов для некоторых моделей,
допускающих многократное использование промежуточных результатов, в частности, для
схем композиции и схем умножения.

Для указанных моделей изучены функции шенноновского типа, характеризующие
максимальную сложность вычисления систем мономов, показатели степеней которых
не превосходят соответствующих элементов заданной матрицы A . Установлено, что для
схем композиции при условии неограниченного роста максимума элементов матрицы та-
кая функция асимптотически растет как двоичный логарифм максимального по модулю
(без учёта знака) элемента определителя матрицы A . Используя обобщённые схемы в ка-
честве вспомогательной модели, удалось (при некоторых слабых ограничениях) перенести
этот результат на модель схем умножения.

Ключевые слова: система мономов, сложность вычисления, схемная сложность,
функция Шеннона

В работе исследуются вопросы схемной сложности реализации систем мономов
в моделях схем умножения, обобщённых схем и схем композиции. Дадим опреде-
ления в рамках общего подхода к изучению сложности в этих трёх моделях.

Пусть задан набор операций над мономами. Схемой над системой мономов M0

будем называть такую последовательность мономов, которая удовлетворяет следу-
ющим условиям:

– последовательность начинается с системы мономов M0 (расположенных
в произвольном порядке);

– каждый из мономов последовательности, не принадлежащий системе M0 ,
получается применением допустимых для данной модели операций к некоторым
предшествующим ему мономам (запись этой операции будем называть правилом
вычисления данного монома в данной схеме).

Дадим набор определений, связанных с понятием схемы.
1. Схема S реализует моном U , если U ∈ S .
2. Схема S реализует систему мономов M , если она реализует каждый моном

из системы M .
3. Сложность схемы S – это количество используемых в ней операций, то есть

разность между количеством мономов в схеме S и количеством мономов в сис-
теме M0 .
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4. Сложность реализации системы мономов M – это минимальная сложность
схемы, реализующей систему мономов M над системой всех её переменных.

5. Сложность реализации системы мономов M над системой мономов M0 –
это минимальная сложность схемы, реализующей систему мономов M над систе-
мой мономов M0 .

6. Так как система мономов

MA = {x1
a11x2

a12 . . . xq
a1q , x1

a21x2
a22 . . . xq

a2q , . . . , x1
ap1x2

ap2 . . . xq
apq}.

однозначно определяется целочисленной неотрицательной матрицей

A =




a11 a12 . . . a1q

a21 a22 . . . a2q

. . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . apq


 ,

то можно говорить о сложности реализации матрицы A , понимая под этим
сложность реализации системы мономов MA . В дальнейшем во всех обозначениях
сложности будем допускать замену системы мономов на соответствующую матрицу
и наоборот.

Таким образом, в зависимости от заданного набора операций мы получаем
разные модели вычисления систем мономов. Операции умножения соответствует
классическая модель (схемы умножения). Набору из двух операций – операции
умножения и операции возведения в любую рациональную степень r ∈ (1, 2] –
соответствуют обобщённые схемы [1]. Операции композиции соответствуют схемы
композиции [2–5].

Будем использовать обозначение l(S) для сложности схемы умножения S , обо-
значение l(M) для сложности реализации системы мономов M схемами умно-
жения и обозначение l(M/M0) для сложности реализации системы мономов M
схемами умножения над системой мономов M0 . Аналогично, для обобщённых схем
будем использовать обозначения λ(S) , λ(M) и λ(M/M0) , а для схем композиции –
обозначения lsh(S) , lsh(M) и lsh(M/M0) .

Для произвольных матриц A и B одинакового размера p × q будем исполь-
зовать обозначение B ≤ A , если bij ≤ aij , i = 1, . . . , p , j = 1, . . . , q . Пусть A –
целочисленная неотрицательная матрица без нулевых строк и столбцов. Рассмот-
рим функции шенноновского типа

L(A) = max l(B), Lλ(A) = max λ(B), Lsh(A) = max lsh(B),

где максимум берётся по всем целочисленным неотрицательным матрицам B , для
которых выполнено условие B ≤ A . Эти функции характеризуют сложность ре-
ализации самой сложной матрицы, «не превосходящей» данной матрицы A , для
соответствующих моделей вычислений.

Для произвольной квадратной матрицы B = (bij) порядка n положим

dMT (B) = max
σ∈Sn

(b1σ(1)b2σ(2) . . . bnσ(n)).

Таким образом, величина dMT (B) равна значению максимального слагаемого (без
учёта знака) определителя матрицы B . Далее, для произвольной матрицы A по-
ложим DMT (A) = max dMT (B) , где максимум берётся по всем квадратным под-
матрицам B матрицы A .

Для произвольной целочисленной неотрицательной матрицы A = (aij) введём
также обозначения

H(A) = |{aij | aij 6= 0}|, a+
ij = max (aij , 1), A+ = (a+

ij).
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Легко видеть, что если в матрице A есть ненулевые элементы, то DMT (A+) =
= DMT (A) .

Лемма 1. Если существуют схемы умножения (обобщённые схемы, схемы
композиции) , реализующие систему мономов M1 над системой мономов M0 и
систему мономов M над системой мономов M1 , то

l(M/M0) ≤ l(M1/M0) + l(M/M1)
(
λ(M/M0) ≤ λ(M1/M0) + λ(M/M1),

lsh(M/M0) ≤ lsh(M1/M0) + lsh(M/M1)
)
.

Лемма 2. Пусть мономы U = x1
a1x2

a2 . . . xq
aq и V = x1

b1x2
b2 . . . xq

bq удовле-
творяют условиям ak ≥ bk > 0 , k = 1, . . . , q . Тогда1

lsh(U/V ) =
⌈
log max

k:1≤k≤q

ak

bk

⌉
.

Лемма 3. Для монома U = x1
a1 . . . xq

aq справедливо равенство

lsh(U) =
⌈
log max

k:1≤k≤q
ak

⌉
+ q − 1.

Доказательства лемм 2 и 3 можно найти в работе [5].

Лемма 4. Пусть для монома U = x1
a1x2

a2 . . . xq
aq и системы мономов M =

= {x1
b1 , x2

b2 , . . . , xq
bq} выполнены условия ak ≥ bk > 0 , k = 1, . . . , q . Тогда

λ(U/M) ≤
⌊
log max

k:1≤k≤q

ak

bk

⌋
+ 2q − 1.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что

a1

b1
≥ a2

b2
≥ . . . ≥ aq−1

bq−1
≥ aq

bq
.

Положим
b′k = ak · 2−blog ak/bkc, k = 1, . . . , q,

M ′ = {xk
b′k , k = 1, . . . , q}.

Тогда для любого k = 1, . . . , q выполнено условие

λ(xk
b′k/xk

bk) =
⌈
log

b′k
bk

⌉
=

⌈
log

bk

ak

⌉
+

⌊
log

ak

bk

⌋
≤ 1. (1)

Обобщённую схему, реализующую моном U над системой мономов M ′ , можно
построить индуктивно по следующему алгоритму.

Схема начинается с системы мономов M ′ . Сначала рассматривается мо-
ном x1

b′1 . В дальнейшем рассматривается последний добавленный моном.
Пусть рассматриваемый моном схемы имеет вид x1

c1 , x2
c2 , . . . , xm

cm .
Если m = q и cq = aq , то на этом построение схемы заканчивается.

1Здесь и далее log обозначает логарифм по основанию 2.
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Если m = q и cq < aq или m < q и am/cm = am+1/cm+1 , то сделаем шаг типа I:
добавим в схему моном x1

c1 , x2
c2 , . . . , xm

cmxm+1
cm+1 .

Если m < q и am/cm > am+1/cm+1 , то сделаем шаг типа II: добавим в схему
моном x1

2c1 , x2
2c2 , . . . , xm

2cm .
В такой схеме количество шагов типа I будет равно log a1/b′1 , а количество

шагов типа II будет равно q − 1 , поэтому

λ(M/M ′) ≤ log
a1

b′1
+ q − 1 =

⌊
log

a1

b1

⌋
+ q − 1 =

⌊
log max

k:1≤k≤q

ak

bk

⌋
+ q − 1. (2)

Используя (1) и (2), а также лемму 1, получаем

λ(U/M) ≤ λ(U/M ′) + λ(M ′/M) ≤ λ(U/M ′) +
q∑

k=1

λ(xk
ak/xk

b′k) =

=
⌊
log max

k:1≤k≤q

ak

bk

⌋
+ q − 1 + q =

⌊
log max

k:1≤k≤q

ak

bk

⌋
+ 2q − 1,

что и требовалось.

Пусть задана квадратная матрица B = (bij) порядка n , у которой самое боль-
шое слагаемое определителя (без учёта знака) расположено на главной диагонали.
Тогда

dMT (B+) =
n∏

i=1

b+
ii. (3)

Положим

ci(B) = min
(i1,...,il)∈Sl

1≤l≤n, i1=i

(
b+

i1i1 ·
b+

i2i2

b+
i1i2

· . . . · b+
ilil

b+
il−1il

)
, i = 1, . . . , n.

В дальнейшем, если ясно, о какой матрице идёт речь, будем вместо ci(B) писать
просто ci . Введённые величины ci обладают следующими свойствами:

1) ci ≥ 1 , i = 1, . . . , n ;

2) Для любых i и j , 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ n , выполнено неравенство ci ≤ b+
ii

b+
ij

cj .

Докажем эти свойства. Пусть (i1, . . . , il) – произвольный элемент группы Sl .
Тогда

max
(j1,...,jn)∈Sn

n∏

k=1

b+
kjk

≥ b+
i1i2b

+
i2i3 · · · b+

il−1il
b+

ili1

∏

k 6∈{i1,...,il}
b+

kk. (4)

Из (3) и (4) получаем
∏

k∈{i1,...,il}
b+

kk ≥ b+
i1i2b

+
i2i3 · · · b+

il−1il
b+

ili1 ,

поэтому

b+
i1i1 ·

b+
i2i2

b+
i1i2

· . . . · b+
ilil

b+
il−1il

≥ b+
ili1 , (5)

откуда
ci ≥ min

1≤il≤n
b+

ili ≥ 1, i = 1, . . . , n.

Свойство 1 доказано. Перейдём к доказательству свойства 2 .
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Без ограничения общности будем считать, что

cj = b+
j1j1 ·

b+
j2j2

b+
j1j2

· . . . · b+
jmjm

b+
jm−1jm

,

где (j1, . . . jm) ∈ Sn и j1 = j . Пусть i 6∈ {j1, . . . jm} . Тогда
b+

ii

b+
ij
· cj = b+

ii · b+
j1j1

b+
ij1

· b+
j2j2

b+
j1j2

· . . . · b+
jmjm

b+
jm−1jm

≥ ci,

что и требовалось. Пусть теперь i ∈ {j1, . . . jm} , то есть для некоторого k ,
1 ≤ k ≤ m , выполнено условие i = jk . Тогда, используя (5), получаем

b+
ii

b+
ij
·cj = b+

jkjk
· b

+
j1j1

b+
jkj1

· b
+

j2j2

b+
j1j2

·. . .· b
+

jk−1jk−1

b+
jk−2jk−1

· b+
jkjk

b+
jk−1jk

· b
+

jk+1jk+1

b+
jkjk+1

·. . .· b+
jmjm

b+
jm−1jm

≥

≥ b+
jkjk

· b+
jk+1jk+1

b+
jkjk+1

· . . . · b+
jmjm

b+
jm−1jm

= b+
ii ·

b+
jk+1jk+1

b+
ijk+1

· . . . · b+
jmjm

b+
jm−1jm

≥ ci,

что и требовалось. Свойство 2 доказано.

Лемма 5. Пусть в матрице A без нулевых строк и столбцов все элементы –
целые неотрицательные числа. Тогда

lsh(A) ≤ log DMT (A) + H(A).

Доказательство. Пусть матрица A = (aij) имеет размер p × q и n =
= max (p, q) . Если матрица A не квадратная, то дополним её до квадратной,
а именно: для всех i, j , 1 ≤ i, j ≤ n , положим aij = 0 , если выполнено одно
из условий p < i ≤ n или q < j ≤ n . Легко видеть, что при этом величины lsh(A) ,
log DMT (A) и H(A) не изменятся.

Рассмотрим квадратную матрицу B = (bij) порядка n , где

bij =

{
2blog aijc, если aij 6= 0;
0 в противном случае.

Тогда из леммы 2 следует, что

lsh(A) ≤ lsh(B) + p. (6)

Так как при перестановке строк и столбцов сложность матрицы не изменяется,
без ограничения общности можно считать, что для матрицы B+ выполнено усло-
вие (3). С другой стороны, легко видеть, что

DMT (A) ≥ DMT (B) = DMT (B+) = dMT (B+),

поэтому

DMT (A) ≥
n∏

i=1

b+
ii. (7)

Введём обозначения:

Ui = x1
bi1x2

bi2 . . . xq
biq , i = 1, . . . , p, MU = {Ui| i = 1, . . . , p},

eij = min (cj(B), bij), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q,
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Vi = x1
ei1x2

ei2 . . . xq
eiq , i = 1, . . . , p, MV = {Vi| i = 1, . . . , p},

Mi = {xeij

j : eij 6= 0}, i = 1, . . . , p, M0 =
p⋃

i=1

Mi.

Легко видеть, что |M0| ≤ H(A) . Кроме того, из леммы 1 следует, что

lsh(B) = lsh(MU ) ≤ lsh(MV ) + lsh(MU/MV ) ≤ lsh(MV ) +
p∑

i=1

lsh(Ui/Vi). (8)

Используя леммы 1–3 и свойство 1 чисел ci и учитывая, что все эти числа –
степени двойки, получаем

lsh(MV ) ≤ lsh(M0) + lsh(MV /M0) ≤

≤
q∑

i=1

log ci +
p∑

i=1

lsh(Vi/Mi) ≤
q∑

i=1

log ci + H(A)− p. (9)

С другой стороны, используя лемму 2 и учитывая, что все числа bij , 1 ≤ i ≤ n ,
1 ≤ j ≤ n , – нули или степени двойки, получаем

lsh(Ui/Vi) = log max
j:1≤j≤q

bij 6=0

bij

eij
= log max

j:1≤j≤q

b+
ij

e+
ij

. (10)

Используя свойство 2 , для всех i, j , 1 ≤ i, j ≤ n , также получаем

ci
b+

ij

e+
ij

= max
(

ci

cj
b+

ij , ci

)
≤ max (b+

ii, ci) = b+
ii. (11)

Подставляя (9) и (10) в (8) и используя (11), имеем

lsh(B) ≤
q∑

i=1

log ci +
p∑

i=1

log max
j:1≤j≤q

b+
ij

e+
ij

+ H(A)− p =

=
n∑

i=1

log ci +
n∑

i=1

log max
j:1≤j≤q

b+
ij

e+
ij

+ H(A)− p =

=
n∑

i=1

log
(

ci max
j:1≤j≤q

b+
ij

e+
ij

)
+ H(A)− p ≤

n∑

i=1

log b+
ii + H(A)− p. (12)

Применяя (4) к (12), получаем

lsh(B) ≤
n∑

i=1

log b+
ii + H(A)− p = log

n∏

i=1

b+
ii + H(A)− p ≤

≤ log DMT (A) + H(A)− p. (13)

Наконец, подставляя (13) в (6), получаем

lsh(A) ≤ log DMT (A) + H(A),

что и требовалось.
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Лемма 6. Пусть в матрице A = (aij) размера p × q без нулевых строк и
столбцов все элементы – целые неотрицательные числа. Тогда

λ(A) ≤ log DMT (A) + 2H(A) + p.

Доказательство. Пусть n = max (p, q) . Для всех i и j , 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ n ,
положим aij = 0 , если выполнено одно из условий p < i ≤ n или q < j ≤ n .
Рассмотрим матрицу B = (bij) размера n× n , где

bij = aij , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Очевидно, тогда λ(A) = λ(B) . Как и в доказательстве леммы 5, без ограничения
общности будем считать, что для матрицы B+ выполнено условие (3), откуда сразу
следует, что

DMT (A) =
n∏

i=1

b+
ii. (14)

Введём обозначения

eij =

{
min (cj , 2blog bijc), если bij 6= 0,

0, если bij = 0;
i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q,

Mi = {xj
eij | eij 6= 0, j = 1, . . . , q}, i = 1, . . . , p,

M ′
j = {xj

eij | eij 6= 0, i = 1, . . . , p}, j = 1, . . . , q,

M0 =
p⋃

i=1

Mi =
q⋃

j=1

M ′
j .

Из леммы 1 следует, что

λ(A) ≤ λ(M0) + λ(A/M0) ≤
q∑

j=1

λ(M ′
j) +

p∑

i=1

λ(Ui/Mi). (15)

Пусть MA = {U1, . . . , Up} – система мономов, соответствующая матрице A ,
и пусть qi – количество ненулевых элементов в i-й строке матрицы A , i = 1, . . . , p .
Тогда, используя лемму 5, получаем

λ(Ui/Mi) ≤
log max

j:1≤j≤q
bij 6=0

bij

eij

 + 2qi − 1 =

⌊
log max

j:1≤j≤q

b+
ij

e+
ij

⌋
+ 2qi − 1,

откуда
p∑

i=1

λ(Ui/Mi) ≤
p∑

i=1

⌊
log max

j:1≤j≤q

b+
ij

e+
ij

⌋
+ 2H(A)− p. (16)

С другой стороны, так как любой коэффициент eij равен либо cj , либо степени
двойки, не превосходящей cj , то

λ(M ′
j) ≤ dlog cje . (17)

Заметим также, что для любых i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q выполнено

b+
ij

e+
ij

= max
(

b+
ij

cj
,

b+
ij

2blog b+ijc

)
< max

(
b+

ij

cj
, 2

)
≤ 2b+

ij

cj
. (18)
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Подставляя (16) и (17) в (15) и используя (18) и свойство 2 величин ci , имеем

λ(A) ≤
q∑

i=1

dlog cie+
p∑

i=1

⌊
log max

j:1≤j≤q

b+
ij

e+
ij

⌋
+ 2H(A)− p ≤

≤
q∑

i=1

dlog cie+
p∑

i=1

⌊
log max

j:1≤j≤q

2b+
ij

cj

⌋
+ 2H(A)− p =

=
q∑

i=1

dlog cie+
p∑

i=1

⌊
log max

j:1≤j≤q

b+
ij

cj

⌋
+ 2H(A) =

=
n∑

i=1

dlog cie+
n∑

i=1

⌊
log max

j:1≤j≤q

b+
ij

cj

⌋
+ 2H(A) ≤

≤
n∑

i=1

⌈
log

(
ci max

j:1≤j≤q

b+
ij

cj

)⌉
+ 2H(A) ≤

n∑

i=1

⌈
log b+

ii

⌉
+ 2H(A).

Отсюда, используя (14), получаем

λ(A) = λ(B) ≤
n∑

i=1

⌈
log b+

ii

⌉
+ 2H(A) ≤

n∑

i=1

log b+
ii + 2H(A) + p =

= log
n∏

i=1

b+
ii + 2H(A) + p = log DMT (A) + 2H(A) + p,

что и требовалось.

Объединяя результат леммы 6 с результатом теоремы 3.2 из [6] (подробнее об
используемом методе см. также [1]), получаем следующий результат.

Лемма 7. Пусть An = (a(n)
ij ) – последовательность целочисленных неот-

рицательных матриц размера pn × qn без нулевых строк и столбцов, причём
последовательность {pn + qn} ограничена и при n →∞ выполнено условие

∑

1≤i≤pn
1≤j≤qn

aij →∞.

Тогда
L(An) ≤ (1 + o(1)) log DMT (An).

Лемма 8. Для любой целочисленной неотрицательной матрицы A справед-
ливы неравенства

L(A) ≥ DMT (A), Lλ(A) ≥ DMT (A), Lsh(A) ≥ DMT (A).

Доказательство. Так как при перестановке строк и столбцов сложность мат-
рицы не изменяется, без ограничения общности можно считать, что

DMT (A) =
m∏

i=1

a+
ii, (19)

где m = min (p, q) . Рассмотрим матрицу G = (gij) размера p× q , где

gij =

{
aij , если i = j;
0 в противном случае.
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Тогда, используя (19), получаем

L(A) ≥ l(G) =
m∑

i=1

l(xi
gii) ≥

m∑

i=1

log gii =
m∑

i=1

log a+
ii = DMT (A),

что и требовалось. Очевидно, такая же оценка справедлива и для функций Lλ(A)
и Lsh(A) .

Объединяя результаты лемм 5–8, получаем следующие выводы.

Теорема 1. Пусть An = (a(n)
ij ) – последовательность целочисленных неотри-

цательных матриц размера pn× qn без нулевых строк и столбцов, и при n →∞
выполнено условие ∑

1≤i≤pn
1≤j≤qn

aij →∞.

Тогда
0 ≤ Lsh(An)− log DMT (An) = O(pnqn),

0 ≤ Lλ(An)− log DMT (An) = O(pnqn).

Теорема 2. Пусть An = (a(n)
ij ) – последовательность целочисленных неот-

рицательных матриц размера pn × qn без нулевых строк и столбцов, причём
последовательность {pn + qn} ограничена и при n →∞ выполнено условие

∑

1≤i≤pn
1≤j≤qn

aij →∞.

Тогда
0 ≤ L(An)− log DMT (An) = o(log DMT (An)).
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Abstract

In this paper, we examined the computational complexity of systems of monomials for
some models that allow multiple use of intermediate results, such as composition circuits and
multiplication circuits.

For these models, we studied Shannon-type functions that characterize the maximum com-
putational complexity of systems of monomials with exponents not exceeding the corresponding
elements of a given matrix A . We found that for composition circuits, under the condition of
unlimited growth of the maximum of matrix elements, this function grows asymptotically as
the binary logarithm of the maximum absolute value (without regard to the sign) of the term
from the determinant of the matrix A. Using generalized circuits as an auxiliary model, we
transferred this result (under some restrictions) to the model of multiplication circuits.

Keywords: set of monomials, computation complexity, circuit complexity, Shannon func-
tion
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