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Аннотация

В работе проведено построение численной теории вращения Луны. Математическая
модель вращения Луны рассмотрена в рамках «главной проблемы». Уравнения вращения
получены на основе гамильтонова подхода. Полученные дифференциальные уравнения
решались с помощью метода Рунге –Кутта 10-го порядка точности. Результаты проана-
лизированы на основе остаточных разностей (между численным и аналитическим решени-
ями). Амплитуда остаточной разности по долготе не превосходит по модулю 1.8 угл. сек.,
а по широте – 0.9 угл. сек. Это достаточно большое расхождение обусловлено неточностью
начальных условий, приводящих к появлению ложных гармоник с большими амплиту-
дами.
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Введение

Актуальность исследования физической либрации Луны (ФЛЛ) связана с пла-
нируемыми в ближайшие десятилетия международными программами освоения
Луны. Они включают в себя решение ряда фундаментальных проблем в изуче-
нии Луны, связанных с выявлением особенностей внутреннего строения спутника
Земли, нахождение аргументов, подтверждающих существование жидкого ядра
Луны, изучение его химического состава и температуры, уточнение размеров и
степени сплюснутости (flattening) слоев ядра, изучение процессов тепловой и дина-
мической эволюции Луны, в том числе поиск ответа на фундаментальный вопрос,
почему наблюдаемое вращательно-приливное сжатие Луны больше, чем в теорети-
ческих расчетах (на основе современных данных о параметрах внутреннего строе-
ния Луны) эволюционных переходов к кассиневу вращению и т. д. Решение многих
из перечисленных проблем, а также обеспечение навигационных задач в окололун-
ном пространстве могут быть получены путем построения как можно более точной
теории вращения Луны.

Настоящая работа посвящена построению численного решения задачи ФЛЛ
в рамках задачи трех тел: Луна, Земля и Солнце. При разработке теории враще-
ния Луны важно учитывать резонансный характер спин-орбитального движения
Луны. В первом приближении такой тип движения Луны описывается эмпириче-
скими законами Кассини:

1) наклон экватора Луны к эклиптике постоянный;
2) полюс эклиптики лежит между полюсами экватора и орбиты Луны;
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3) Луна вращается с постоянной угловой скоростью в прямом направлении
вокруг оси, обратно прецессирующей относительно полюса эклиптики, при этом
период обращения относительно восходящего узла равен драконическому периоду.

Тип движения по Кассини – это результат длительной приливной эволюции
Луны, приведшей к появлению устойчивого вращения с минимальной потерей вра-
щательной энергии. По сравнению с Землей Луна вращается медленно, совершая
один оборот вокруг оси за 27.3 сут. Такой тип вращения называется либрацион-
ным [1]. В отличие от Земли, для которой характерен ротационный тип вращения,
кинетическая энергия Луны достаточно мала по сравнению с работой моментов
внешних сил, вследствие чего Луна испытывает лишь небольшие периодические
колебания (либрации) относительно устойчивого равномерного вращения. Либра-
ции вызваны рядом причин: это и несферичность лунного тела, и неравномерность
распределения масс в нем, и наличие в центре Луны небольшого ядра, отличаю-
щегося от мантийного вещества агрегатным состоянием, химическим составом и
скоростью вращения. Зависимость либраций от характеристик внутреннего стро-
ения Луны обеспечивает возможность изучения этих характеристик путем аст-
рономических наблюдений за особенностями лунного вращения без привлечения
дорогостоящих космических экспериментов. Такие эксперименты, помимо всего
прочего, предполагают прямое изучение строения Луны с помощью сейсмиче-
ских, магнитометрических и прочих прямых измерений параметров внутренней
структуры Луны. Относительная дешевизна и простота астрономических мето-
дов наблюдений объясняет постоянный интерес к теории ФЛЛ, чем и обусловлена
актуальность настоящего исследования.

В настоящей работе рассматривается приближенная модель ФЛЛ, называемая
в литературе «главной проблемой». Суть её в следующем:

1) тело Луны есть абсолютно твердое;
2) орбитальное и вращательное движение Луны не зависимы друг от друга,

что позволяет использовать уже готовые эфемериды Луны, построенные ранее
другими исследователями;

3) источниками возмущения равномерного вращения (либраций) являются
только Земля и Солнце, причем размеры их не учитываются.

Такая модель является базовой, поскольку она обеспечивает описание вращения
Луны с достаточно высокой точностью – примерно 10 мс дуги, что, с одной сто-
роны, существенно превышает точность наблюдения ФЛЛ наземными методами,
а с другой – отвечает точности первых лазерных измерений ФЛЛ, начавшихся в
70-е годы прошлого столетия. Современные лазерные данные обеспечивают точ-
ность в определении ФЛЛ порядка 0.1 мс дуги, что и предъявляет повышенные
требования к теоретическому описанию ФЛЛ. Но в любом случае дальнейшее улуч-
шение теории невозможно без решения «главной проблемы».

Перечисленные выше существенные положения модели «главной проблемы»
позволяют упростить получение уравнений ФЛЛ и их решение. Важно и то,
что в данной модели мы можем рассматривать систему Земля – Луна как кон-
сервативную, тем самым не учитывать небольшие потери механической энергии
(диссипации) вследствие приливного трения из-за вязкоупругих свойств лунного
тела и взаимодействия лунного ядра с мантией. Хотя, конечно, диссипация лун-
ного вращения происходит (о чем неопровержимо свидетельствуют наблюдения),
в частности, вследствие приливной эволюции Луна отдаляется от Земли примерно
на 4 см/год. Все прочие, более тонкие эффекты, вызывающие либрации на уровне
1 мс, в рамках главной проблемы можно не рассматривать. Полученное решение –
первый, необходимый этап в построении высокоточной теории ФЛЛ. Мы предла-
гаем собственный метод решения этой задачи для того, чтобы, во-первых, иметь
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собственный инструмент исследования вращения и внутреннего строения Луны и,
во-вторых, приблизиться к объективной оценке точности теоретического описания
вращательной динамики Луны, что, как правило, достигается путем сравнения
решений, полученных на основе разных подходов, между собой.

Таким образом, точная теория ФЛЛ, как и других тел Солнечной системы,
является, с одной стороны, одним из эффективных инструментов изучения внут-
реннего строения удаленных небесных объектов. С другой стороны, такая теория
может быть использована для решения навигационных задач в окололунном про-
странстве.

1. Математическое описание ФЛЛ

Применение модели твердого тела с однородной плотностью для Луны оправ-
дано, так как, во-первых, значение среднего момента инерции Луны близко к 0.4 –
моменту инерции твёрдого однородного шара; во-вторых, гипотеза магматического
океана [2] позволяет считать, что плотность мантии постоянна и вся неоднород-
ность по плотности находится в тонком слое коры и небольшом ядре. В-третьих,
время релаксации Максвелла (τ = η/µ , где η – вязкость, а µ – модуль сдвига,
при этом средние значения η = 1025 пуаз, µ = 250 ГПа) для мантии составляет
несколько тысячелетий, а значит, при наблюдениях в течение нескольких веков
тело Луны будет вести себя как твердое тело, и вязкостью можно смело прене-
бречь [3].

Следовательно, раз тело Луны в большей степени является твёрдым, то глав-
ные моменты инерции Луны жёстко связаны с ним, и это, в свою очередь, даёт нам
основание использовать триэдр главных осей как систему координат, положение ко-
торой в пространстве и будет описывать вращение Луны. Систему осей инерции
Луны с началом в центре масс называем динамической системой координат (ДСК).
В качестве инерциальной системы координат (ИСК) выбираем эклиптическую си-
стему координат эпохи J2000 (рис. 1). Для того чтобы выразить положение тела
Луны в пространстве, мы используем матрицы вращения (

∏
r(q) – поворот отно-

сительно оси r на угол q ) на углы µ , ν , π при переходе от ИСК к ДСК:
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Уравнение (1) определяет положение тела Луны относительно инерциальной
системы координат через углы либрации µ , ν , π . Эти углы можно рассматри-
вать как разновидность самолётных углов. Наша задача состоит в нахождении
зависимости этих углов от времени.

Для математического описания физической либрации используем метод Га-
мильтона. Для консервативных систем гамильтониан не зависит явно от времени и
является по существу обобщенной энергией системы, то есть суммой потенциаль-
ной и кинетической энергий системы, выраженных в виде функций координат и
импульсов. Примем в качестве обобщенных канонических координат q = (q1, q2, q3)
углы либрации: q1 = µ , q2 = ν , q3 = π . Обобщённый импульс, канонически
сопряжённый координате qi , определяется через функцию Лагранжа L данной
механической системы pi = ∂L/∂q̇i . Функция Лагранжа задается по формуле L =
= T − U , где T и U – кинетическая и потенциальная энергии. Соответственно,
функция Гамильтона H связана с функцией Лагранжа через преобразование Ле-
жандра следующим соотношением:

H = p · q − L. (2)



532 А.А. ЗАГИДУЛЛИН и др. 
ν  
ν&  µ&  

π&−  
µ

Y  
( )X

X  
( )Ax  L ( )By  Y( )Cz  ( )ZZ  
π−  

� 
Рис. 1. Селеноцентрические системы координат: XY Z – эклиптическая система коор-
динат, ось X направлена в точку весны (γ) , Z – к полюсу эклиптики; (X , Y , Z ) –
равномерно вращающаяся эклиптическая система координат со скоростью n = dL/dt ;
L – средняя долгота Луны. Триэдр (x , y , z ) – динамическая система координат: ось x
ориентирована в направлении наименьшего момента инерции A ; z – в направлении наи-
большего момента C ; направление оси y выбрано так, что образует правостороннюю
декартову систему координат; µ , ν , π – углы либрации

Поскольку потенциальная энергия не зависит от обобщенных скоростей, обобщен-
ные импульсы можно вычислить по формуле pi = ∂T/∂q̇i .

2. Выражение для кинетической энергии системы

Начнем построение с выражения для кинетической энергии. Абсолютная угло-
вая скорость вращения Луны ωabc (относительно ИСК) состоит из суммы двух
типов скоростей: а) переносная скорость ωпер соответствует равномерному враще-
нию, синхронизированному с орбитальным движением; б) относительная скорость
Ω соответствует либрационному вращению относительно равномерного вращения.
Получим формулы, которые определяют кинематику вращательного движения
Луны, то есть зависимость угловой скорости вращения ωabc от углов либрации
и их скоростей (аналог кинематических уравнений Эйлера).

Для вывода уравнений либрации необходимо найти проекции вектора угловой
скорости вращения Ω на оси ДСК (рис. 1). Анализ геометрического взаимораспо-
ложения вектора Ω и осей ДСК позволил получить следующие соотношения:

Ωx = −µ̇ sin ν − π̇,

Ωy = −µ̇ cos ν sin π − ν̇ cos π, (3)

Ωz = µ̇ cos ν cosπ + ν̇ sin π.

Тогда кинетическую энергию T можно выразить через компоненты углового век-
тора по формуле:

T =
1
2

(AΩ2
x + BΩ2

y + CΩ2
z). (4)

При переходе от абсолютной скорости к относительной и с учетом особенностей
переносного вращения из выражения для T следует вычесть переносной импульс
Cn , тогда оставшийся импульс p1 будет соответствовать только либрационным
скоростям по долготе. В дальнейшем принимаем значение главного момента инер-
ции C равным единице. Это означает, что все обобщенные импульсы измеряются
в долях главного момента инерции.
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В результате алгебраических преобразований из уравнения (4) с учетом (3)
получаем следующее выражение для кинетической энергии:

T =
1
2
((1 + k2)p2

3 + (1 + k1)(p2 cos q2 − sec q2(n + p1 − p3 sin q2))2)+

+
1
2
(p2 sin q3 + cos q3((n + p1) sec q2 − p3 tg q2))2. (5)

Здесь k1 = C/B−1 , k2 = C/A−1 , где A , B , C – главные моменты инерции Луны.
Выражение (5) для кинетической энергии позволяет нам построить уравнения

Гамильтона и получить собственные частоты вращения Луны.

3. Выражение для потенциальной энергии системы

Гамильтониан (2) после преобразований обобщенных координат и импульсов
может быть записан в виде H = T (q, p)− U(q) , где U – селенопотенциал Луны.

Применим ставший классическим метод разложения потенциала Луны в ряд по
сферическим функциям [4]. В силу простоты сферических функций этот метод удо-
бен для аналитических и численных вычислений значения потенциала притяжения
небесного тела для любой точки, имеющей массу m . Положение точки определя-
ется её расстоянием от центра масс тела и направляющими косинусами (u1, u2,
u3) радиуса-вектора данной точки. Согласно этому разложению потенциал пред-
ставляется в виде суммы

U = U2 + U2S + U3 + · · · . (6)

Поскольку начало ДСК выбрано в центре инерции Луны, мы не учитываем
первую гармонику селенопотенциала, а так как оси ДСК совпадают с главными
осями инерции Луны, то значения коэффициентов Стокса есть C11 = 0 и S11 = 0 .
Каждое слагаемое в выражении (6) соответствует степени описания формы тела и
распределения масс внутри него: гармоники U2 (гравитационное взаимодействие
Луны с Землей) и U2S (гравитационное взаимодействие Луны с Солнцем) опи-
сывают эллипсоидальную форму лунной динамической фигуры через отношения
главных моментов инерции Луны или соответствующие им коэффициенты Стокса
2-го порядка C2m , S2m ; гармоника U3 соответствует более сложной, похожей на
грушевидную, форме лунного тела, распределение масс в таком теле определяется
коэффициентами Стокса 3-го порядка C3m , S3m .

В рамках точности, определяемой предположением 3 «главной проблемы»,
ограничиваемся рассмотрением второй и третьей гармоник селенопотенциала при
взаимодействии с Землей и второй гармоникой при взаимодействии с Солнцем.

Выражения для указанных гармоник селенопотенциала можно записать через
направляющие косинусы тела в ДСК следующим образом:

U2 =
3
2

λ
GME

a3

(a

r

)3(
(C −A)u2

1 − (B − C)u2
2

)
, (7)

U3 = −3
2

GME

a3
MMR

R

a

(a

r

)4(
C31u1 + S31u2 + C30u3 + 10S33u

3
2−

− 5
3

C30u
3
3 − 10C33u

3
1 − 5C31u1u

2
3 − 10C32u

2
1u3 − 20S32u1u2u3 − 5S33u2u

2
3+

+ 30C33u1u
2
2 − 30S33u

2
1u2 + 10C32u

2
2u3

)
, (8)
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U2S =
3
2

GMS

a3
S

(as

rs

)3(
(C −A)u2

1S − (B − C)u2
2S

)
. (9)

В уравнениях (7)–(9) использованы следующие обозначения: a , aS – средние рас-
стояния от Земли до Луны и от Земли до Солнца; MM , ME , MS – массы Луны,
Земли и Солнца; R – средний радиус Луны; λ – множитель, учитывающий по-
правку к третьему закону Кеплера; G – гравитационная постоянная; u1 , u2 ,
u3 – направляющие косинусы радиуса-вектора Луны во вращающейся эклиптиче-
ской системе координат; u1S , u2S , u3S – направляющие косинусы радиуса-вектора
Солнца во вращающейся эклиптической системе координат.

Третью гармонику для описания взаимодействия Луны с Солнцем не учитыва-
ем, так как согласно оценкам работы [5], её вклад в потенциал по сравнению с U2 в
миллион раз меньше. Оба возмущающих тела, Земля и Солнце, вызывающие либ-
рацию Луны, рассматриваются как точечные массы. В формулах (7)–(9) зависи-
мость U от углов либрации и неявно от времени учитывается через направляющие
косинусы и радиусы-векторы Земли и Солнца в ДСК: (u1, u2, u3)T = (x, y, z)T /r
в уравнении (1), для (a/r) , (as/rs) , L , b , Ls , bs – на основании геометрических
построений для радиусов-векторов Земли и Солнца и разложений этих величин в
ряды по аргументам Делоне, задаваемых орбитальной теорией [16]

Построение уравнений Гамильтона

В случае консервативной системы гамильтониан H = T − U не зависит от
времени явно, это позволяет записать для выбранных нами обобщенных координат
и импульсов канонические уравнения в виде:

dqi

dt
=

∂H

∂pi
,

dpi

dt
= −∂H

∂qi
, i = 1, 2, 3. (10)

В правых частях уравнений (10) стоят функции только обобщенных коорди-
нат и импульсов. Поэтому система уравнений (10) замкнута относительно этих
переменных и представляет собой систему шести дифференциальных уравнений
первого порядка, которые полностью определяют изменение во времени обобщен-
ных координат q = (q1, q2, q3) и соответствующих им импульсов p = (p1, p2, p3) ,
если заданы начальные условия, то есть значения координат и импульсов в мо-
мент времени t = 0 .

Используя полученные выше выражения (5) для кинетической и (6)–(9) потен-
циальной энергии, запишем систему Гамильтона в явном виде:

dq1

dt
= n tg2 q2 +

p1 cos2 q3

cos2 q2
− k1

p2 cos q3 sin q3

cos q2
+ k1n

sin2 q3

cos2 q2
+ p1

sin2 q3

cos2 q2
+

+ k1p1
sin2 q3

cos2 q3
− p3

cos2 q3 tg q2

cos q2
− p3

sin2 q3 tg q2

cos q2
− k1p3

sin2 q3 tg q2

cos q2
,

dq2

dt
= (1 + k1)p2 cos2 q3 − k1 cos q3 sec q2(n + p1 − p3 sin q2) sin q3 + p2 sin2 q3,

dq3

dt
=

1
2

(2(1 + k2)p3 + 2(1 + k1) sin q3(p2 cos q3 − sec q2(n + p1−

− p3 sin q2) sin q3) tg q2)− cos q3 tg q2(p2 sin q3 + cos q3((n + p1) sec q2 − p3 tg q2)),

dp1

dt
=

dU

dq1
, (11)
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dp2

dt
=

dU

dq2
− (1 + k1) sec2 q2(p3 − (n + p1) sin q2) sin q3(p2 cos q3−

− sec q2(n + p1 − p3 sin q2) sin q3)− cos q3 sec q2(−p3 sec q2 + (n + p1) tg q2)(p2 sin q3+

+ cos q3((n + p1) sec q2 − p3 tg q2)),

dp3

dt
=

dU

dq3
+ k1(p2 cos q3 − sec q2(n + p1 − p3 sin q2) sin q3)×

× (p2 sin q3 + cos q3((n + p1) sec q2 − p3 tg q2)).

Уравнения системы (11) являются нелинейными относительно неизвестных пе-
ременных q = (q1, q2, q3) и p = (p1, p2, p3) . Получить их точное решение в аналити-
ческом виде не представляется возможным. Поэтому для решения подобных систем
применяются либо приближенные аналитические методы [5–7], когда в разложени-
ях в ряды учитывается ограниченное число слагаемых, либо, как используем мы,
численные.

4. Линеаризованная система Гамильтона. Собственные значения

Для понимания корректной оценки и анализа результатов нам необходимо знать
собственные частоты описываемого процесса либрации. Для их приближенного вы-
числения линеаризуем систему (11). Для этого, учитывая, что значения обобщён-
ных координат малы (q1 ∼ 10−4 , q2 ≈ q3 ∼ 10−2 ), разложим тригонометрические
функции в правых частях этих уравнений по степеням обобщенных координат и
выделим члены, линейные относительно q и p .

Такое выделение возможно, так как производные dU/dqn , n = 1, 2, 3 , после
разложения тригонометрических функций в ряд можно записать в общем виде
следующем образом:

Φn(q) =
dU

dqn
=

∑(
iδ1

n + jδ2
n + kδ3

n

)
Qijkq

i−δ1
n

1 q
j−δ2

n
2 q

k−δ3
n

3 − dnqn. (12)

Здесь функции Qijk получены на основе формул (6)–(9) для U с использованием
направляющих косинусов ui, uiS . Эти функции являются тригонометрическими
рядами, реализующими зависимость от времени через аргументы Делоне, и могут
быть записаны следующим образом:

Q =
∞∑

r=1

ArPr

(
β, γ, C3n, S3n,

R

a
,

C

MMR2

)
sin
cos

(
kr1l + kr2l

′
+ kr3F + kr4D

)
, (13)

где Pr – коэффициенты, рассчитываемые на основе принятой модели гравитаци-
онного поля Луны. В нашем случае это модель LURE2 [8]. Числовые значения
коэффициентов Ar и индексов kri , i = 1, 2, 3 , получены из аналитического опи-
сания орбитального движения Луны [9]. Выполнение этих операций реализовано
с помощью специализированного программного комплекса, позволяющего прово-
дить аналитические операции с рядами.

После проведения несложных, но громоздких алгебраических преобразований
система (11) может быть переписана в общем виде следующим образом:

q̇1 = p1 + F1(q, p),

q̇2 = (1 + k1)p2 − k1nq3 + F2(q, p),

q̇3 = (1 + k2)p3 − nq2 + F3(q, p),
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ṗ1 = F4(q, p) + Q1(q), (14)

ṗ2 = −n2q2 + np3 + F5(q, p) + Q2(q),

ṗ3 = −k1n
2q3 + k1np2 + F6(q, p) + Q3(q).

Здесь Fi(q, p), i = 1, . . . , 6 , – нелинейные функции, которые содержат члены, по-
лученные путем дифференцирования выражения кинетической энергии (см. (11)),
за вычетом линейных членов. Функции Φn(q), n = 1, 2, 3 , также нелинейны и со-
держат члены, найденные путем дифференцирования выражения потенциальной
энергии (12), за вычетом выделенных линейных членов с числовыми множите-
лями d1, d2, d3 . Эти коэффициенты образованы из постоянных членов в рядах
(13). Их значения: d1 = −3.53 · 10−5, d2 = −9.85 · 10−5, d3 = −3.24 · 10−7 – рассчи-
таны на основе коэффициентов рядов [9], описывающих движение Луны и констант
динамической модели LURE2, значения которых приведены в табл. 1.

Следуя методике решения подобного типа уравнений, выделим линейные от-
носительно q и p члены в уравнениях (14) и построим для них характеристиче-
ские уравнения. В силу того, что кинетическая энергия T явно не зависит от q1

(либрации по долготе), линейная часть системы распадается на две независимых
подсистемы:

∣∣∣∣
−λ 1
−d1 −λ

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ −k1n 1 + k1 0
−n −λ 0 1 + k2

−n− d2 0 −λ n
0 −k1n

2 + d3 k1n −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (15)

Раскрывая определитель и решая квадратное и биквадратное уравнения, полу-
чим корни, определяющие следующие собственные значения:

λ1,2 = ±
√

d1i, (16)

λ3,4 = ±ω2i, ω2 =
√

n2 − d2 − d3, (17)

λ5,6 = ±ω3i, ω3 =
√

k1k2n2 − k1d2 − k2d3. (18)

Полученные собственные значения есть собственные частоты либрации Луны,
так как выделенная нами линейная часть уравнений ФЛЛ описывает невозмущен-
ное вращение Луны. Как видим, частота либраций по долготе ω1 определяется
только коэффициентом d1 , полученным из возмущающего потенциала U . Луна
«затянута» в резонанс с орбитальным движением, и если бы не было внешних воз-
мущений, то либрации по долготе не было бы: «носик» Луны не отклонялся бы от
среднего направления на Землю, задаваемого осью X .

Частоты ω2 и ω3 определяют движение полюса Луны, задаваемого главным
моментом инерции C , относительно полюса эклиптики. Значения этих частот есть
ω2 ≈ 0.230185 , ω2 ≈ 2.31188 · 10−4 .

Каждой частоте соответствует свой период: T1 = 1057.48 сут (около 2.9 года)
для либрации по долготе; T2 = 27.2963 сут, что примерно соответствует сидериче-
скому месяцу; T3 = 74.4 года. Все значения получены с учетом влияния постоян-
ных членов от потенциала – коэффициентов d1, d2, d3 в (16)–(17). Если бы Луна
вращалась без учета притяжения Земли, значения частот и соответствующих им
периодов были бы другими, особенно существенно изменился бы период T3 : его
значение, соответствующее свободному вращению, было бы в два раза больше.
Поэтому корректно называть значения ω1 , ω2 , ω3 частотами не свободной, а про-
извольной либрации [10, 11]. Колебания на этих частотах могут возникать при
одномоментном возмущении Луны, например при падении крупного метеорита.
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Табл. 1
Значения констант, описывающих динамическую фигуру и орбиту Луны

γ 0.00022737 f0 1.627905081537 C30 –1.04E-05
β 0.00063126 ḟ0 0.2308957197 C31 2.86E-05
l0 2.355555743493 l

′
0 6.240060126913 C32 4.8E-06

l̇ 0.2280271436 l̇
′

0.0172019696 C33 2.7E-06
k1 0.000403798188 D 5.1984665886 S31 8.8E-06
k2 0.000631403620 Ḋ 0.21276871 S32 1.7E-06
n 0.2299708345 C20 –0.0002027 S33 –1.1E-06
ns 0.017202423838 C22 2.23E-05

Табл. 2
Начальные значения на момент J2000 для интегрирования

q10 0.001057405207433 q20 –0.0269194915987523 q30 0.00182899555868
p10 –6.0963407117E-05 p20 3.63692296085E-04 p30 –9.7541461736E-07

Среди гармоник вынужденной либрации имеются частоты, близкие к ω1, ω2 ,
поэтому трудно выделить малые амплитуды произвольных либраций на этих ча-
стотах. Тем не менее долговременные лазерные наблюдения позволили определить
амплитуды этих либраций с точностью в несколько миллисекунд [12]. Частота
ω3 , с которой полюс C осуществляет ретроградное движение по эллипсу с осями
3× 8 угл. сек. дуги, соответствует так называемым чандлеро-подобным качаниям,
которые вызваны несовпадением главной оси инерции Луны с её осью вращения
[13]. Обнаружение либраций с частотами, равными собственным, несет важную
информацию о причинах поддержания и возбуждения произвольных колебаний.

5. Анализ результатов

Решение системы Гамильтона (11) проводилось с помощью метода Рунге –
Кутты 10-го порядка точности. Интервал интегрирования составил 150 лет, а шаг
интегрирования полагался равным 0.1 сут. Значения констант (в радианах), кото-
рые использовались в работе, приведены в табл. 1. В табл. 2 приведены начальные
значения на момент J2000 для численного интегрирования на основе вычислений
по аналитическим рядам Н.К. Петровой [5].

Чтобы выявить точность построенного решения, мы вычислили остаточные
разности между полученным нами численным решением и аналитическим реше-
нием Н.К. Петровой, перерасчитанным для модели гравитационного поля LURЕ2.
Точность характеристик, полученных согласно теории Н.К. Петровой, составляет
0.01 угл. сек. на каждую гармонику.

Решение системы (11) имеет периодический характер: на рис. 2 и 3 представ-
лены результаты на интервале 800 сут.

На рис. 2 приведено решение для либрации по долготе, отличительной чертой
является наличие постоянного смещения, равного ∼ 250 угл. сек., которое обуслов-
лено грушевидностью тела Луны, описываемой селенопотенциалом 3-го порядка.

На рис. 3 показано решение ФЛЛ по широте. Графики сдвинуты по фазе от-
носительно друг друга на 90◦ и имеют основную частоту, обусловленную обрат-
ным движением лунного узла с периодом, равным драконическому месяцу. Ампли-
туда остаточной разности соответствует изменению угла наклона между экватором
Луны и эклиптикой ≈ ±1.5◦ = ±5400′′ .
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Рис. 2. ФЛЛ по долготе µ
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Рис. 3. ФЛЛ по широте: слева для ν , справа для π

На рис. 4 приведены графики остаточных разностей решений (между числен-
ным и аналитическим) на интервале примерно 150 лет.

На всем интервале интегрирования значения остаточных разностей не превы-
шают по модулю 1.8 угл. сек. в либрации по долготе и 0.9 угл. сек. по широте.
Аналогичная работа была проделана Г.И. Ерошкиным [14], который сравнивал на
интервале 80 лет собственное численное решение с аналитическими решениями
Д.Г. Экхарда и М. Мунс, на рис. 5 и 6 приведены остаточные разности только для
долготы из работ [6, 7, 14].

Величину амплитуды остаточных разностей и наличие ряда характерных ча-
стот (движение лунного узла и собственные частоты системы) Г.И. Ерошкин объяс-
няет [14] следующим образом: аналитические и полуаналитические решения имеют
выражения для амплитуд малый знаменатель, который при близости вынужден-
ных частот к собственным стремится к нулю, поэтому величина амплитуды оста-
точных разностей зависит от того, каким образом авторы аналитических реше-
ний находили эти решения в случае частот, близких к резонансным. Вероятно,
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Рис. 4. Остаточные разности в углах ФЛЛ q1 = µ, q2 = ν, q3 = π

Рис. 5. Остаточные разности между решением Г.И. Ерошкина и Д.Г. Экхарда по долготе

аналогичная ситуация возникает и при интерпретации остаточных разностей при
сравнении с результатами Н.К. Петровой. Чтобы проверить это, мы, исполь-
зуя частотный анализ соответствующих остаточных разностей, выделили частоты
с наибольшими амплитудами. Построенные периодограммыШустера [15] представ-
ляют собой квадрат спектра мощности (рис. 7).

На диаграммах отчетливо видны все свободные частоты, как и в работе
Г.И. Ерошкина: первый свободный период составил 1059 сут, второй период –
68 лет, третий период – 27.3 сут. Полученные резонансные периоды зависят от
используемой модели гравитационного поля, то есть очень чувствительны к вы-
бору параметров системы и, соответственно, будут различаться в зависимости
от модели. Третий свободный период в 68 лет отличается от рассчитанного тео-
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Рис. 6. Остаточные разности между решением Г.И. Ерошкина и М. Мунс по долготе
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Рис. 7. Частотная зависимость для остаточных разностей

ретически и нуждается в дальнейшем улучшении. Возможно, что этот период
в 68 лет является фиктивной ложной гармоникой, обусловленной неточностью
выбора начальных условий для интегрирования дифференциальных уравнений.
В целом анализ нашего решения совпадает с анализом Г.И. Ерошкина, что допол-
нительно свидетельствует о корректности полученного нами численного решения.
Однако определить более строго точность полученного решения пока не удается,
так как при вычислении остаточных разностей возникает сильный шум на резо-
нансных частотах. Точность метода Рунге –Кутты 10-го порядка можно оценить
путём сравнения решений для трех различных шагов 0.1, 0.05, 0.01 сут (рис. 8).
Слева на рисунке показана разность решений для шагов интегрирования в 0.05 и
0.01 сут, а справа – разность решений для шагов в 0.05 и 0.1 сут. Анализируя полу-



РАЗРАБОТКА ЧИСЛЕННОГО ПОДХОДА В ТЕОРИИ. . . 541

Рис. 8. Точность метода Рунге –Кутта 10-го порядка для различных шагов. Слева разница
решений между h = 0.05 и h = 0.01 сут, справа между h = 0.05 и h = 0.1 сут

ченные графики, можно сказать, что шаг, равный 0.1 сут, является недостаточным
для современных данных, но достаточен для сравнения с теорией Н.К. Петро-
вой. Для более точного решения мы использовали шаг, равный 0.05 сут, который
обеспечивает внутреннюю точность метода в 10−10 угловой секунды на интервале
27 лет.

Нам представляется интересным анализ остаточных разностей при сравнении
нашего решения с результатами аналитического представления ФЛЛ в работе
Н. Рамбо и Дж.Г. Уильямса [12], поскольку данная теория является на сегодняш-
ний день наиболее точным аналитическим описанием либрации.

Поскольку теория Н. Рамбо и Дж.Г. Уильямса строилась с использованием
углов Эйлера, а не самолётных углов, мы имеем возможность сравнить остаточные
разности только для направляющих косинусов полюса эклиптики (рис. 9).

Анализируя связь между углами Эйлера, в которых строилась теория Н. Рамбо
и Дж.Г. Уильямса, и самолетными углами, используемыми в нашей работе, мы
получили нелинейную связь между этими углами. Чтобы уменьшить ожидаемое
расхождение между теориями, мы сравнивали направляющие косинусы полюса
эклиптики. На рис. 9 показана остаточная разность на интервале примерно 150 лет.

Из рис. 9 видно, что амплитуда полученных нами остаточных разностей
значительно больше, чем при сравнении с теорией Н.К. Петровой. Более того,
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Рис. 9. Остаточные разности в направляющих косинусах полюса эклиптики

очевидно, что имеется систематический сдвиг между решениями. Эти расхожде-
ния естественны и обусловлены тем, что в теории Н. Рамбо и Дж.Г. Уильямса [12]
учтено существенно больше эффектов в динамике и внутреннем строении Луны,
чем в модели главной проблемы, а именно:

1) улучшена точность всех используемых констант, таких как средний момент
инерции и др.;

2) учтено большее количество гармоник в разложении селенопотенциала (до
шестой включительно);

3) учтены многие особенности внутренней структуры Луны: вязко-упругость
мантии и жидкое ядро;

4) учтены прямые и косвенные возмущения от всех планет солнечной системы
и ряд других факторов.

Все перечисленные причины расхождения нашей теории с результатами
Н. Рамбо и Дж.Г. Уильямса определяют план дальнейшего развития представ-
ленного нами подхода в построении численной теории ФЛЛ.

Заключение

В работе построены нелинейные дифференциальные уравнения, описывающие
вращение Луны, с применением гамильтонова подхода. Модель спин-орбитального
движения Луны построена в рамках «главной проблемы»: вращательное движение
изучено отдельно от орбитального, тело Луны рассмотрено как абсолютно твёрдое
и в выражении селенопотенциала учтены лишь вторая и третья гармоники при
взаимодействии с Землей и вторая гармоника при взаимодействии Солнцем.

Для решения полученной системы уравнений построен интегратор для реше-
ния дифференциальных уравнений с заданной точностью, основанный на методе
Рунге –Кутты 10-го порядка. Полученное решение сравнивалось с аналогичным
аналитическим решением Н.К. Петровой [5]. Анализ остаточных разностей по-
казал, что разности амплитуд не превышают 2 угл. сек., хотя точность теории
Н.К. Петровой составляет 0.01 угловых секунды на одну гармонику. Основная
причина обнаруженных расхождений вызвана, по-видимому, недостаточно точным
расчетом резонансных членов в теории Н.К. Петровой. Поведение решения, полу-
ченного в нашей работе, близко к результатам поведения решения, полученного на
основе численной теории Г.И. Ерошкина.
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Сравнение с наиболее точным на сегодняшний день аналитическим решением
ФЛЛ, полученным Н. Рамбо и Дж.Г. Уильямса, позволило определить пути даль-
нейшего развития нашего подхода в построении численной теории ФЛЛ.
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Abstract

A numerical theory of lunar rotation has been developed. The mathematical model of
the rotation of the Moon has been considered within the “main problem”. The equations of
the rotation have been constructed on the basis of the Hamiltonian approach. The resulting
differential equations have been solved using the 10th order Runge–Kutta method. The ana-
lysis of the obtained data has been carried out on the basis of residual differences (between
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the numerical and analytical solutions). As a result, we have found that the range of residual
differences does not exceed in modulus 1.8 and 0.9 arcsec. by longitude and latitude, respec-
tively. This relatively high divergence occurs due to the fact that the frequencies are close to
the natural frequencies of the system.

Keywords: theory of physical libration of Moon, main problem, Hamilton’s equations,
Runge–Kutta method, residual differences, resonant frequencies

Figure Captions

Fig. 1. Selenocentric coordinate system: XY Z – ecliptic coordinate system, X axis di-
rected to the vernal point (γ) , Z – to the ecliptic pole; (X , Y , Z ) – ecliptic coordinate system
rotating continuously at the speed of n = dL/dt ; L – the mean longitude of the Moon. Trihe-
dron (x , y , z ) – dynamic coordinate system: x axis is oriented in the direction of the smallest
moment of inertia A ; z – in the direction of the largest moment C ; the direction of y axis
was selected so that it forms the right Cartesian coordinate system; µ , ν , π – libration angles.

Fig. 2. Physical libration of the Moon by longitude µ .

Fig. 3. Physical libration of the Moon by latitude: for ν – on the left, for π – on the right.

Fig. 4. Residual differences in the physical libration angles of the Moon q1 = µ, q2 = ν,
q3 = π .

Fig. 5. Residual differences between the solutions of G.I. Eroshkin and D.H. Eckhardt by
longitude.

Fig. 6. Residual differences between the solutions of G.I. Eroshkin and M. Moons by
longitude.

Fig. 7. Frequency dependence for the residual differences.

Fig. 8. The accuracy of the 10th order Runge–Kutta method for different steps. on the left –
difference between the steps of 0.05 and 0.01 days, on the right – difference between the steps
of 0.05 and 0.1 days.

Fig. 9. Residual differences in the directional cosines of the ecliptic pole.
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