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ÓÄÊ 519.63 ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÕÅÌÛÄËß �ÅØÅÍÈß ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÍÀ ÍÅ�Å�ÓËß�ÍÛÕ ÑÅÒÊÀÕÑ.Â. ÏîëÿêîâÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé íà íåðåãó-ëÿðíûõ ñåòêàõ. Äëÿ óðàâíåíèé òèïà êîíâåêöèè-äè��óçèè ïðåäëîæåíû êîíñåðâàòèâíûåñëàáîìîíîòîííûå êîíå÷íî-îáú¼ìíûå ñõåìû íà òðåóãîëüíûõ è òåòðàýäðàëüíûõ ñåòêàõ.�àññìîòðåíû âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííûõ ñõåì. Ïîäõîä àïðîáè-ðîâàí íà çàäà÷å âàêóóìíîé ìèêðîýëåêòðîíèêè, ñâÿçàííîé ñ ðàñ÷åòàìè ïîëåâîé ýìèññèèýëåêòðîíîâ ñ ïîâåðõíîñòè îñòðèéíûõ êðåìíèåâûõ ìèêðîêàòîäîâ.ÂâåäåíèåÒðàäèöèîííîé ïðîáëåìîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñàçàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ïîëóïðîâîäíèêàõ è äðóãèõ ìàòåðèàëàõ ñ íåëèíåéíî èçìå-íÿþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñèëüíîãî ïåðåïàäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿâ ðàçëè÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ ðàñ÷¼òíîé îáëàñòè. Îíî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîíöåí-òðàöèè ÷àñòèö èçìåíÿþòñÿ íà ïîðÿäêè è äàæå íà äåñÿòêè ïîðÿäêîâ. Â ðåçóëüòàòåìíîãèå ÷èñëåííûå ïîäõîäû ñòàëêèâàþòñÿ ñ �óíäàìåíòàëüíûì îãðàíè÷åíèåì íàâåëè÷èíó ïðèëîæåííîãî ê ñðåäå âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ,èçáåæàòü êîòîðîãî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åíèå ïðèåìëåìûõ ïî òî÷íî-ñòè ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåòñÿ íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò â ïî-ëó÷åíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â îáëàñòÿõ ïðîñòîé �îðìû â óñëîâèÿõ ñëàáîéíåëèíåéíîñòè è èñïîëüçîâàíèè íàáîðà òàêèõ ðåøåíèé â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ ïðåä-ñòàâëåíèÿ èñêîìîé �óíêöèè â áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ. Äðóãîé ñïîñîá ñâÿçàí ñïîñòðîåíèåì àäàïòèâíîé ëîêàëüíî ñãóùàþùåéñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, ïîçâîëÿ-þùåé âûäåëèòü îáëàñòè ñèëüíîãî èçìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.Ïðè ýòîì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïåðåñòðîåíèå ñåòêè ïðè ïåðåõîäå íà î÷åðåäíîé ñëîéïî âðåìåíè. Â äîïîëíåíèå ê ýòèì äâóì ñïîñîáàì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ óâåëè÷åíèå÷èñëà óçëîâ ñåòêè â ðàñ÷¼òå íà âîçìîæíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé.Ïîñëåäíèå äâà ñïîñîáà (èñïîëüçîâàíèå ïîäðîáíîé àäàïòèâíîé ñåòêè è ïàðàë-ëåëüíûõ âû÷èñëåíèé) ïðåäñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûìè, ïîñêîëüêó èìå-þò îãðàíè÷åíèÿ ëèøü ïî âåëè÷èíå äîñòóïíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Îäíà-êî îíè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî óñòîé÷èâûì ñåòî÷íûì àëãî-ðèòìàì (ñõåìàì). Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñõåìÿâëÿþòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) è ìåòîä êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ (ÌÊÎ).Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøåå ÷èñëî ýâîëþöèîííûõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîéãåîìåòðèåé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáú¼ìîâ ââèäó åãî ïðîñòîòû è ýêîíîìè÷íî-ñòè [1, 2℄. Ê òîìó æå ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàèáîëåå ý��åêòèâåí ïðè ðåøåíèèñòàöèîíàðíûõ çàäà÷. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿ â äàííîé ðàáîòåðàññìîòðåíèåì ñõåì, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ÌÊÎ.Â ñëó÷àå ðàñ÷¼òíûõ îáëàñòåé ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðàç-íîñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà êîíâåêöèè-äè��óçèè, î êîòîðûõ èäåò



122 Ñ.Â. ÏÎËßÊÎÂðå÷ü íèæå. Îñíîâíîé çàäà÷åé ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ ìåòîäîâ áûëî ïîëó÷åíèå íàñåòêå âñåãî ñïåêòðà ñâîéñòâ äè��åðåíöèàëüíîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü ðàçíîñòíàÿ ñõåìàäîëæíà áûòü íå òîëüêî óñòîé÷èâîé è ñõîäÿùåéñÿ ê äè��åðåíöèàëüíîìó ðåøåíèþ,íî è ïðîÿâëÿòü òàêèå �óíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà, êàê êîíñåðâàòèâíîñòü è ìîíî-òîííîñòü (â ñèëüíîì èëè ñëàáîì ñìûñëå â çàâèñèìîñòè îò âèäà äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ). Äëÿ óðàâíåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ïðèìåðàìè òàêèõ ñõåì ìîãóòñëóæèòü îäíîðîäíûå ñõåìû Ñàìàðñêîãî [3℄, ñëàáî ìîíîòîííûå ñõåìû �îëàíäà [4℄,ñõåìû Êàðåòêèíîé [5℄ è ò. ä.Ïîñëåäíèé èç óêàçàííûõ ïîäõîäîâ �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ñõåì ýêñïî-íåíöèàëüíîé ïîäãîíêè [6℄, ïðèìåíÿþùèõñÿ ïðè ðåøåíèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà íàø âçãëÿä, îí èìååò áîëüøèå ïåðñïåêòèâû ïðè ðåøåíèèíåëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè. Îñíîâíûì åãî íåäîñòàòêîìíà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà âåëè÷èíó δ = max (h |E|/V0)(ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ øàãà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè íà âåëè÷èíó ýëåêòðè÷å-ñêîãî ïîëÿ, îòíåñåííîãî ê âåëè÷èíå íîðìèðîâî÷íîãî ïîòåíöèàëà). Îäíàêî ýòî æåîãðàíè÷åíèå èìåþò è äðóãèå ðàçíîñòíûå ñõåìû. Ê òîìó æå ïðè óâåëè÷åíèè δ äîåäèíèöû è âûøå áîëüøèíñòâî ñõåì íà÷èíàåò áûñòðî óõóäøàòüñÿ ïî òî÷íîñòè, àíåêîòîðûå èç íèõ òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü âû÷èñëåíèé.Ýêñïîíåíöèàëüíûå æå ñõåìû óñòîé÷èâî ðàáîòàþò ïðè áîëüøèõ δ (äî 150�300ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ) è õîðîøî ïåðåäàþò êà÷åñòâåííûå õàðàêòå-ðèñòèêè äè��åðåíöèàëüíîãî ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå êîíñåðâàòèâíîñòü è ñëàáóþ ìî-íîòîííîñòü. Ïîñëåäíåå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ðàáîòå [7℄ ïðè ðåøåíèè çàäà÷èî äèíàìèêå �îòîèíäóöèðîâàííûõ çàðÿäîâ â ïîëóïðîâîäíèêîâîé ãåòåðîñòðóêòóðå.Óêàçàííûé ïðåäåë âåëè÷èíû δ ìîæíî ïîâûñèòü äî 30000 è áîëåå, åñëè ïðîâîäèòüâû÷èñëåíèÿ ñ ÷åòâåðòíîé òî÷íîñòüþ, êîòîðàÿ àïïàðàòíî ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõ íî-âîé 64-áèòíîé ïëàò�îðìû âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.Äðóãèì íåäîñòàòêîì ñõåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèåîáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé íåðåãóëÿðíîé ñåòêè. Â ÷àñòíîñòè, àâòîðó íåèçâåñòíû èõ àíà-ëîãè äëÿ òðåóãîëüíûõ è òåòðàýäðàëüíûõ ñåòîê, êîòîðûå âñå øèðå èñïîëüçóþòñÿïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èíäóñòðèàëüíîé íàïðàâëåííîñòè. Âîñïîëíèòüýòîò ïðîáåë ïðèçâàíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Â íåé ïîñòðîåíû òàêèå ñõåìû äëÿ ñëó-÷àÿ ïðîèçâîëüíîé íåðåãóëÿðíîé òðåóãîëüíîé ñåòêè è ïðîâåäåíî èõ îáîáùåíèå íàñëó÷àé òåòðàýäðàëüíîé ñåòêè. Ïðîâåä¼í òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïîñòðîåííûõ ñõåì,îïðåäåëåíû óñëîâèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè. Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà-÷è î ìîäåëèðîâàíèè ýëåêòðîííîé ýìèññèè èç êðåìíèåâîãî êàòîäíîãî ìèêðîóçëàïðîäåìîíñòðèðîâàíà ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñõåì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â äâóìåðíîì ñëó÷àåÄëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì â ïðîèçâîëüíîé äâóìåð-íîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D íà êîíå÷íîì èíòåð-âàëå âðåìåíè [0, T ] êâàçèëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà
∂u

∂t
= Lu + f, Lu = div WWWWWWWWW , WWWWWWWWW = KKKKKKKKK gradu + EEEEEEEEEu, (1)çàïèñàííîå â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (x, y, t) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíê-öèè u(x, y, t) . Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî div è grad � îáû÷íûå îïåðàòîðû äèâåð-ãåíöèè è ãðàäèåíòà, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x, y) , WWWWWWWWW � îáîá-ù¼ííûé âåêòîð ïîòîêà, EEEEEEEEE = EEEEEEEEE (x, y, t) = (Ex, Ey)T � êóñî÷íî-ãëàäêîå çàäàííîåâåêòîðíîå ïîëå, KKKKKKKKK � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè êîìïîíåíòàìè

kij(x, y, t, u) (i, j = 1, 2), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè(kii ≥ k0 > 0 , 4k11k22 − (k12 + k21)
2 ≥ k1 > 0) îïåðàòîðà L â D ïðè EEEEEEEEE ≡ 0 ,



ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÕÅÌÛ. . . 123�óíêöèÿ f = f(x, y, t, u) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ âîáëàñòè D × (0, T ) × (−∞, ∞) .Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè
u(x, y, 0) = u0(x, y) (2)è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(x, y, t) = g1(x, y, t), (x, y) ∈ ∂D1,

(WWWWWWWWW, nnnnnnnnn) = g2(x, y, t, u), (x, y) ∈ ∂D2,
t > 0, (3)Çäåñü ∂Di (i=1,2) � ÷àñòè ãðàíèöû ∂D = ∂D1∪∂D2 , íà êîòîðûõ çàäàíû ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ ðàçëè÷íîãî òèïà (Äèðèõëå èëè Íåéìàíà �Íüþòîíà), (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå âåêòîðîâ â äâóìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, nnnnnnnnn � âíåøíÿÿ íîðìàëüê ãðàíèöå îáëàñòè.Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3). Ââèäó ýòîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîåòîæäåñòâî

∂

∂t

∫∫

D

u dx dy =

∮

∂D

(WWWWWWWWW , nnnnnnnnn) dl +

∫∫

D

f dx dy, (4)êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷èòü ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (1) ïî îáëàñòè D , âûíî-ñà ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè çà çíàê èíòåãðàëà è ïðèìåíåíèè �îðìóëû �àóññà �Îñòðîãðàäñêîãî â äâóìåðíîì ñëó÷àå.2. Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-îáú¼ìíîé ñõåìû â äâóìåðíîì ñëó÷àåÑëåäóÿ ïîäõîäó, ðàçâèòîìó â [8℄, ïîñòðîèì äëÿ ïðèìåðà ÿâíóþ êîíå÷íî-îáú¼ìíóþ ñõåìó äëÿ çàäà÷è (1)�(3). Äëÿ ýòîãî ââåäåì â îáëàñòè D òðåóãîëüíóþñåòêó Ωxy , óäîâëåòâîðÿþùóþ êðèòåðèþ Äåëîíå è òàêóþ, ÷òî êàæäûé å¼ òðåóãîëü-íèê èìååò öåíòð ìàññ, ïðîåêòèðóþùèéñÿ ñòðîãî íà âíóòðåííèå ÷àñòè âñåõ åãîñòîðîí. Ïóñòü äëÿ äàííîé ñåòêè ÷èñëî âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî N , à ÷èñëîòðåóãîëüíèêîâ � M . Íà îòðåçêå [0, T ] ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó Ωt ñ øàãîì τ è÷èñëîì èíòåðâàëîâ Nt . Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ðåãóëÿðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêèìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùóþ êîíå÷íî-îáú¼ìíóþ ñõåìó
U j+1

i − U j
i

τ
= ΛU j

i + ϕj
i , i = 1, . . . , N, j = 0, . . . , Nt − 1, (5)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

U0
i = u0(xi, yi), i = 1, . . . , N, (6)è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå

U j
i = g1(xi, yi, tj), (xi, yi) ∈ ∂D1, j = 0, . . . , Nt. (7)Çäåñü U j

i � ñåòî÷íûé àíàëîã �óíêöèè u â óçëàõ òðåóãîëüíîé ñåòêè Pi = (xi, yi) ,
Λ � ñåòî÷íûé àíàëîã îïåðàòîðà L , ϕj

i � ñåòî÷íûé àíàëîã ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(1) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3) íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂D2 . Íèæå áóäóò óòî÷íåíûâûðàæåíèÿ äëÿ Λ è ϕ .Ñõåìà (5)�(7) â òî÷êå ñåòêè (xi, yi, tj) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿóðàâíåíèÿ (1) ïî âðåìåíè íà èíòåðâàëå [tj , tj+1] è ïî ïðîñòðàíñòâó ïî ìåäèàíàëü-íîìó êîíòðîëüíîìó îáú¼ìó Vi ñ öåíòðîì â òî÷êå Pi è âíåøíåé ãðàíèöåé, îáðà-çîâàííîé îòðåçêàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòðû ð¼áåð è öåíòðû ìàññ ïðèìûêàþùèõ



124 Ñ.Â. ÏÎËßÊÎÂê Pi òðåóãîëüíèêîâ. Ïîñëå äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëüíîãî ðàâåíñòâà íà âå-ëè÷èíó τ |Vi| (ãäå |Vi| � ïëîùàäü êîíòðîëüíîãî îáú¼ìà), ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû îïåðâîîáðàçíîé äëÿ ïðîèçâîäíîé u ïî âðåìåíè è �îðìóëû �àóññà �Îñòðîãðàäñêîãîäëÿ ñëàãàåìîãî Lu , à òàêæå �îðìóëû î ñðåäíåì çíà÷åíèè �óíêöèè â îêðåñòíîñòèòî÷êè (xi, yi, tj) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (ïîäðîáíåå ñì. [8℄)
uj+1

i − uj
i

τ
≈

1

|Vi|




∫

∂Vi2

(
WWWWWWWWW j , nnnnnnnnn

)
dl +

∫

∂Vi1

g2(x, y, tj , u(x, y, tj)) dl


 + f j

i . (8)Çäåñü uj
i = u(xi, yi, tj) , WWWWWWWWW j = WWWWWWWWW (x, y, tj) , f j

i = f(xi, yi, tj , u
j
i ) , ∂Vi1 = ∂Vi ∩ ∂D2 ,

∂Vi2 = ∂Vi\∂Vi1 .Â ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå (8) ìîæåì ó÷åñòü, ÷òî âíåøíÿÿ ãðàíèöà êîíòðîëüíî-ãî îáú¼ìà Vi åñòü çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ, íà êàæäîì çâåíå êîòîðîé âíåøíÿÿ íîðìàëüåñòü ïîñòîÿííûé âåêòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê òî÷êå Pi ïðèìûêàåò mi òðåóãîëü-íèêîâ. Î÷åâèäíî, åñëè òî÷êà Pi ëåæèò âíóòðè îáëàñòè, òî ÷èñëî çâåíüåâ ëîìàíîéðàâíî 2mi , è âñå îíè òàêæå ëåæàò âíóòðè îáëàñòè. Åñëè òî÷êà Pi � ãðàíè÷íàÿ,òî ê 2mi âíóòðåííèì çâåíüÿì ëîìàíîé äîáàâëÿåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ni ãðàíè÷íûõðåáåð, èñõîäÿùèõ èç Pi . Íà êàæäîì âíóòðåííåì çâåíå ëîìàíîé çà�èêñèðóåì íåêî-òîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà ïîòîêà WWWWWWWWW , îáîçíà÷èâ åãî ÷åðåç WWWWWWWWW
j
ik, è âû÷èñëèìâíåøíþþ íîðìàëü ê çâåíó nnnnnnnnn ik è äëèíó çâåíà lik . Íà êàæäîì ãðàíè÷íîì çâåíåëîìàíîé ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè g2 , îáîçíà÷èâ åãî (g2)

j
ip , àòàêæå äëèíó çâåíà lip . Åñëè äàëåå ïðèìåíèòü òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè �óíêöèèâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëàõ, òî âìåñòî (8) ïîëó÷àåì

uj+1
i − uj

i

τ
≈

1

|Vi|

2mi∑

k=1

(
WWWWWWWWW

j
ik, nnnnnnnnn ik

)
lik +

1

|Vi|

ni∑

p=1

(g2)
j
ip lip + f j

i . (9)�àññìîòðèì âîïðîñ î âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîòîêà è ãðàíè÷íîé �óíê-öèè. Ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà (8) è (9) ïîëó÷åíû ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòèïî ïðîñòðàíñòâó. Ýòî ñëåäóåò èç ñïîñîáà àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ èí-òåãðàëîâ îò ñëàãàåìûõ ut è f óðàâíåíèÿ (1). Äàííûé ñïîñîá áûë âûáðàí èçñîîáðàæåíèé ìèíèìàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî øàáëîíà ñõåìû. Ïîýòîìó áóäåìñòðåìèòüñÿ ñîõðàíèòü âòîðîé ïîðÿäîê ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè ñõåìûè ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîòîêà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü,÷òîáû â êàæäîì òðåóãîëüíèêå íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ u áûëà ëèíåéíîé, òî åñòüçàäàâàëàñü ïëîñêîñòüþ, ïîñòðîåííîé ïî çíà÷åíèÿì u â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà.Òîãäà ãðàäèåíò �óíêöèè u áóäåò ïîñòîÿííûì âåêòîðîì â êàæäîì òðåóãîëüíèêå (èêóñî÷íî-ïîñòîÿííûì âî âñåé îáëàñòè). Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî è ñðåäíèéâåêòîð ïîòîêà ïîñòîÿíåí âî âñåì òðåóãîëüíèêå. Àíàëîãè÷íî, íà ðåáðàõ òðåóãîëü-íèêîâ �óíêöèÿ u áóäåò ëèíåéíîé, è åå çíà÷åíèå â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå ðåáðàëåãêî ïîëó÷èòü ïî äâóì çíà÷åíèÿì u íà åãî êîíöàõ. Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòüñðåäíèå çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íîé �óíêöèè.Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê îïðåäåëåíèþ ñðåäíèõ, çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (9) ìîæíîóïðîñòèòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî â êàæäîì òðåóãîëüíèêå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ñðåäíèéâåêòîð ïîòîêà WWWWWWWWW
j
ik , à âåêòîð íîðìàëè nnnnnnnnn ik ìîæíî çàìåíèòü âûðàæåíèåì ΘΘΘΘΘΘΘΘΘ lllllllll ik/lik ,â êîòîðîì lllllllll ik � íåíîðìèðîâàííûé âåêòîð êîíîðìàëè (òî åñòü âåêòîð, çàäàííûéðàçíîñòüþ êîîðäèíàò êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷åê çâåíà ëîìàíîé), à ΘΘΘΘΘΘΘΘΘ � îïåðàòîðïîâîðîòà íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìîæíî òàêæå ó÷åñòü, ÷òî äâà ïîñëå-äîâàòåëüíûõ çâåíà ëîìàíîé, âõîäÿùèõ â îäèí òðåóãîëüíèê, ìîæíî ¾ñïðÿìèòü¿,âçÿâ âìåñòî ñóììû äâóõ êîíîðìàëåé ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð (îí áóäåò ñîåäèíÿòü



ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÕÅÌÛ. . . 125ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïðèëåæàùèõ ê òî÷êå Pi , è èìåòü ïðàâóþ îðèåíòà-öèþ), êîòîðûé òàêæå ìîæíî îáîçíà÷èòü lllllllll ik . Â ðåçóëüòàòå òàêèõ òîæäåñòâåííûõïðåîáðàçîâàíèé (9) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
uj+1

i − uj
i

τ
≈

1

|Vi|

mi∑

k=1

(
WWWWWWWWW

j
ik, ΘΘΘΘΘΘΘΘΘ lllllllll ik

)
+

1

|Vi|

ni∑

p=1

(g2)
j
ip lip + f j

i . (10)Íàéäåì òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîòîêà WWWWWWWWW
j
ik . Äëÿ ýòîãî ïðå-îáðàçóåì ñíà÷àëà âûðàæåíèå äëÿ WWWWWWWWW :

VVVVVVVVV = gradu + GGGGGGGGGu
(
VVVVVVVVV = KKKKKKKKK −1WWWWWWWWW , GGGGGGGGG = KKKKKKKKK −1EEEEEEEEE

)è çàïèøåì åãî ïîêîìïîíåíòíî:
Vx =

∂u

∂x
+ Gxu, Vy =

∂u

∂y
+ Gyu.Äàëåå, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P0 = (x0, y0) îáëàñòè D è ïðîèçâåäåì â ïî-ñëåäíèõ ðàâåíñòâàõ ñëåäóþùèå ýêñïîíåíöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

exVx =
∂

∂x
(exu) , eyVy =

∂

∂y
(eyu) ,ãäå

ex = exp




x∫

x0

Gx dx′



 , ey = exp




y∫

y0

Gy dy′



 .Çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà ïî ïðîèçâîëüíîìó òðåóãîëüíèêó
Tik (k = 1, . . . , mi ), ïðèìûêàþùåìó ê Pi , ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ Pikl ( l = 1, 2, 3 ,íóìåðàöèÿ êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè
Pik1 ≡ Pi ) è ïðèìåíèì �îðìóëû �ðèíà:

∫

Tik

exVx dx dy = +

∮

∂Tik

exu dy,

∫

Tik

eyVy dx dy = −

∮

∂Tik

eyu dx.Ó÷òåì äàëåå, ÷òî Vx = k̃11Wx + k̃12Wy , Vy = k̃21Wx + k̃22Wy (ãäå k̃ij � ýëåìåíòûîáðàòíîé ìàòðèöû KKKKKKKKK−1 ), è ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà
∫

Tik

exk̃11Wx dx dy +

∫

Tik

exk̃12Wy dx dy = +

∮

∂Tik

exu dy,

∫

Tik

eyk̃21Wx dx dy +

∫

Tik

eyk̃22Wy dx dy = −

∮

∂Tik

eyu dx.Âûíåñåì òåïåðü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïîòîêà çà çíàêè èíòåãðàëîâ è ïðè-áëèçèì äâîéíûå èíòåãðàëû çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé â öåíòðå òðå-óãîëüíèêà, óìíîæåííûìè íà åãî ïëîùàäü Sik , à êîíòóðíûå èíòåãðàëû â ëåâûõ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ � ñ ïîìîùüþ �îðìóëû òðàïåöèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþ-ùèå ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà
a
(11)
ik (Wx)

j
ik + a

(12)
ik (Wy)

j

ik
≈ b

(1)
ik , a

(21)
ik (Wx)

j
ik + a

(22)
ik (Wy)

j

ik
≈ b

(2)
ik , (11)
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a
(1m)
ik =

Sik

3

[
3∑

l=1

(
exk̃1m

)j

ikl

]
, a

(2m)
ik =

Sik

3

[
3∑

l=1

(
eyk̃2m

)j

ikl

]
, m = 1, 2,

b
(1)
ik = +

1

2

[
(yik3 − yik1)

(
(exu)j

ik2 − (exu)j
ik1

)
− (yik2 − yik1)

(
(exu)j

ik3 − (exu)j
ik1

)]
,

b
(2)
ik = −

1

2

[
(xik3 − xik1)

(
(eyu)j

ik2 − (eyu)j
ik1

)
− (xik2 − xik1)

(
(eyu)j

ik3 − (eyu)j
ik1

)]
.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (11) ñîâìåñòíà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ñëåäó-åò èç ñâîéñòâ îïåðàòîðà KKKKKKKKK è íåâûðîæäåííîñòè òðåóãîëüíèêîâ Tik . Ïîýòîìó âêîíå÷íîì èòîãå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà:

(Wx)
j
ik ≈ ã

(11)
ik b

(1)
ik + ã

(12)
ik b

(2)
ik , (Wy)

j

ik
≈ ã

(21)
ik b

(1)
ik + ã

(22)
ik b

(2)
ik , (12)ãäå ã

(mn)
ik � ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé ìàòðèöû (m, n = 1, 2).Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïîòîêîâ èç ðàâåíñòâ (12) ïîíàäîáèòñÿâû÷èñëèòü íå ñàìè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ex , ey , à èõ îòíîøåíèÿ â òî÷êàõ øàáëî-íà Pi . Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü óêàçàííûå âåëè÷èíû ïî ïðîñòûìïðèáëèæåííûì �îðìóëàì:

(ex)j
ikm

(ex)j
ik1

≈ exp
[
0.5 (xikm − xik1)

(
(Gx)j

ikm + (Gx)j
ik1

)]
,

(ey)j
ikm

(ey)j
ik1

≈ exp
[
0.5 (yikm − yik1)

(
(Gy)j

ikm + (Gy)j
ik1

)]
,

m = 2, 3.Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ãðàíè÷íîé �óíêöèè g2 îïðåäåëèì, ïðèìåíèâ �îðìóëó òðà-ïåöèé äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
(g2)

j
ip ≈

3

4
(g2)

j
ip1 +

1

4
(g2)

j
ip2 , (13)ãäå Pip1 = Pi , Pip2 � êîíöû ãðàíè÷íîãî ðåáðà òðåóãîëüíèêà Tip , ÷àñòü êîòîðîãîâõîäèò â êîíòðîëüíûé îáúåì Vi , à ñàìî ðåáðî ïðèíàäëåæèò ∂D2 .Åñëè òåïåðü â ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâàõ (10)�(13) çàìåíèòü �óíêöèþ u íà ååðàçíîñòíûé àíàëîã U , òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (10) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå êîíå÷íî-îáú¼ìíîé ñõåìû (5), â êîòîðîì

ΛU j
i =

1

|Vi|

mi∑

k=1

(
WWWWWWWWW

j
ik, ΘΘΘΘΘΘΘΘΘ lllllllll ik

)
, ϕj

i = f j
i +

1

|Vi|

ni∑

p=1

(g2)
j
ip lip, (14)è ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî òî÷íûì ðàâåíñòâàì (11)�(13).Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êðàåâîéçàäà÷è (1)�(3), êîãäà ìàòðèöà KKKKKKKKK ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé:

k11 = k22 = k0, k12 = k21 ≡ 0,âåêòîð WWWWWWWWW = k0 gradu + EEEEEEEEE u , à íà âñåé ãðàíèöå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 3-ãî ðîäà
(WWWWWWWWW , nnnnnnnnn) = g2, (x, y) ∈ ∂D.



ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÕÅÌÛ. . . 127Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî åñòü k0 =
= k0(x, y, t) , g2 = −η (u − u0) , è ïóñòü η = const . Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî çà-ïèñàòü ïîñòðîåííóþ ñõåìó â áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå, à èìåííî âûïèñàòü èòîãîâûéâèä îïåðàòîðà Λ è ïðàâîé ÷àñòè ϕ :

ΛU j
i =

1

|Vi|

mi∑

k=1

(
− (Wx)

j

ik (ly)
ik

+ (Wy)
j

ik
(lx)ik

)
−

−
η

|Vi|

ni∑

p=1

(
3

4
U j

i +
1

4
U j

ip2

)
lip,

ϕj
i = f j

i +
η

|Vi|

ni∑

p=1

(
3

4
(u0)

j

i +
1

4
(u0)

j

ip2

)
lip, (15)ãäå

(Wx)
j

ik = +
3

2Sik

∆yik3

(
(ẽx)j

ik2U
j
ik2 − U j

i

)
− ∆yik2

(
(ẽx)j

ik3U
j
ik3 − U j

i

)

(1/k0)
j
i + (ẽx/k0)

j
ik2 + (ẽx/k0)

j
ik3

,

(Wy)j

ik
= −

3

2Sik

∆xik3

(
(ẽy)j

ik2U
j
ik2 − U j

i

)
− ∆xik2

(
(ẽy)j

ik3U
j
ik3 − U j

i

)

(1/k0)
j
i + (ẽy/k0)

j
ik2 + (ẽy/k0)

j
ik3

,

(ẽx)j
ikm = exp

[
0.5∆xikm

(
(Ex/k0)

j
ikm + (Ex/k0)

j
i

)]
,

(ẽy)j
ikm = exp

[
0.5∆yikm

(
(Ey/k0)

j
ikm + (Ey/k0)

j
i

)]
,

∆xikm = xikm − xi, ∆yikm = yikm − yi, m = 2, 3.Ñäåëàåì äàëåå íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Âî-ïåðâûõ, àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíîïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî ñõåì ïî âðåìåíè
U j+1

i − U j
i

τ
= σ

(
ΛU j+1

i + ϕj+1
i

)
+ (1 − σ)

(
ΛU j

i + ϕj
i

)
,

i = 1, . . . , N, j = 0, . . . , Nt − 1,

(16)ãäå σ � âåñ ñõåìû, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ 0, 0.5 è 1.Âî-âòîðûõ, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ ïðîöåäóðó, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñõåìû äëÿòðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ òèïà (1) íà òåòðàýäðàëüíîé ñåòêå ñ áàðèöåíòðè÷åñêèìèêîíòðîëüíûìè îáú¼ìàìè.Â-òðåòüèõ, åñëè ðåàëèçàöèÿ ÿâíûõ ñõåì âïîëíå î÷åâèäíà, òî â ñëó÷àå íåÿâíûõíåëèíåéíûõ ñõåì ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè ïî ïðîñòðàí-ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü êàê ÿâíûå ñõåìû, òàêè ïîëóíåÿâíûå (÷òîáû íå èñïîëüçîâàòü èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè). Äëÿ ðåàëèçà-öèè ïîñëåäíèõ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ äèàãîíàëüíûìïðåäîáóñëîâëèâàòåëåì.Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:Òåîðåìà 1. Êîíå÷íî-îáú¼ìíûå ñõåìû (6), (7), (16) ïðè σ = 0 è 1 èìåþò ïîðÿ-äîê àïïðîêñèìàöèè Ψ = O
(
~

2 + τ
) è Ψ = O

(
~

2 + τ2
) ïðè σ = 0.5 . Âñå òðè ñõåìû
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�èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòüêîíñåðâàòèâíû, è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
hmin < C1, τ < C2h

α
min, α = 2, 2, 1 äëÿ σ = 0, 0.5, 1, (17)îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñëàáîé ìîíîòîííîñòè, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè â îáû÷-íîì è àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå è ñõîäÿòñÿ ê äè��åðåíöèàëüíîìó ðåøåíèþ çà-äà÷è (1)�(3) ñ òî÷íîñòüþ Ψ â íîðìå L2(Ωxy) × C(Ωt) . Çäåñü ~ è hmin � ñðåä-íèé è ìèíèìàëüíûé ðàçìåðû ð¼áåð òðåóãîëüíèêîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, C1 ,

C2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ ïðîñòðàíñòâåí-íîé ñåòêè.Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ. Ïîðÿäîê àïïðîêñè-ìàöèè è êîíñåðâàòèâíîñòü ñõåì âûòåêàþò èç ñïîñîáà èõ ïîñòðîåíèÿ è ìîãóò áûòüïðîâåðåíû íåïîñðåäñòâåííî. Äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè âûòåêàåòèç óñëîâèé âûïîëíåíèÿ ñëàáîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå íåÿâ-íîé è ñèììåòðè÷íîé ñõåì ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà ñëîå ïîâðåìåíè â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå (ñì., íàïðèìåð, [3, 9℄).3. Òåñòîâàÿ çàäà÷à è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÊîíå÷íî-îáú¼ìíàÿ ñõåìà (16), (6), (7) áûëà îïðîáîâàíà íà ïðèìåðå ðàñ÷åòîâäèíàìèêè ýëåêòðîíîâ â êðåìíèåâîì àâòîêàòîäå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àëà ñëå-äóþùóþ ñèñòåìó áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèé (ïîäðîáíåå ñì. [10℄)
∂n

∂t
= µ1 div jjjjjjjjj n, jjjjjjjjj n = n µn EEEEEEEEE + D1 grad (Dn n) , (18)

∂wn

∂t
= µ2 div QQQQQQQQQn +(jjjjjjjjj n, EEEEEEEEE )−(wn−1), QQQQQQQQQn = wn µn α EEEEEEEEE +D2 grad (Dn α wn) , (19)

div(εEEEEEEEEE ) = −γ (1 − n), EEEEEEEEE = − gradϕ, (20)ãäå n è wn = n Tn � êîíöåíòðàöèÿ è ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ (Tn � ýëåêòðîííàÿ òåìïå-ðàòóðà), jjjjjjjjj n è QQQQQQQQQn � òîê è ïîòîê ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, EEEEEEEEE è ϕ � âåêòîð íàïðÿæåí-íîñòè è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, α , µn , Dn � íåëèíåéíûå êîý��èöèåíòû,çàâèñÿùèå îò ýëåêòðîííîé òåìïåðàòóðû, µk , Dk , ε , γ � áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû.Óðàâíåíèÿ (18)�(19) ðåøàþòñÿ â ïîäîáëàñòè êðåìíèåâîãî êàòîäà Ω1 , èìåþ-ùåãî �îðìó ïðÿìîóãîëüíèêà ñ íåáîëüøèì îñòðèåì â ëåâîì âåðõíåì óãëó (ñì.ðèñ. 1). Óðàâíåíèå (20) äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðåøàåòñÿ âî âñåé îáëàñòè Ω =
= [0, Lx] × [0, Ly] , ñîäåðæàùåé êàòîä è âàêóóìíûé ñëîé Ω2 , ïðèìûêàþùèé ñâåðõó



ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÑÕÅÌÛ. . . 129ê êàòîäó. Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ äîïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè è ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè
n(x, y, 0) = 1, wn(x, y, 0) = 1, EEEEEEEEE (x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ Ω1, (21)

(jjjjjjjjj n, nnnnnnnnn) = jjjjjjjjj 0
n, (QQQQQQQQQn, nnnnnnnnn) = QQQQQQQQQ0

n, (x, y) ∈ ∂Ω1, (22)
ϕ(x, 0) = 0, ϕ(x, Ly) = Va, (EEEEEEEEE , nnnnnnnnn) = 0, x = 0, Lx. (23)Çäåñü nnnnnnnnn � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäîáëàñòè. Íà ãðàíèöåðàçäåëà âàêóóì-êðåìíèé ñòàâÿòñÿ èçâåñòíûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà íîðìàëüíóþè òàíãåíöèàëüíóþ êîìïîíåíòû âåêòîðà EEEEEEEEE :

ε1E
(1)
n = ε2E

(2)
n , E(1)

τ = E(2)
τ , (x, y) ∈ Ω1 ∩ Ω2. (24)Çàäà÷à (18)�(24) âîçíèêëà â ñâÿçè ñ ðàçðàáîòêîé óñòðîéñòâ ìèêðîâàêóóìíîéýëåêòðîíèêè [10℄, èñïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå ñèëîâîãî ýëåìåíòà êðåìíèåâûå àâ-òîêàòîäû ìàëîé ðàçìåðíîñòè (ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìèêðîí è ìåíüøå). Îñíîâíîéïðîáëåìîé ïðè èõ ñîçäàíèè îêàçûâàåòñÿ ñèëüíûé ðàçîãðåâ êàòîäà âáëèçè ýìèò-òèðóþùåé ïîâåðõíîñòè (â íàøåì ñëó÷àå ðàçäåë îáëàñòåé Ωk ) â ñèëó áîëüøîéâåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê áûñòðîìó âûõîäó ïðèáîðàèç ñòðîÿ.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé âûøå ìåòîäèêèáûë ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì è ïðîâåäåíî ïðåäâàðèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ýëåê-òðîííûõ ïðîöåññîâ â êðåìíèåâûõ êàòîäàõ ìèêðîííûõ ðàçìåðîâ. Â êà÷åñòâå èë-ëþñòðàöèè ïðèâåäåì ðàñ÷åòû äëÿ îáëàñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, ñ ðàçìåðàìè

1.5× 3 ìêì. Ïîëóøèðèíà àíîäà áûëà ðàâíà 1.5 ìêì, âûñîòà êàòîäà � 1.5 ìêì, âû-ñîòà îñòðèÿ � 0.3 ìêì, ðàäèóñ ñêðóãëåíèÿ îñòðèÿ � 20 íì, ïîëóøèðèíà îñíîâàíèÿîñòðèÿ � 0.06 ìêì. Ïîòåíöèàë íà àíîäå áûë ðàâåí 1000 Â. �àñ÷åò ïðîâîäèëñÿ íàòðåóãîëüíîé ñåòêå ñ ïàðàìåòðàìè: ÷èñëî óçëîâ ñåòêè âî âñåé îáëàñòè ñîñòàâëÿëî35480, â îáëàñòè êàòîäà � 17660; ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ âî âñåé îáëàñòè � 70049, â îá-ëàñòè êàòîäà � 34666. Öåëüþ ðàñ÷åòîâ áûë ïîèñê îáëàñòè êàòîäà, ïîäâåðãàþùåéñÿíàèáîëüøåìó âîçäåéñòâèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.Íà ðèñ. 2 è 3 ïîêàçàíû èçîëèíèè ìîäóëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýíåðãèè ýëåê-òðîíîâ â îáëàñòè îñòðèÿ âî âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Âèäíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîåïîëå ãëóáîêî ïðîíèêàåò â îáú¼ì îñòðèÿ, ðàçîãðåâ ýëåêòðîíîâ äîñòèãàåò çíà÷èòåëü-íîé âåëè÷èíû â âåðõíåé åãî ÷àñòè. Èìåííî ýòî ïðèâîäèò ê íàáëþäàåìûì íà îïûòåâåñüìà âûñîêèì ïëîòíîñòÿì òîêà àâòîýìèññèè ó âåðøèíû îñòðèÿ, à òàêæå, êàêìîæíî ïîëàãàòü, ñëóæèò ïðè÷èíîé äåãðàäàöèè âåðøèíû îñòðèÿ â ïðîöåññå ýìèñ-ñèè [11℄. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò íàéòè ó÷àñòêè êàòîäà, íàèáîëåå ïîä-âåðæåííûå äåãðàäàöèè. Äàëüíåéøàÿ öåëü ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â îïòèìèçàöèèýìèññèîííûõ è ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê êàòîäîâ ïðè èõ ïðèìåíåíèè â òàêèõóñòðîéñòâàõ, êàê àâòîêàòîäíûå è íàøëåìíûå äèñïëåè, ýìèññèîííûå çîíäû è äð.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ÷èñëåííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýâîëþöèîííûõêðàåâûõ çàäà÷ ñî ñòðóêòóðîé ïðîñòðàíñòâåííîãî îïåðàòîðà òèïà íåëèíåéíîéêîíâåêöèè-äè��óçèè. Îñîáåííîñòüþ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåñõåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ïîäãîíêè â ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà íåðåãóëÿðíûõ òðå-óãîëüíûõ è òåòðàýäðàëüíûõ ñåòêàõ. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå ïîñòðîåíèåýêñïîíåíöèàëüíîé êîíå÷íî-îáú¼ìíîé ñõåìû äëÿ ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè-÷åñêîãî òèïà îáùåãî âèäà, ñ�îðìóëèðîâàíà òåîðåìà óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè
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�èñ. 2. Èçîëèíèè ìîäóëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè îñòðèÿ êàòîäà

�èñ. 3. Èçîëèíèè ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ â îáëàñòè îñòðèÿ êàòîäàñõåìû â ýíåðãåòè÷åñêîé íîðìå. Ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðîäåìîí-ñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå çàäà÷è âàêóóìíîé ìèêðîýëåêòðîíèêè ïî ðàñ÷åòó ýìèññè-îííûõ õàðàêòåðèñòèê êðåìíèåâîãî àâòîêàòîäíîãî ìèêðîóçëà â ñëó÷àå äâóìåðíîéðåàëüíîé ãåîìåòðèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû � 05-07-90054-â,06-01-00097-à, 07-01-12079-î�è).
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