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ÓÄÊ 517.9 ÌÅÒÎÄ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉÄËß ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈßÍÀÑÛÙÅÍÍÎ-ÍÅÍÀÑÛÙÅÍÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉÀ.A. Àõòàðååâ, �.Ç. ÄàóòîâÀííîòàöèÿÏðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è íàñûùåííî-íåíàñûùåííîé �èëüòðàöèè, êîòîðûéîñíîâàí íà ââåäåíèè íîâîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè è ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ÷èñ-ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Äëÿ îäíîðîäíûõ ñðåä íîâàÿ ïåðåìåííàÿ ñîâïàäàåò ñ íàñûùåí-íîñòüþ â îäíèõ çîíàõ è ñ ¾íîðìèðîâàííûì¿ äàâëåíèåì � â äðóãèõ. Óêàçàí àëãîðèòìýêîíîìè÷íîé ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîé çàäà÷è. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ âû÷èñëå-íèé, èëëþñòðèðóþùèå òî÷íîñòü è ïðàêòè÷åñêóþ ïðèãîäíîñòü ìåòîäà.ÂâåäåíèåÌàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü �èëüòðàöèè æèäêîñòè â íàñûùåííî-íåíàñûùåííûõ ïî-ðèñòûõ ñðåäàõ �îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ äàâëåíèÿ ψ = ψ(x, t) è íàñûùåííîñòè
s = s(x, t) . Îíè îïðåäåëÿþòñÿ èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ �è÷àðäñà, ïðåä-ñòàâëÿþùåãî ñîáîé êîìáèíàöèþ óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññû è çàêîíà Äàðñè. Äëÿçàìûêàíèÿ ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå äàâëå-íèå ñ íàñûùåííîñòüþ, íàçûâàåìîå êàïèëëÿðíûì ñîîòíîøåíèåì. Ýòè óðàâíåíèÿèìåþò ñëåäóþùèé âèä:

φ
∂s

∂t
+ div q = Q, x ∈ Ω, (1)

se = S(ψ). (2)Çäåñü q � ïîòîê æèäêîñòè, q = −K(se)K0(∇ψ + e) , Ω ⊂ Rd � îáëàñòü òå÷åíèÿ,çàíÿòàÿ ïîðèñòîé ñðåäîé, d = 1, 2, 3 ; ý��åêòèâíàÿ íàñûùåííîñòü se ñâÿçàíà ñ sñîîòíîøåíèåì
se =

s− s∗
s∗ − s∗

.Ïàðàìåòðû ïîðèñòîé ñðåäû s∗ è s∗ , 0 ≤ s∗ < s∗ ≤ 1 , íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-íî îñòàòî÷íîé è ïðåäåëüíîé íàñûùåííîñòÿìè; φ � ïîðèñòîñòü ñðåäû (φ ∈ (0, 1));
K0 = K0(x) � òåíçîð ïðîâîäèìîñòè íàñûùåííîé ñðåäû. Ïîñòîÿííûé åäèíè÷íûéâåêòîð e ðàâåí îðòó îñè, ïðîòèâîïîëîæíîé íàïðàâëåíèþ ñèëû òÿæåñòè (e = 0 ,åñëè ñèëîé òÿæåñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü), �óíêöèÿ Q îïèñûâàåò èñòî÷íèêè è ñòîêèæèäêîñòè. Ïîðèñòàÿ ñðåäà íàçûâàåòñÿ íàñûùåííîé, åñëè se = 1 ; íåíàñûùåííîé,åñëè 0 < se < 1 ; ñóõîé, åñëè se = 0 .Ôóíêöèè K (îòíîñèòåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñðåäû) è S òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåò-ðàìè ïîðèñòîé ñðåäû è ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. Ôóíêöèÿ S(ψ) ìîíîòîííî âîçðàñ-òàåò íà (−∞,∞) , S(ψ) = 1 ïðè ψ ≥ ψa , S(ψ) → 0 ïðè ψ → −∞ ; K(se) ÿâëÿåòñÿ
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�èñ. 1. Àïïðîêñèìàöèè Âàí-�åíóõòåíà �óíêöèé K(se) è S(ψ) ïðè α = 1ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé è âûïóêëîé, K(0) = 0 , K(1) = 1 . Íàèáîëåå ðàñïðî-ñòðàíåíû àïïðîêñèìàöèè Áðóêñà �Êîðè [1℄ è Âàí-�åíóõòåíà [2℄ ýòèõ �óíêöèé.Àïïðîêñèìàöèè Áðóêñà �Êîðè (BC) èìåþò âèä
K(se) = s3+2/n

e , S(ψ) =

{

1, ψ ≥ −1/α,

(−αψ)−n, ψ < −1/α(òî åñòü ψa = −1/α). Ñîãëàñíî Âàí-�åíóõòåíó (VG) èìååì:
K(se) = s1/2e

(

1 − (1 − s1/me )m
)2

, S(ψ) =

{

1, ψ ≥ 0,

(1 + (−αψ)n)
−m

, ψ < 0.Çäåñü n > 1 , α > 0 � ïàðàìåòðû ñðåäû, m = 1 − 1/n . Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíûãðà�èêè ýòèõ �óíêöèé äëÿ àïïðîêñèìàöèè VG ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ n . Îòìåòèì,÷òî â ýòîì ñëó÷àå K(se) âåäåò ñåáÿ êàê s0.5+2/m
e ïðè ìàëûõ se ; S(ψ) ∼ 1/(−ψ)n−1ïðè ψ → −∞ ; S áëèçêà ê ñòóïåí÷àòîé �óíêöèè ïðè áîëüøèõ n .Ïîðèñòàÿ ñðåäà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå ïàðàìåòðû ñðåäû íå çàâè-ñÿò îò x îáëàñòè Ω , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíîé. Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿðàññìîòðåíèåì òîëüêî êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ïîðèñòûõ ñðåä. À èìåííî, áóäåì ïðåä-ïîëàãàòü çàäàííûì ðàçáèåíèå îáëàñòè Ω íà ñîâîêóïíîñòü ïîäîáëàñòåé Ωi òàêèõ,÷òî ïàðàìåòðû ñðåäû â íèõ ïîñòîÿííû, êðîìå, âîçìîæíî, �óíêöèè K0 . Äëÿ òàêèõñðåä ê óðàâíåíèÿì (1), (2) ïðèñîåäèíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

ψ è íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîòîêà q íà îáùèõ ãðàíèöàõ îáëàñòåé Ωi . Îòìå-òèì, ÷òî â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû â óðàâíåíèÿõ (1), (2) íåîáõîäèìî ïîëàãàòü
K(x, se) , S(x, ψ) âìåñòî K(se) è S(ψ) ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî äëÿ êðàòêîñòè ìûíå áóäåì óêàçûâàòü çàâèñèìîñòü îò x ÿâíî.Óðàâíåíèÿ (1), (2) äîïîëíèì ñëåäóþùèìè êðàåâûìè è íà÷àëüíûì óñëîâèÿìè:

ψ = ψ0, x ∈ Γ0, −q · ν = q0, x ∈ Γ1, t > 0, (3)
ψ = ψ0, x ∈ Ω, t = 0. (4)Çäåñü Γ = Γ0 ∪ Γ1 � ãðàíèöà Ω , ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ .Óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ. Îíî ÿâëÿåòñÿ âûðîæäàþùèìñÿ è èìååòïåðåìåííûé òèï. Äåéñòâèòåëüíî, â òåõ òî÷êàõ îáëàñòè òå÷åíèÿ, ãäå se = 0 (s =

= s∗ ), òî åñòü â ñóõîé îáëàñòè, îïåðàòîð ψ → div q ÿâëÿåòñÿ âûðîæäàþùèìñÿ, è,



60 À.A. ÀÕÒÀ�ÅÅÂ, �.Ç. ÄÀÓÒÎÂñëåäîâàòåëüíî, âûðîæäàåòñÿ ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1). Â îáëàñòè {0 < se < 1}íåïîëíîãî íàñûùåíèÿ óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê ïàðàáîëè÷åñêîìó òèïó, â îáëàñòè
{se = 1} ïîëíîãî íàñûùåíèÿ � ê ýëëèïòè÷åñêîìó.Îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè ìîäåëè, à òàêæå ìíîãîîáðàçèå òèïîâ íåëèíåéíîñòåéâ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïðèâîäÿò ê ðàçíîîáðàçíûì ïðîáëåìàì ïðè ÷èñ-ëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è. Êàê îáû÷íî, ÷àñòü èç ýòèõ ïðîáëåì ñâÿçàíà ñ êà÷åñòâîìàïïðîêñèìàöèè çàäà÷è êîíå÷íîìåðíîé (ñèñòåìîé ñèëüíî íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé), ÷àñòü � ñ ìåòîäàìè ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è. �îâîðÿ î÷èñëåííûõ ìåòîäàõ, â äàëüíåéøåì áóäåì èìåòü â âèäó êëàññ íåÿâíûõ ñåòî÷íûõñõåì è èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ.1. Èçâåñòíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷èÊðàòêî îïèøåì øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå â ïðàêòèêå âû÷èñëåíèé ïîäõîäû êàïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé (1), (2), îòìå÷àÿ èõ îñíîâíûå äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè.Ìåòîäû íà îñíîâå ψ -�îðìû óðàâíåíèé. Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû (1), (2) ïåðåìåí-íóþ íàñûùåííîñòè, ïðèäåì ê îäíîìó óðàâíåíèþ

φs
∂S(ψ)

∂t
− divK(ψ)K0(∇ψ + e) = Q, x ∈ Ω, (5)ãäå S(ψ) = S(ψ) , K(ψ) = K(S(ψ)) , φs = φ(s∗−s∗) . Äàëåå, íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷-íûõ ðàçíîñòåé èëè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòî óðàâíåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ èðåøàåòñÿ êàêèì-ëèáî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì (îáû÷íî ìåòîäîì Íüþòîíà èëè åãîâàðèàíòàìè). Ïî íàéäåííîìó ψ íåèçâåñòíàÿ s íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (2). Äëÿàïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà èðàçíîñòíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, êîòîðûå ìîãóò êîìáèíèðîâàòüñÿ ññîîòâåòñòâóþùèìè ïðîöåäóðàìè àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ.Ê íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâàì ýòîãî ïîäõîäà, êðîìå ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà íåèçâåñò-íûõ âäâîå, ñëåäóåò îòíåñòè åãî óíèâåðñàëüíîñòü: ìåòîä ïðèìåíèì ê íàñûùåííî-íåíàñûùåííûì íåîäíîðîäíûì ñðåäàì ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû. Îñíîâíîé íåäî-ñòàòîê ìåòîäà � ïëîõàÿ îïðåäåëåííîñòü ïîëÿ ψ ïðè íàëè÷èè â îáëàñòè òå÷åíèÿïîäîáëàñòåé ìàëîé íàñûùåííîñòè (äîñòàòî÷íî ñóõèõ çîí). Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ïî-äðîáíåå.Ïðè íàëè÷èè â ñðåäå äîñòàòî÷íî ñóõèõ çîí, ãäå se = 0 èëè se ≈ 0 , ðåøåíèåçàäà÷è èìååò ÿðêî âûðàæåííûé �ðîíòîâîé õàðàêòåð, ïðè÷åì �ðîíò òåì êðó÷å,÷åì áëèæå �óíêöèÿ S ê ñòóïåí÷àòîé. Ïðè ýòîì íà �ðîíòå ψ ≈ −∞ , |∇ψ| ≈ ∞ ,

K(ψ)∇ψ ≈ 0 . Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíàÿ ψ ïëîõî îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè �ðîí-òà: îíà ìåíÿåòñÿ îò −∞ äî êîíå÷íûõ çíà÷åíèé â ìàëîé îêðåñòíîñòè �ðîíòà. Ýòîñâîéñòâî â áîëüøåé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì äëÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ,òðåáóþùèõ õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåâ ìîìåíò âðåìåíè t ÿâëÿåòñÿ ïëîõèì ïðèáëèæåíèåì ê ðåøåíèþ ïðè t + ∆t . Íà-ïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ òèïà Íüþòîíà ýòî ïðèâîäèò êäîñòàòî÷íî ñèëüíîìó îãðàíè÷åíèþ íà øàã ñåòêè ïî âðåìåíè ∆t . Êðîìå òîãî, íà-ëè÷èå ñóõèõ çîí ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5) â ýòèõ çîíàõ,÷òî ñóùåñòâåííî óõóäøàåò îáóñëîâëåííîñòü ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé è çàìåäëÿåò ñõî-äèìîñòü èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Íàïðîòèâ, íàëè÷èå â îáëàñòè òå÷åíèÿ çîí ïîëíîãîíàñûùåíèÿ íå âûçûâàåò ñóùåñòâåííûõ òðóäíîñòåé ïðè äàííîì ïîäõîäå.Îòìåòèì ñëåäóþùèé ïîëåçíûé âàðèàíò ψ -�îðìû óðàâíåíèÿ �è÷àðäñà:
φs
∂S(ψ)

∂t
− div (K0∇Q(ψ) + K(ψ)K0e) = Q, Q(ψ) =

ψ
∫

0

K(S(ψ))dψ, (6)



ÌÅÒÎÄ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ 61àïïðîêñèìàöèÿ êîòîðîé ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñòûì ïî ñòðóêòóðå ñåòî÷íûì óðàâ-íåíèÿì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýòà �îðìà ïîçâîëÿåò ââåñòè íîâóþ íåèçâåñòíóþ
u = Q(ψ) � ïîòåíöèàë Êèðõãî�à, â òåðìèíàõ êîòîðîé çàäà÷à ïðèîáðåòàåò âèä

φs
∂S(u)

∂t
− div (K0∇u+ K(u)K0e) = Q,ãäå S(u) = S(Q−1(u)) , K(u) = K(Q−1(u)) , S

′(u) → +∞ ïðè u → +0 . Íîâàÿ íåèç-âåñòíàÿ u ÿâëÿåòñÿ ëó÷øå îïðåäåëåííîé, ÷åì ψ , à óðàâíåíèå áîëåå íå ÿâëÿåòñÿâûðîæäàþùèìñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Òðóäíîñòè âîçíèêàþò â òåõñëó÷àÿõ, êîãäà �óíêöèÿ S áëèçêà ê ñòóïåí÷àòîé. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ïðåîáðà-çîâàíèÿ Êèðõãî�à ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî ïðèìåíèìî òîëüêî ê îäíîðîäíûì ñðåäàì(â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé (5), (6)).Ìåòîäû íà îñíîâå s-�îðìû óðàâíåíèé. Åñëè èñõîäíûå äàííûå òàêîâû, ÷òî çîíûïîëíîãî íàñûùåíèÿ íå ðåàëèçóþòñÿ, òî åñòü se(x, t) < 1 ïðè ëþáûõ x, t , òî âóðàâíåíèÿõ (1), (2) ìîæíî èñêëþ÷èòü íåèçâåñòíóþ ψ . Ïðèäåì ê óðàâíåíèþ
φs
∂se
∂t

− div (K0D(se)∇se +K(se)K0e) = Q, D(se) = K(se)P
′(se),èëè

φs
∂se
∂t

− div (K0∇Q(se) +K(se)K0e) = Q, Q(se) =

se
∫

0

D(s) ds, (7)ãäå ψ = P (se) � îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ê se = S(ψ) . Íàëè÷èå ñóõèõ çîí áîëüøå íåÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå âûðîæäàåòñÿ òîëüêî ïî ïðîñòðàí-ñòâåííûì ïåðåìåííûì:ïðè se → 0 : D(se) ∼ sαe , α =

{

2 + 1/n, äëÿ BC,
0.5 +m, äëÿ VG.Îäíàêî âîçíèêàþò òðóäíîñòè ïðè íàëè÷èè â îáëàñòè òå÷åíèÿ çîí, áëèçêèõ êïîëíîìó íàñûùåíèþ, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîâåäåíèè �óíêöèè äè��óçèâíîñòè D :

D(se) → +∞ ïðè se → 1 . Îñíîâíîé íåäîñòàòîê äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî îí ïðèìåíèì òîëüêî ê îäíîðîäíûì íåíàñûùåííûì ñðåäàì (äëÿ íåîäíîðîä-íûõ ñðåä �óíêöèÿ se ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé íà îáùèõ ãðàíèöàõ ñðåä). Ïðè ðåøåíèèóðàâíåíèÿ (7) òàêæå ìîæíî ââåñòè ïðåîáðàçîâàíèå Êèðõãî�à.Ìåòîäû íà îñíîâå ñìåøàííîé �îðìû óðàâíåíèé. Ìåòîäû ýòîãî òèïà îñíîâàíûíà íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé (1), (2) ñ äàëüíåéøèì èñêëþ÷åíèåìîäíîé èç íåèçâåñòíûõ íà ñåòî÷íîì óðîâíå íà èòåðàöèîííîì øàãå. Ê íîâûì ñõåìàìðåøåíèÿ ïðèõîäèì â òîì ñëó÷àå, åñëè òàêîå èñêëþ÷åíèå îñóùåñòâëÿòü äèíàìè÷å-ñêè (â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ ñðåäû). Îïèøåì îäèí òàêîé ìåòîä, îãðàíè÷èâàÿñüñëó÷àåì îäíîðîäíîé ñðåäû [4℄.Óðàâíåíèå (1) àïïðîêñèìèðóåì íåÿâíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â êàæäîì óçëå ñåòêè xl , l = 1, . . . , n , îïðåäåëåíû äâå íåèçâåñò-íûå sl = se(xl) è ψl = ψ(xl) , íî òîëüêî îäíà èç íèõ íåçàâèñèìàÿ. Êàêóþ íåèçâåñò-íóþ ñ÷èòàòü ïåðâè÷íîé, à êàêóþ � âòîðè÷íîé (òî åñòü çàâèñèìîé), îïðåäåëÿåòñÿíàøèì æåëàíèåì è îáðàòèìîñòüþ ñîîòíîøåíèÿ (2). Ñåòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ âìîìåíò âðåìåíè t+ ∆t óñëîâíî çàïèøåì â âèäå Al(s, ψ) = 0, l = 1, . . . , n .Îáîçíà÷èì ïåðâè÷íóþ ïåðåìåííóþ â óçëå xl ÷åðåç ul . Òîãäà ñåòî÷íûå óðàâ-íåíèÿ ïðèìóò âèä Al(u) ≡ Al(s, ψ) = 0, l = 1, . . . , n . Ýòè óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿïðè ïîìîùè ìåòîäà Íüþòîíà J(uk)∆uk+1 = −A(uk) , ∆uk+1 = uk+1 − uk , ïðè



62 À.A. ÀÕÒÀ�ÅÅÂ, �.Ç. ÄÀÓÒÎÂñëåäóþùèì îïðåäåëåíèè ïåðâè÷íûõ ïåðåìåííûõ íà êàæäîé èòåðàöèè:
uk+1

l =











sk+1

l , åñëè skl < sa,

ψk+1

l , åñëè skl > sb,

ukl , èíà÷å.Ïîñëåäíèé ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî ïðèíÿòûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïåðâè÷íîé ïåðåìåí-íîé ñîõðàíÿåòñÿ òàêèì æå, êàê è íà k -é èòåðàöèè. Çäåñü 0 < sa < sb < 1 � ïàðàìåò-ðû ìåòîäà (íàïðèìåð, sa = 0.89 , sb = 0.99). Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè
J(uk) ñëåäóþùèé: l -ÿ ñòðîêà J(uk) ðàâíà l -é ñòðîêå ìàòðèöû ∂A(sk, ψk)/∂s , åñëè
uk+1

l åñòü s ïåðåìåííàÿ, èíà÷å ðàâíà l -òîé ñòðîêå ìàòðèöû ∂A(sk, ψk)/∂ψ .Îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïåðâè÷íûõ ïåðåìåííûõ ñî÷åòàåò â ñåáå äîñòîèíñòâàìåòîäîâ íà îñíîâå s- è ψ -�îðì óðàâíåíèÿ �è÷àðäñà è ÿâëÿåòñÿ áûñòðî ñõîäÿ-ùèìñÿ. Ê íåäîñòàòêàì ìåòîäà ìîæíî îòíåñòè ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöûßêîáè (íàïðèìåð, ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íåîáõîäèìî èñ-ïîëüçîâàòü óçëîâóþ ñáîðêó ýòîé ìàòðèöû âìåñòî ýëåìåíòíîé), à òàêæå ïîòåðþòî÷íîñòè ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ñðåä (ïîëå íàñûùåííîñòè ïðèõîäèòñÿñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì, ÷òî ñíèæàåò òî÷íîñòü ìåòîäà).2. Íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ. Ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðå�îðìóëèðîâêàçàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäûÏðèâåäåì íîâóþ �îðìóëèðîâêó èñõîäíîé çàäà÷è (1), (2), êîòîðóþ â ñëó÷àå îä-íîðîäíûõ ñðåä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíûé àíàëîã îïèñàííîãî âûøåìåòîäà ïåðâè÷íûõ ïåðåìåííûõ.�àíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî â çîíå ìàëûõ íàñûùåííîñòåé, íàïðèìåð, ïðè ψ < ψσ ,õîðîøî îïðåäåëåíà íåèçâåñòíàÿ se , à â çîíå áîëüøèõ íàñûùåííîñòåé � íåèçâåñòíàÿ
ψ . Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ââåñòè íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ

u = u(ψ) =

{

S(ψ), ψ ≤ ψσ,

S′(ψσ)(ψ − ψσ) + S(ψσ), ψ > ψσ,
(8)îáðàòíàÿ ê êîòîðîé ðàâíà

ψ = P(u) =

{

P (u), u ≤ S(ψσ),
(

u− S(ψσ)
)

/S′(ψσ) + ψσ, u > S(ψσ).
(9)Ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèÿ u = u(x, t) ÿâëÿåòñÿ ¾ñìåøàííîé¿ (ñîñòàâíîé) íåèç-âåñòíîé: åñëè u(x, t) ≤ sσ , sσ = S(ψσ) , òî u(x, t) ñîâïàäàåò ñ ý��åêòèâíîéíàñûùåííîñòüþ se(x, t) , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñ ¾íîðìèðîâàííûì¿ äàâëåíèåì

S′(ψσ)(ψ − ψσ) + sσ . Ïî èçâåñòíîé u äàâëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (9), àíàñûùåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå se = S(ψ) .Äëÿ àïïðîêñèìàöèè Âàí-�åíóõòåíà òî÷êó ψσ óäîáíî âûáðàòü êàê òî÷êó ïåðå-ãèáà �óíêöèè S(ψ) . Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèè u = u(ψ) è ψ = P(u) ÿâëÿþòñÿ äâà-æäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè (èíà÷å íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûìè).Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî sσ = (1/(1+m))m . Äëÿ àïïðîêñèìàöèè BC ìîæíî âçÿòü
sσ ∈ [0.8, 0.9] .Ââåäåì ñëåäóþùèå �óíêöèè ïåðåìåííîé u ∈ [0,∞) :

S(u) =

{

u, u ≤ sσ,

S
(

(u− sσ)/S
′(ψσ) + ψσ

)

, u > sσ,
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K(u) = K(S(u)), D(u) = K(S(u))P ′(u), Q(u) =

u
∫

0

D(u) du.Òîãäà èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (1), (2) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå ñèñòåìû
φs
∂se
∂t

− div
(

K0K(se)(∇P(u) + e)
)

= Q,

se = S(u)èëè óðàâíåíèÿ
φs
∂S(u)

∂t
− div

(

K0K(u)(∇P(u) + e)
)

= Q.Ïîñëåäíåå óäîáíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
φs
∂S(u)

∂t
− div (K0∇Q(u) + K(u)K0e) = Q, x ∈ Ω. (10)Ýòî óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ êðàåâûìè è íà÷àëüíûì óñëîâèÿìè (ñì. (3), (4)):

u = u0 ≡ u(ψ0), x ∈ Γ0, −q · ν = q0, x ∈ Γ1, t > 0, (11)
u = u0 ≡ u(ψ0), x ∈ Ω, t = 0.Çäåñü q = −K0(∇Q(u) + K(u)e) .Çàäà÷à (10), (11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñêîìóþ ïåðå�îðìóëèðîâêó èñõîäíîé çà-äà÷è â òåðìèíàõ ñìåøàííîé ïåðåìåííîé. Îòìåòèì, ÷òî â òåõ òî÷êàõ ïîðèñòîé ñðå-äû, ãäå u ≤ sσ , óðàâíåíèå (10) ñîâïàäàåò ñ s-�îðìîé óðàâíåíèÿ �è÷àðäñà, èíà÷åñ ìàñøòàáèðîâàííûì óðàâíåíèåì â ψ -�îðìå, ñîåäèíÿÿ òåì ñàìûì â ñåáå äîñòîèí-ñòâà îáåèõ �îðìóëèðîâîê. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è (10), (11) îïðåäåëÿåì ðåøåíèåèñõîäíîé çàäà÷è ïî �îðìóëàì

ψ = P(u), se = S(u).Îòìåòèì òàêæå �îðìàëüíîå òîæäåñòâî óðàâíåíèé (6) è (10). Ïîýòîìó äëÿ èõàïïðîêñèìàöèè è ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿîäíè è òå æå ÷èñëåííûå ìåòîäû. �àçíèöà ìåæäó ýòèìè óðàâíåíèÿìè çàêëþ÷àåòñÿâ ñâîéñòâàõ èõ êîý��èöèåíòîâ è ñàìîé íåèçâåñòíîé, ÷òî ñóùåñòâåííî âëèÿåò íàý��åêòèâíîñòü ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ãðà�èêè êîý��èöèåíòîâ
S , Q , K óðàâíåíèé (6) è (10) äëÿ àïïðîêñèìàöèè VG ïðè n = 10 ïðåäñòàâëå-íû íà ðèñ. 2. Íà îñè àáñöèññ îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ ψσ , sσ è ua = sσ − S′(ψσ)ψσ ,ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êå ψ = 0 .Àíàëèç ïðèâåäåííûõ �óíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé, à òàêæå ãðà�èêîâ, ïîç-âîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû î ðàçëè÷èè óðàâíåíèé (6) è (10) â ñëó÷àå íåíà-ñûùåííîé �èëüòðàöèè.1. Ïåðåìåííàÿ ψ ìåíÿåòñÿ â íåîãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå (−∞, ψa] , u � â îãðà-íè÷åííîì (0, ua] .2. Óðàâíåíèå (6) âûðîæäàåòñÿ ïî âñåì êîý��èöèåíòàì â ñóõîé çîíå, óðàâíåíèå(10) íåò. �ëàâíîå ðàçëè÷èå êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé � â ñâîéñòâàõ �óíêöèé S(ψ)è S(u) : S(u) ëèíåéíà ïðè ìàëûõ u , òîãäà êàê S(ψ) → 0 ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëü-íûõ ψ .3. Ôóíêöèÿ S(ψ) , â îòëè÷èå îò S(u) , ìîæåò áûòü áëèçêà ê ñòóïåí÷àòîé �óíêöèèïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ ñðåäû.Îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè óðàâíåíèÿ (10), ñî÷åòàþùåãî â ñåáå äîñòîèíñòâà s- è
ψ -�îðì óðàâíåíèÿ �è÷àðäñà, äåëàþò åãî ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íàñûùåííî-íåíàñûùåííûõ òå÷åíèé âïîðèñòûõ ñðåäàõ.
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=sσ �èñ. 2. Êîý��èöèåíòû S , K , Q óðàâíåíèÿ (6) (ñëåâà) è (10) (ñïðàâà) äëÿ àïïðîêñèìàöèèVG ïðè n = 10 , α = K0 = φs = 13. Ñëó÷àé íåîäíîðîäíîé ñðåäû.Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèÿÎïèñàííàÿ âûøå ìåòîäèêà çàìåíû íåèçâåñòíûõ íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåòñÿ íàñëó÷àé êóñî÷íî íåîäíîðîäíûõ ïîðèñòûõ ñðåä.Ïóñòü èçâåñòíî ðàçáèåíèå îáëàñòè Ω íà ñîâîêóïíîñòü ïîäîáëàñòåé (ñðåä) Ωiòàêèõ, ÷òî ïàðàìåòðû ñðåäû â íèõ ïîñòîÿííû, êðîìå, âîçìîæíî, �óíêöèè K0 .Ïóñòü ni , αi � ïàðàìåòðû VG èëè BC äëÿ i-é ñðåäû Ωi ; se = Si(ψ) , ψ = Pi(se) �êàïèëëÿðíûå çàâèñèìîñòè, Ki(se) � îòíîñèòåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü i-é ñðåäû, îïðå-äåëÿåìûå ïî ni è αi ñîãëàñíî àïïðîêñèìàöèÿì VG èëè BC. Îáîçíà÷èì

n = nk = min
i
ni, α = αk.Íåèçâåñòíóþ u îïðåäåëèì ïî �îðìóëàì (8), (9) äëÿ ïàðàìåòðîâ k -é ñðåäû, ïîëî-æèì

ψ = Pk(u) ≡

{

Pk(u), u ≤ skσ,

(u− skσ)/S
′
k(ψ

k
σ) + ψkσ, u > skσ.Îïðåäåëèì òàêæå �óíêöèè

Si(u) = Si(Pk(u)), Ki(u) = Ki(Sk(u)),

Di(u) = Ki(u)P
′
k(u), Qi(u) =

u
∫

0

Di(u) du.Â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à ïî-ïðåæíåìó ïðèìåò âèä óðàâíåíèé (10), (11), âêîòîðûõ òåïåðü �óíêöèè S , Q , K ðàâíû Si , Qi , Ki â i-é îáëàñòè Ωi , φs∣∣Ωi

=

= φi(s
∗
i − s∗,i) . Íåñëîæíûé àíàëèç �óíêöèè S(u) ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå (10)îñòàåòñÿ âûðîæäàþùèìñÿ â òåõ ïîäîáëàñòÿõ Ωi , äëÿ êîòîðûõ ni 6= n . Íàïðèìåð,åñëè S(ψ) ∼ (−ψ)−ni ïðè ψ → −∞ â Ωi , òî S(u) ∼ uni/n ïðè ìàëûõ u â Ωi . Òàêèìîáðàçîì, ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) ïî ñðàâíåíèþ ñ (6) ïî ïîðÿäêó â nðàç ìåíüøå.Ôóíêöèè S , K , Q äîñòàòî÷íî ñëîæíî îïðåäåëÿþòñÿ è òðåáóþò íåìàëîãî ÷èñëààðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ �óíêöèè Q .Ñäåëàåì ïðàêòè÷åñêîå çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ êàê ñàìèõ ýòèõ



ÌÅÒÎÄ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ 65�óíêöèé, òàê è èõ ïðîèçâîäíûõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íåòðèâèàëüíîå èçìåíåíèå �óíêöèéèìååò ìåñòî ëèøü íà íåáîëüøîì îòðåçêå [0, ua] , ua = O(1) , òî åñòåñòâåííî ïåðåéòèíà ýòîì îòðåçêå îò �óíêöèé S , K , Q ê èõ ïðåäñòàâëåíèÿì ñïëàéíàìè. Äàëåå, ìûèñïîëüçóåì íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêåñ øàãîì hu = ua/(nu − 1) . Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåäåì ñëåäóþùèé õîðîøîèçâåñòíûé àëãîðèòì.1. Â óçëàõ ui = (i−1)hu âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ S(ui) , K(ui) , D(ui) , i = 1, . . . , nu ,äëÿ êàæäîé çîíû Ωk . Äëÿ êàæäîé çîíû òàêæå âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ Q(ui) =
= Q(ui−1) + 0.5(D(ui−1) + D(ui))hu , i = 2, . . . , nu , Q(u1) = 0 . Ýòî ïðèáëèæåíèÿèíòåãðàëà ïî �îðìóëå òðàïåöèé.Ïóñòü òåïåðü f îçíà÷àåò ëþáóþ èç �óíêöèé S , K èëè Q .2. Âû÷èñëÿåì df(ui) = (f(ui+1) − f(ui))/hu , i = 1, . . . , nu − 1 .Âñå ýòè âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ îäèí ðàç äî íà÷àëà ðåøåíèÿ çàäà÷è.3. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ f(u) è f ′(u) èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îïåðàöèè:� íàéäåì îòðåçîê [ui, ui+1] , ñîäåðæàùèé òî÷êó u : i = floor(u/hu + 1) ;� åñëè u ≤ ua ïîëîæèì f(u) = f(ui) + df(ui)(u− ui) , f ′(u) = df(ui) ;Âíå èíòåðâàëà [0, ua] �óíêöèè S è K ïîñòîÿííû è ðàâíû åäèíèöå, à �óíêöèÿ Qëèíåéíà. Ýòîò ìåòîä çà ìèíèìóì àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòüâû÷èñëåíèÿ �óíêöèé S , Q , K ïîðÿäêà 10−6 ÷ 10−8 ïðè nu ïîðÿäêà 103 ÷ 104 .Ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïàðàìåòðûñðåäû èçâåñòíû òàêæå ïðèáëèæåííî.4. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è â íîâûõ ïåðåìåííûõÏóñòü [0, T ] � èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé t . Ââåäåì íà íåì íåðàâíîìåðíóþñåòêó óçëîâ 0 = t0 < t1 < . . . < tM = T ñ øàãàìè τj = tj−tj−1 . Äëÿ àïïðîêñèìàöèèïî âðåìåíè çàäà÷è (10), (11) èñïîëüçóåì íåÿâíóþ ñõåìó Ýéëåðà

φs
S(u) − S(ǔ)

τ
− div

(

K0∇Q(u) + K(u)K0e
)

= Q,

u = u0, x ∈ Γ0, −q · ν = q0, x ∈ Γ1.Çäåñü âñå �óíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t = tj , êðîìå ǔ =
= u(x, tj−1) , τ = τj , j = 1, . . . ,M . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðåøåíèå èçâåñò-íî: u∣∣

t=0
= u0 . Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýòîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è èñïîëü-çóåì ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ëèíåéíûõ òðåóãîëüíûõ èëè áèëèíåé-íûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â äîïîëíåíèå êñòàíäàðòíîìó ìåòîäó èñïîëüçóåì äâå äîïîëíèòåëüíûå àïïðîêñèìàöèè, êîòîðûå íåïîíèæàþò òåîðåòè÷åñêîé òî÷íîñòè ìåòîäà.1. Àïïðîêñèìèðóåì �óíêöèè S , Q , K â ñëàáîé �îðìóëèðîâêå çàäà÷è òàê æå,êàê è u . Òî÷íåå, ïóñòü ui � çíà÷åíèå �óíêöèè u â óçëå ñåòêè xi , ϕi(x) � áàçèñíàÿ�óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó óçëó, i = 1, . . . , N . Òîãäà àïïðîêñèìàöèè u è Sîïðåäåëÿþòñÿ êàê

uh =

N
∑

i=1

uiϕi, Sh(uh) =

N
∑

i=1

S(ui)ϕi.Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ Kh(uh) è Qh(uh) .2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíå÷íîìó ýëåìåíòó e èñ-ïîëüçóåì êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó, óçëû êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè ýëåìåíòà.
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∫

Ω

f(x) dx =
∑

e

∫

e

f(x)dx ≈
∑

e

1

me

me
∑

i=1

|e|f(xei ) ≡ SΩ(f).Çäåñü |e| � ïëîùàäü e ; xei , i = 1, . . . ,me � êîîðäèíàòû âåðøèí ýëåìåíòà e (me = 3èëè me = 4). Ýòà êâàäðàòóðà ïîçâîëÿåò äèàãîíàëèçèðîâàòü ìàòðèöó ìàññ. Àíàëî-ãè÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå Γ1 èñïîëüçóåì ñîñòàâíóþ �îðìóëóòðàïåöèé SΓ1
.Èñêîìàÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëÿåòñÿ òîæäåñòâîì:

SΩ

(

φs(Sh(uh) − Sh(ǔh))/τ + (K0∇Qh(uh) + Kh(uh)K0e) · ∇vh
)

=

= SΩ(Qvh) + SΓ1
(q0vh),ãäå ïðîáíàÿ �óíêöèÿ vh ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ íà Γ0 .Èñïîëüçîâàíèå óêàçàííûõ àïïðîêñèìàöèé �óíêöèé S , Q , K ïîçâîëÿåò ñóùå-ñòâåííî óïðîñòèòü êàê âû÷èñëåíèå íåâÿçêè ñåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ (R), òàê è åãîìàòðèöû ßêîáè (J ). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû èìååì (ïîñðåäñòâîìýëåìåíòíîé ñáîðêè):

R(u) ≡ D(S(u) − S(ǔ)) +AQ(u) + CK(u) − F = 0, (12)
J(u) ≡ DS′(u) +AQ′(u) + CK′(u).Çäåñü u = (u1, . . . , uN)T � âåêòîð óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ; f(u) = (f(u1), . . . , f(uN))T ,

f ′(u) = diag(f ′(u1), . . . , f
′(uN )) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, f = S, Q, K ; äèàãîíàëü-íàÿ ìàòðèöà D è ìàòðèöû A , C ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûìè àïïðîêñèìàöèÿ-ìè (ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì) ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

φs
τ

(·), −div
(

K0∇(·)
)

, −div
(

K0e(·)
)

.Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ÷èòàåì, ÷òî ðàçáèåíèå íà ýëåìåíòû ñîãëàñîâà-íî ñ ãðàíèöàìè ïîäîáëàñòåé, à êîíå÷íûé ýëåìåíò ïîëíîñòüþ îòíîñèòñÿ ê îäíîéïîäîáëàñòè. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ýëåìåíòíàÿ ñáîðêà R è J . Óêàæåì, íàïðèìåð,ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû AQ′(u) (ñëàãàåìîå â J(u)). Îñòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå
R(u) è J(u) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü e � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò,
ue1 , ue2, . . . , ueme

� åãî óçëîâûå ïàðàìåòðû (òî åñòü êîìïîíåíòû u , îòíîñÿùèåñÿ êâåðøèíàì e), Ae � ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíîìóîïåðàòîðó −div
(

K0∇(·)
) , Q′(ue) = diag(Q′(ue1), . . . ,Q

′(ueme
)) . Òîãäà AQ′(u) ïîëó-÷àåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé ñóììèðîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ìàòðèö AeQ′(ue) . Îò-ìåòèì, ÷òî ýòî ñîâñåì äåøåâàÿ ïðîöåäóðà íà èòåðàöèÿõ, åñëè õðàíèòü ïîñòîÿííûåìàòðèöû Ae äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.5. �åøåíèå ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.Óïðàâëåíèå øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿÕîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà Íüþòîíà ïðè ðåøåíèè íåñòàöèî-íàðíûõ ñåòî÷íûõ çàäà÷ êðèòè÷åñêèì îáðàçîì çàâèñèò îò âûáîðà øàãîâ èíòåãðè-ðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Åñëè øàã èíòåãðèðîâàíèÿ τ âåëèê, òî ìåòîä Íüþòîíà ëèáîíå ñõîäèòñÿ, ëèáî ñõîäèòñÿ ìåäëåííî. Íàïðîòèâ, åñëè øàã τ ìàë, òî äîñòàòî÷íîâûïîëíèòü ëèøü îäíó èòåðàöèþ. Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè àâòîìàòè÷åñêîãîâûáîðà øàãà, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíîé ý��åêòèâíîñòèè òî÷íîñòè âñåãî ïðîöåññà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ çàäà÷ ìû èñ-ïîëüçîâàëè àëãîðèòì èç [3℄, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè



ÌÅÒÎÄ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ 67òå÷åíèé â ïîðèñòûõ ñðåäàõ [4, 5℄. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð
δ � äîïóñòèìóþ îøèáêó äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè êàê äëÿ êîíòðîëÿ ñõîäèìîñòèìåòîäà Íüþòîíà, òàê è âûáîðà τ . �åøåíèå íà ñëîå ïî âðåìåíè ïîëó÷àåòñÿ â ðå-çóëüòàòå îäíîé èòåðàöèè ïî ìåòîäó Íüþòîíà, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáèðàåòñÿëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèåé ñ äâóõ ïðåäûäóùèõ âðåìåííûõ ñëîåâ. Äàäèì îïèñàíèåàëãîðèòìà.Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèå u è âåêòîð u̇ .0. Íà÷àëüíûé øàã. Ïðè t = 0 âåêòîð u̇ íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå ïðè u = u0ñåòî÷íîãî àíàëîãà çàäà÷è

φsS
′(u)u̇ = div

(

K0∇Q(u) + K(u)K0e
)

+Q,

u̇ = 0, x ∈ Γ0, q · ν = q0, x ∈ Γ1.Ïåðâûé øàã ïî âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì çàäàííûì øàãîì τ1 .Ïóñòü ïðè t = tj−1 ðåøåíèå ǔ , ˙̌u è τ = τj èçâåñòíû è çàäàí ïàðàìåòð ïî-ãðåøíîñòè δ . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ u ïðè t = tj âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåøàãè:1. Øàã (ïðåäèêòîð). Îïðåäåëÿåì up = ǔ+ τ ˙̌u ;2. Øàã (êîððåêòîð). Äåëàåì îäèí øàã ïî ìåòîäó Íüþòîíà ñ íà÷àëüíûì ïðè-áëèæåíèåì up è íàõîäèì u , íîðìó ïîïðàâêè d = 0.25‖u − up‖2/‖u‖∞ , à òàêæå
u̇ = (u − ǔ)/τ . Çäåñü

‖u‖2 =
( 1

N

N
∑

i=1

u2
i

)1/2

, ‖u‖∞ = max
1≤i≤N

|ui|.3. Âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëàãàåì τp = τ(δ/d)0.5 . Åñëè τp ≥ τ ,òî øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ âûáðàííûì óñïåøíî è ïîëàãàåòñÿ τj+1 =
= min{τmax, θτ, τp} , θ = 2, 3 . Åñëè ζτ ≤ τp ≤ τ (ζ ∈ [0.8, 0.9]), òî ðåøåíèå
u òàêæå ïðèíèìàåòñÿ, íî øàã èíòåãðèðîâàíèÿ íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü ïîëàãàåòñÿ
τj+1 = τ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ñ÷èòàåòñÿ âûáðàííûì íåóäà÷-íî è âû÷èñëåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ ñ ñîêðàùåííûì øàãîì τ = max{τmin, τ

2δ/(dτp)} .Äëÿ ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íîé ðàçðåæåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé (12) íà èòåðàöèè Íüþòîíà
J(up)(u− up) = −R(up)íàìè èñïîëüçîâàëñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä BiCGstab [6℄ ñ íåïîëíûì ìîäè�èöèðî-âàííûì LU -ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ (MILU(0)) [7℄.Âûõîä èç èòåðàöèé îñóùåñòâëÿëñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿíîðìà íåâÿçêèíîðìà ïðàâîé ÷àñòè ≤ 10−6.Îòìåòèì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ñèë ãðàâèòàöèè (e = 0) ñèñòåìà (12) ñâîäèòñÿ êçàäà÷å ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîé íåèçâåñòíîé ∆ = Q′(up)(u−

−up) . Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî BiCGstab äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ñîïðÿæåííûõãðàäèåíòîâ.Óêàçàííûé âûáîð ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ øàãîì è ìåòîäà BiCGstab+MILU(0)îáúÿñíÿåòñÿ êàê èõ äîñòàòî÷íîé ý��åêòèâíîñòüþ, òàê è æåëàíèåì ñîïîñòàâèòüðåçóëüòàòû íàøèõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ è àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîòû [4℄,â êîòîðîé èñïîëüçîâàëèñü òå æå êîìïîíåíòû. Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ñõå-ìà â [4℄ ñòðîèëàñü íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîì ÌÊÝ óðàâíåíèé (1), (2) èäèíàìè÷åñêîì èñêëþ÷åíèè îäíîé èç íåèçâåñòíûõ íà øàãå ìåòîäà Íüþòîíà.
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ψ

z�èñ. 3. �åøåíèå çàäà÷è ïðè t = 1 äåíü íà ðàçíûõ ñåòêàõ (nz = 41 è nz = 201)6. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèéÏðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ÷åòûðåõ òåñòîâûõ çàäà÷ (IBM PC, 2.2 GHz,C++) èç [4℄, ñîïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî. Äàí-íûå èç [4℄ áóäåì óêàçûâàòü â �èãóðíûõ ñêîáêàõ.Âî âñåõ âû÷èñëåíèÿõ ïîëàãàëîñü s∗ = 1 , θ = 2 , ζ = 0.85 , δ = 10−4 . Ñõåìà ÌÊÝñòðîèëàñü íà îñíîâå áèëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îðòîãîíàëüíîé ñåòêå èç
nx×nz óçëîâ (ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå èç nz óçëîâ â îäíîìåðíîìñëó÷àå). Â êàæäîé çîíå îäíîðîäíîñòè ñðåäû ñåòêà âûáèðàëàñü ðàâíîìåðíîé ïîêàæäîìó íàïðàâëåíèþ ñ ÷èñëîì óçëîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçìåðó çîíû â äàííîìíàïðàâëåíèè.1. Îäíîðîäíàÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à. �àññìàòðèâàåòñÿ èçíà÷àëüíî äîñòàòî÷íî ñó-õàÿ îäíîìåðíàÿ êîëîííà äëèíû L = 1 ì ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ VG:

n = 2, α = 3.35 ì−1, φ = 0.368, s∗ = 0.277,

K0 = 0.922 · 10−4 ì · ñ−1, ψ
∣

∣

z=0
= −0.75 ì, ψ

∣

∣

z=L
= −10 ì, ψ0 = −10 ì.Ìû âûáðàëè, êàê è â [4℄, τ1 = 1 ñ, âðåìÿ âû÷èñëåíèé T = 1 ñóò è ðàçëè÷íîå÷èñëî òî÷åê ñåòêè nz ïî äëèíå êîëîííû. ×èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè íà ñåòêàõ èç

nz = 41, 201{201}, 1001 òî÷åê îêàçàëîñü ðàâíûì 251, 468{437}, 624, ÷èñëî èòåðàöèéÍüþòîíà � 275, 485{443}, 626. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî íåóäà÷íûõ øàãîâ áûëî ðàâíî24, 17{6}, 2. Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé BiCGstab íà ñëîé ïî âðåìåíè ñîñòàâèëî 4.8,5.0, 8.3 èòåðàöèé.Â äàííîé çàäà÷å ‖u‖∞ = 0.37 , òîãäà êàê sσ = 0.82 . Ïîýòîìó ïåðåìåííàÿ u âñþ-äó ñîâïàäàåò ñ se, è ìåòîä �àêòè÷åñêè ðàâíîñèëåí àíàëîãè÷íîìó ìåòîäó ðåøåíèÿçàäà÷è â s-�îðìå. Ýòî îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ìåòîäà èç [4℄. Íà ðèñ. 3ïðèâåäåíû ãðà�èêè ïîëÿ äàâëåíèÿ. �åøåíèå ïðè nz = 1001 è nz = 201 ñîâïà-äàþò ñ ãðà�è÷åñêîé òî÷íîñòüþ. Ìîæíî îòìåòèòü õîðîøóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íàãðóáûõ ñåòêàõ. Â äàííîì ñëó÷àå ìåòîä èç [4℄ îêàçàëñÿ íà 10% ýêîíîìè÷íåå ïî÷èñëó èòåðàöèé Íüþòîíà. Âîçìîæíî, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â [4℄ èñïîëüçîâàë-ñÿ ìåòîä ïðîãîíêè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ,ýêîíîìè÷íîñòü ðåàëèçàöèè øàãà Íüþòîíà â öåëîì êîìïåíñèðóåò ýòè ïîòåðè.



ÌÅÒÎÄ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉ 69Òàáë. 1Ïàðàìåòðû ïîðèñòîé ñðåäû äëÿ çàäà÷è 2ñðåäà K0 [ì/ñ] φ [1] s∗ [1] α [1/ì] n [1]ïåñîê 6.262 · 10−5 0.3658 0.07818 2.80 2.2390ãëèíà 1.516 · 10−6 0.4686 0.2262 1.04 1.3954Òàáë. 2Ïàðàìåòðû ïîðèñòîé ñðåäû äëÿ çàäà÷è 3 è 4çîíà K0 [ì/ñ℄ φ [1] s∗ [1] α [1/ì℄ n [1]1 9.153 · 10−5 0.3680 0.2771 3.34 1.9822 5.445 · 10−5 0.3510 0.2806 3.63 1.6323 4.805 · 10−5 0.3250 0.2643 3.45 1.5734 4.805 · 10−4 0.3250 0.2643 3.45 1.5732. �àññìîòðèì çàäà÷ó, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ âåñü äèàïàçîí íàñûùåííîñòè. �åî-ìåòðèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíà íà ðèñ. 4, ïàðàìåòðû íåîäíîðîäíîé ïîðèñòîé ñðåäû ïðè-âåäåíû â òàáë. 1. �ðàíèöà îáëàñòè íåïðîíèöàåìà, êðîìå ó÷àñòêà, íà êîòîðîé çàäàíäîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîòîê q0 = 0.5 ì/ñóò.Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè íà ïîëîâèíå îáëàñòè, âðåìÿ ðàñ÷åòà T =
= 1 ñóò. Áûëî âûáðàíî τmax = 1200 ñ, τ1 = 10{0.9} ñ. Íà÷àëüíàÿ íàñûùåííîñòüî÷åíü ìàëà: ψ0 = −500 ì. Â ìîìåíò âðåìåíè t = T â ñðåäíåé ÷àñòè îáëàñòè òå÷åíèÿîáðàçóåòñÿ îáëàñòü ïîëíîãî íàñûùåíèÿ. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé íà äâóõñåòêàõ.Íà ñåòêå èç 51×61 {51×61} (121×121) óçëîâ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíèïîòðåáîâàëîñü 526 {1211} (775) øàãîâ, ïðè ýòîì 41 {345} (54) øàãîâ áûëè îòâåðãíó-òû. Ñðåäíèé øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâèë 164 (111) ñ, äèñáàëàíñ ìàññû æèäêîñòè îêà-çàëñÿ ðàâíûì 0.04 {O(10−2)} (0.05)%. Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé BiCGstab íà ñëîéïî âðåìåíè ñîñòàâèëî 5.4 (11.0) èòåðàöèè. Âû÷èñëåíèÿ ïîòðåáîâàëè 16 ñ (4 ìèí17 ñ) ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè. Èçîëèíèè íàñûùåííîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6.Â äàííîì ðàñ÷åòå íàø ìåòîä íåîæèäàííî îêàçàëñÿ ñóùåñòâåííî ýêîíîìè÷íåå.3. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ äðóãîé çàäà÷è, îáëàñòü òå÷åíèÿ êîòîðîéïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5, à ïàðàìåòðû íåîäíîðîäíîé ïîðèñòîé ñðåäû � â òàáë. 2.�ðàíèöà îáëàñòè íåïðîíèöàåìà, êðîìå ó÷àñòêà, íà êîòîðîé çàäàí ñëàáûé ïîòîê
q0 = 0.02 ì/ñóò. Ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè n ñëàáî ìåíÿåòñÿ â îáëàñòè.Âðåìÿ ðàñ÷åòà T = 30 ñóò, τmax = 20 ìèí, τ1 = 10{86} ñ. Íà÷àëüíàÿ íàñûùåí-íîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà: ψ0 = −100 ì. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé íà äâóõñåòêàõ.Íà ñåòêå èç 93×22 {90×21} (120×120) óçëîâ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíèïîòðåáîâàëîñü 263 {279} (521) øàãîâ, ïðè ýòîì 1 {0} (28) øàã áûë îòâåðãíóò. Ñðåä-íèé øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâèë 0.11 (0.058) ñóò, äèñáàëàíñ ìàññû æèäêîñòè îêàçàëñÿðàâíûì 0.002 {O(10−3)} (0.005)%. Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé BiCGstab íà ñëîé ïîâðåìåíè ñîñòàâèëî 3.3 (4.5) èòåðàöèè. Âû÷èñëåíèÿ ïîòðåáîâàëè 4 ñ (87 ñ) ïðîöåñ-ñîðíîãî âðåìåíè. Èçîëèíèè íàñûùåííîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6.Â äàííîì òåñòå, êàê è â ïðåäûäóùåì, ïîëå íàñûùåííîñòè òåðïèò ðàçðûâ íà ãðà-íèöàõ çîí. Èç àíàëèçà ðèñ. 6. ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î õîðîøåé ñõîäèìîñòè ñõåìû ïîøàãó ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è îáà ìåòîäà ïîêàçàëè ïðèìåðíîîäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû ïî ÷èñëó èòåðàöèé Íüþòîíà.4. �àññìîòðèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, íî ñ îäíèì èçìåíåíèåì: ïîêàçàòåëü n âçîíàõ 3 è 4 ðàâåí 5. Ýòî ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî ñèëüíîìó èçìåíåíèþ n â îáëàñòè
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�èñ. 4. Îáëàñòü òå÷åíèÿ â çàäà÷å 2 �èñ. 5. Îáëàñòü òå÷åíèÿ â çàäà÷àõ 3, 4
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�èñ. 6. Èçîëèíèè íàñûùåííîñòè ïðè t =
= 1 ñóò íà ðàçíûõ ñåòêàõ (51×61 � òî÷êè,
121 × 121 � ñïëîøíûå) �èñ. 7. Èçîëèíèè íàñûùåííîñòè. Òî÷êè �ñåòêà èç 90×21 óçëîâ, ñïëîøíàÿ � ñåòêà èç120×120 óçëîâòå÷åíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, â ìîìåíò âðåìåíè t = 30 ñóò â íèæíåé ÷àñòè îáëàñòèîáðàçóåòñÿ ¾ÿçûê¿ çîíû ïîëíîãî íàñûùåíèÿ.Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè íà ñåòêå èç 93×22 {90×21} 120×120 óçëîâïîòðåáîâàëîñü 2191 {1202} 2647 øàãîâ, ïðè ýòîì 0 {13} 30 øàãîâ áûëè îòâåðãíóòû.Ñðåäíèé øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâèë 1183�1065 ñ, äèñáàëàíñ ìàññû æèäêîñòè îêà-çàëñÿ ðàâíûì 0.02 {O(10−3)} 0.03%, ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé BiCGstab íà ñëîé ïîâðåìåíè ñîñòàâèëî 2.4 (3.8) èòåðàöèè. Âû÷èñëåíèÿ ïîòðåáîâàëè 34 ñ (6 ìèí 56 ñ)ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè. Èçîëèíèè íàñûùåííîñòè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8. Â äàí-íîì òåñòå íàø ìåòîä ïîòðåáîâàë íà 80% áîëüøå èòåðàöèé Íüþòîíà, ÷åì ìåòîä èç[4℄. Ìû îáúÿñíÿåì ýòî äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïåðåïàäîì ïîêàçàòåëÿ n â çîíàõ.Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå áûë ïðåäñòàâëåí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è íàñûùåííî-íåíàñûùåííîé �èëüòðàöèè. Îí îñíîâàí íà íîâîé �îðìå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèéè ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Óðàâíåíèÿ çàïèñû-âàþòñÿ â òåðìèíàõ ñìåøàííîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ äëÿ îäíîðîäíûõ ñðåä ñîâïà-äàåò ñ íàñûùåííîñòüþ â îäíèõ çîíàõ è ñ ¾íîðìèðîâàííûì¿ äàâëåíèåì � â äðóãèõ.
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�èñ. 8. Ëèíèè ðàâíîé íàñûùåííîñòè ïðè T = 30 ñóò. Ñëåâà � íàøè âû÷èñëåíèÿ(120×120=14400 óçëîâ ñåòêè), ñïðàâà � èç [4℄ (28917 óçëîâ ñåòêè)Âîçíèêàþùèå ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò ýêîíîìè÷íóþðåàëèçàöèþ. �åçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ òåñòîâûõ âû÷èñëåíèé ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîäý��åêòèâåí äëÿ îäíîðîäíûõ ñðåä è ïðèãîäåí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â íåîä-íîðîäíûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ âî âñåì äèàïàçîíå íàñûùåííîñòåé.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.�. Åãîðîâó è Ì.Ô. Ïàâëîâîé çà ïëîäîòâîð-íûå äèñêóññèè, ñïîñîáñòâîâàâøèå ïîÿâëåíèþ ðàáîòû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 07-07-00183).SummaryA.A. Akhtareev, R.Z. Dautov. Mixed variable te
hnique for simulating unsaturated-saturated �ows.Mixed variable te
hnique for simulating unsaturated-saturated �ows is proposed. It basedon a new form of governing equation in term of mixed variable and �nite elements method withnumeri
al integration. For homogeneous medium new variable 
oin
ides with saturation in oneregions and with �normalized� pressure head otherwise. E�
ient algorithm for solving dis
reteproblem is proposed. Ñomputational a

ura
y and robustness of the method are demonstratedby solving four test problems. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Brooks R.H., Corey A.T. Properties of porous media a�e
ting �uid �ow // J. Irrig.Drain. Div. Am. So
. Civil Eng. � 1966. � V. 92. � P. 61�88.2. Van Genu
hten M.T. A 
losed-form equation for predi
ting the hydrauli
 
ondu
tivityof unsaturated soils // Soil S
i. So
. Am. J. � 1980. � V. 44. � P. 892�898.3. Bixler N.E. An improved time integrator for �nite element analysis // Comm. Appl.Num. Meths. � 1989. � V. 5. � P. 69�78.4. Diers
h H.-J.G., Perro
het P. On the primary variable swit
hing te
hnique for simulatingunsaturated-saturated �ows // Adv. Water Res. 1999. � No 23. � P. 271�301.5. Diers
h H.-J. Finite element modelling of re
ir
ulating density driven saltwater intrusionpro
esses in groundwater // Adv. Water Res. � 1988. � No 11. � P. 25�43.
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