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Ï�ÎÔÅÑÑÎ� Ì.Ì. À�ÑËÀÍÎÂÈ ÒÅÎ�ÅÌÀ Î ÍÅÏÎÄÂÈÆÍÛÕ ÒÎ×ÊÀÕÈ.Ø. ÊàëèìóëëèíÑåäüìîãî �åâðàëÿ 2014 ãîäà èñïîëíèëîñü 70 ëåò çàìå÷àòåëüíîìó êàçàíñêîìóìàòåìàòèêó, ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòó Àêàäåìèè íàóê �åñïóáëèêè Òàòàðñòàí, çàâåäó-þùåìó êà�åäðîé àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Êàçàíñêîãî �åäåðàëüíîãî óíè-âåðñèòåòà Àðñëàíîâó Ìàðàòó Ìèðçàåâè÷ó.

Öåëü íàñòîÿùåé çàìåòêè íå ñîñòîèò â ñêîëü-íèáóäü ïîëíîé ìåðå îñâåòèòü âåñüìíîãîãðàííûé òâîð÷åñêèé ïóòü Ìàðàòà Ìèðçàåâè÷à, à ëèøü ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêîéîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ íàèáîëåå çíà÷èìûì åãî âêëàäîì â ñîâðåìåííóþ òåîðèþâû÷èñëèìîñòè � îäíó èç íàèáîëåå äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé ìàòåìàòè-÷åñêîé ëîãèêè. Â ëþáîì ñîâðåìåííîì ó÷åáíèêå ìîæíî íàéòè òåîðåìó, íàçâàííóþ â÷åñòü þáèëÿðà, � êðèòåðèé ïîëíîòû Àðñëàíîâà, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, òåîðåìà Àð-ñëàíîâà î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ. Òàê â ÷åì æå ñîñòîèò ñóòü äàííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ÷èòàòåëÿ, íå çíàêîìîãî ñ òåîðèé âû÷èëèìîñòè? Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿê äâóì �óíäàìåíòàëüíûì ïðèíöèïàì ñîâðåìåííîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè.Ïåðâûé ïðèíöèï óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïåðå÷èñëèìîãî ÿçûêà, íå ÿâëÿþ-ùåãîñÿ âû÷èñëèìûì. Çäåñü ïîä ÿçûêîì ïîíèìàåòñÿ êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûéíàáîð ñëîâ �èêñèðîâàííîãî àë�àâèòà, êàæäîå òàêîå ñëîâî ÷àñòî îòîæäåñòâëÿ-åòñÿ ñ êîäèðóþùèì åãî íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. ßçûê íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëèèìååòñÿ àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïðèíàäëåæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà äàííîìóÿçûêó. ßçûê íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì, åñëè èìååòñÿ àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèéâñå âõîäÿùèå â íåãî ñëîâà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðå÷èñëèìîãî, íî íå âû÷èñëèìîãîÿçûêà ìîæíî âçÿòü ÿçûê, ñîîòâåòñòâóþùèé òàê íàçûâàåìîé ïðîáëåìå îñòàíîâêè,154



Ï�ÎÔÅÑÑÎ� Ì.Ì. À�ÑËÀÍÎÂ. . . 155ñîñòîÿùèé èç ïðîãðàìì (òåêñòîâ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ íà àëãîðèòìè÷åñêîì ÿçûêåïðîãðàììèðîâàíèÿ), èñïîëíåíèå êîòîðûõ çàâåðøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Åñëèïðîãðàììà íå çàâåðøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ (çàâèñàåò), òî íå ñóùåñòâóåò îáùèõàëãîðèòìè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîâåðêè äàííîãî �àêòà.ßçûê ∅′ , ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîáëåìå îñòàíîâêè, ÿâëÿåòñÿ ñàìûì òðóäíûì ñðåäèïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ � ëþáîé ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê ìîæåò áûòü ðàñïîçíàí ñ ïîìî-ùüþ àëãîðèòìà, êîòîðûé ìîæåò çàäàâàòü è ïîëó÷àòü âåðíûå îòâåòû î çàâèñàíèèòîé èëè èíîé ïðîãðàììû. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ÿçûê ïðîáëåìû îñòàíîâêè âçÿòüâ êà÷åñòâå îðàêóëà, òî ëþáîé ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê ñòàíîâèòñÿ âû÷èñëèìûì îòíî-ñèòåëüíî ýòîãî îðàêóëà. Ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âåðíî èîáðàòíîå: ïðîáëåìà îñòàíîâêè ñàìà ñòàíîâèòñÿ âû÷èñëèìîé ïðè èñïîëüçîâàíèèäàííîãî ÿçûêà â êà÷åñòâå îðàêóëà. Îäíàêî äëÿ àëãîðèòìîâ ñ ïîëíûì îðàêóëîì áó-äåò äåéñòâîâàòü òîò æå ïðèíöèï: ïðîáëåìà îñòàíîâêè ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà ñîðàêóëîì ïðèâîäèò ê ïåðå÷èñëèìîìó, íî íå âû÷èñëèìîìó îòíîñèòåëüíî íåãî ÿçûêó.Ýòîò ÿçûê ñíîâà ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå íîâîãî îðàêóëà, äëÿ êîòîðîãî ïðîáëåìàîñòàíîâêè òàêæå íå áóäåò âû÷èñëèìà è ò. ä. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçíèêàþùèõÿçûêîâ-îðàêóëîâ íàçûâàåòñÿ â òåîðèè àëãîðèòìîâ èåðàðõèåé ñêà÷êîâ ∅′, ∅′′, ∅′′′ . . .Âòîðîé ïðèíöèï (òåîðåìà î ðåêóðñèè) óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæ-íîé òî÷êè ó ëþáîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñëè èìååòñÿ íåêîòîðîåàëãîðèòìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå òåêñòîâ ïðîãðàìì, òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïðî-ãðàììà � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, âûïîëíåíèå êîòîðîé ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ïðå-îáðàçîâàííîé ïðîãðàììû. Íàïðèìåð, åñëè ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèå, âîçâðàùà-þùåå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïå÷àòàåò çàäàííûé òåêñò, òî òåîðåìà ðåêóðñèè ãàðàíòè-ðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîãðàììû, ïå÷àòàþùåé ñàìó ñåáÿ.Îáîñíîâàíèå äâóõ âûøåïðèâåäåííûõ ïðèíöèïîâ áûëî ïîëó÷åíî åùå â 30-õ ãîäàõïðîøëîãî ñòîëåòèÿ è äîñòóïíî èçëîæåíî ïðàêòè÷åñêè â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî ìàòå-ìàòè÷åñêîé ëîãèêå è òåîðèè àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Â õîäå ïîñëåäóþùåãîðàçâèòèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ, à îñîáåííî ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿíåâû÷èñëèìîãî è íåïîëíîãî ïåðå÷èñëèìîãî ÿçûêà (ïðîáëåìà Ïîñòà), áûëè îòìå-÷åíû íåÿâíûå ñâÿçè ìåæäó ïîëíûìè îðàêóëàìè è òåîðåìîé ðåêóðñèè. Òâîð÷åñêèéïóòü Ìàðàòà Ìèðçàåâè÷à Àðñëàíîâà êàê ðàç íà÷èíàëñÿ ñ èññëåäîâàíèé ýòèõ íåÿâ-íûõ çàâèñèìîñòåé: ìíîãèå åñòåñòâåííûå êëàññû ïåðå÷èñëèìûõ ÿçûêîâ îêàçàëèñüïîëíûìè, ïðè÷åì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé òðåáîâàëîñü èñïîëüçîâàòüòåîðåìó ðåêóðñèè. Ïîõîæèå ðåçóëüòàòû ïîÿâëÿëèñü è ó äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.Íàêîíåö, â êîíöå 70-õ ãîäîâ Ì.Ì. Àðñëàíîâûì [2℄ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî äëÿ ïîë-íîòû ïåðå÷èñëèìîãî îðàêóëà äîñòàòî÷íî íàéòè âû÷èñëèìîå îòíîñèòåëüíî äàííîãîîðàêóëà ïðåîáðàçîâàíèå ïðîãðàìì áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â ñâîþ î÷åðåäü, â êàæ-äîì èç èçâåñòíûõ ðàíåå ñïîñîáàõ äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû îêàçûâàëîñü î÷åâèäíûìñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ðàñ-ñóæäåíèÿ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî îðàêóëà ∅′ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèåáåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê òàêæå î÷åíü ïðîñòî: åñëè èñõîäíàÿ ïðîãðàììà èñïîëíÿ-åòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, òî âîçâðàùàåòñÿ çàâåäîìî çàâèñàþùàÿ ïðîãðàììà ñ áåñêî-íå÷íûì öèêëîì; åñëè æå îðàêóë óêàçûâàåò, ÷òî èñõîäíàÿ ïðîãðàììà çàâèñàåò, òîâîçâðàùàåòñÿ íè÷åãî íå äåëàþùàÿ ïðîãðàììà, êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, íå çàâèñàåò.Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò Ì.Ì. Àðñëàíîâà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûìêðèòåðèåì ïîëíîòû: ïåðå÷èñëèìûé ÿçûê-îðàêóë ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò àëãîðèòìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòåëüíî äàííîãîîðàêóëà, íå èìåþùåå íåïîäâèæíûõ òî÷åê.Äàííûé �àêò óäèâèòåëüíûì îáðàçîì ñâÿçûâàåò äâà âûøåïðèâåäåííûõ ïðèí-öèïà òåîðèè àëãîðèòìîâ. Ìîæíî ñêàçàòü òàêæå, ÷òî êðèòåðèé ïîëíîòû Àðñëàíîâàîáîáùàåò òåîðåìó ðåêóðñèè íà àëãîðèòìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìèíåïîëíûìè ïåðå÷èñëèìûìè îðàêóëàìè.



156 Ï�ÎÔÅÑÑÎ� Ì.Ì. À�ÑËÀÍÎÂ. . .Ïîçäíåå (ñì., íàïðèìåð, [3℄) Ì.Ì. Àðñëàíîâûì äàííûé êðèòåðèé áûë ðàñïðî-ñòðàíåí íà ïîëíîòó äëÿ îãðàíè÷åííûõ âåðñèé îðàêóëüíûõ âû÷èñëåíèé, òàêèõ êàê
m- è tt-ïîëíîòà. Èì òàêæå áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè ïîëíîòû â òåðìèíàõ íåïî-äâèæíûõ òî÷åê íà âñåõ óðîâíÿõ èåðàðõèè ñêà÷êîâ. Íàïðèìåð, äëÿ óðîâíÿ ∅′′ êðè-òåðèé ïîëíîòû �îðìóëèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî, íóæíî òîëüêî çàìåíèòü ïðîãðàììó �íåïîäâèæíóþ òî÷êó íà ïðîãðàììó � ïî÷òè íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ðåçóëüòàò èñïîë-íåíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì èñïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ïðîãðàììûíà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ. Êðèòåðèé ïîëíîòû Àðñëàíîâà âìåñòå ñî âñåìèåãî ìîäè�èêàöèÿìè îêàçàë áîëüøîå âëèÿíèå íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè àë-ãîðèòìîâ è òåîðèè ñëîæíîñòè. Ëèòåðàòóðà1. Ñîàð �.È. Âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà è ñòåïåíè / Ïåð. ñ àíãë. � Êàçàíü:Êàçàí. ìàòåì. î-âî, 2000. � 576 ñ.2. Àðñëàíîâ M.M. Î íåêîòîðûõ îáîáùåíèÿõ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå // Èçâ.âóçîâ. Ìàòåì. � 1981. � � 5. � Ñ. 9�16.3. Àðñëàíîâ M.M. Ïîëíîòà â àðè�ìåòè÷åñêîé èåðàðõèè è íåïîäâèæíûå òî÷êè // Àë-ãåáðà è ëîãèêà. � 1989. � Ò. 8, � 1. � Ñ. 3�17.Êàëèìóëëèí Èñêàíäåð Øàãèòîâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî-�åññîð êà�åäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) �åäåðàëü-íûé óíèâåðñèòåò, ã. Êàçàíü, �îññèÿ.E-mail: ikalimul�gmail.
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