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Аннотация

Рассмотрена задача о конечной порожденности предполных классов монотонных
функций k -значной логики. Для семейства всех частично упорядоченных множеств с наи-
меньшим и наибольшим элементами таких, что для любых двух элементов x и y су-
ществует sup(x, y) или inf(x, y) , установлено, что соответствующие классы монотонных
функций являются конечно-порожденными.
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Известно, что все предполные классы функций k -значной логики, за исключе-
нием классов монотонных функций, являются конечно-порожденными, кроме того,
при k ≤ 7 все предполные классы монотонных функций k -значной логики также
являются конечно-порожденными [1, 2], а начиная с k = 8 существуют предпол-
ные классы монотонных функций, не имеющие конечного базиса [3] (см. также [2]);
полного описания конечно-порожденных предполных классов монотонных функ-
ций к настоящему времени не получено. В ряде работ (см., например, [4–7]) при-
водятся различные достаточные и необходимые условия конечной порожденности
классов монотонных функций. В работах автора [8–11] получен критерий конеч-
ной порожденности для предполных классов функций, монотонных относительно
частично упорядоченных множеств ширины 2, а также условия существования ко-
нечных порождающих систем специального вида для ряда других семейств клас-
сов монотонных функций. В работе [12] изучены свойства подклассов предполных
классов функций, монотонных относительно множеств ширины 2.

В настоящей работе продолжены исследования в этом направлении. Найдено
семейство частично упорядоченных множеств таких, что соответствующие пред-
полные классы монотонных функций k -значной логики являются конечно-порож-
денными.

Пусть 4 – частичный порядок на множестве Ek = {1, 2, . . . , k} . Положим
P = (Ek, 4) . Будем рассматривать только такие частично упорядоченные мно-
жества, которые имеют наименьший и наибольший элементы. Через MP будем
обозначать класс всех монотонных функций над множеством P (отметим, что при
указанных ограничениях на структуру частичного порядка класс MP является
предполным [13]).

Функцию λ(x0, x1, . . . , xk) будем называть функцией выбора1, если для каждого
набора (i, a1, . . . , ak) ∈ Pk+1 выполняется равенство

λ(i, a1, . . . , ak) = ai. (1)
1 Функция выбора является обобщением мультиплексорных булевых функций (см., например,

[14, гл. 10]).
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Легко видеть, что если замкнутый класс функций k -значной логики содержит
все константы 1, 2, . . . , k и функцию выбора, то он является конечно-порожденным.
Отметим также, что если P – частично упорядоченное множество, содержащее
хотя бы одну пару сравнимых элементов, то λ(x0, x1, . . . , xk) 6∈ MP .

Положим

Pλ = {(a, b1, . . . , bk) ∈ Pk+1 | если i 4 j, то bi 4 bj}.
Легко видеть, что функция λ монотонна на множестве Pλ . Назовем монотон-
ной функцией выбора функцию ν(x0, x1, . . . , xk) из MP , совпадающую на мно-
жестве Pλ с функцией λ(x0, x1, . . . , xk) . Нетрудно показать, что если класс MP
содержит монотонную функцию выбора, то он является конечно-порожденным.

Пусть a1 и a2 – элементы множества P , не сравнимые относительно частич-
ного порядка 4 . Элемент b ∈ P называется верхней гранью элементов a1 и a2 ,
если выполняется неравенство a1, a2 4 b . Верхняя грань b элементов a1 и a2 на-
зывается минимальной верхней гранью этих элементов, если не существует такой
верхней грани c элементов a1 и a2 , что c 6= b и c 4 b . Верхняя грань b элементов
a1 и a2 называется точной верхней гранью этих элементов (sup(a1, a2)), если для
любой верхней грани c элементов a1 и a2 выполняется неравенство b 4 c . Ана-
логичным образом определяется нижняя, максимальная нижняя и точная ниж-
няя грани элементов a1 и a2 (точная нижняя грань обозначается через inf(a1, a2)).
Через |P| будем обозначать число элементов множества P . Положим wP=max |J | ,
где максимум берется по всем антицепям J множества P ; величину wP будем на-
зывать шириной множества P . Положим hP = max |I| , где максимум берется по
всем цепям I множества P ; величину hP будем называть высотой множества P .

Рассмотрим семейство S1 частично упорядоченных множеств:
S1 – семейство, состоящее из всех множеств P с наименьшим и наибольшим

элементами таких, что для любых двух элементов a, b ∈ P в P существует по
крайней мере один из элементов sup(a, b) и inf(a, b) .

Основным результатом настоящей работы является следующая

Теорема 1. Если P ∈ S1 , то в классе MP содержится монотонная функция
выбора.

Для доказательства теоремы 1 введем ряд определений и докажем несколько
вспомогательных утверждений (леммы 1–4).

Частично упорядоченному множеству P можно сопоставить два ориентирован-
ных графа. Граф G(P) : вершинам графа соответствуют элементы множества P и
для каждой пары u, v вершин графа ориентированное ребро (u, v) существует то-
гда и только тогда, когда для соответствующих элементов множества выполняется
неравенство u ≺ v и не существует элемента z такого, что u ≺ z ≺ v . Граф Ĝ(P)
(транзитивное замыкание графа G(P)): вершинам графа также соответствуют эле-
менты множества P и для каждой пары u, v вершин графа ориентированное ребро
(u, v) существует тогда и только тогда, когда для соответствующих элементов мно-
жества выполняется неравенство u ≺ v .

Рассмотрим произвольное частично упорядоченное множество Q с частичным
порядком ≤ . Пусть Q′ ⊂ Q , f ′ – монотонное отображение Q′ → P . Элемент
X ∈ Q \ Q′ назовем зигзагом длины 1 для отображения f ′ , если не существует
монотонного доопределения f ′ на элемент X . Множество элементов X1, . . . , Xn ∈
∈ Q \Q′ , образующих связный подграф в графе Ĝ(Q) , назовем зигзагом длины n
для отображения f ′ , если никакое его подмножество из n−1 элементов не является
зигзагом длины n−1 и при любом монотонном доопределении отображения f ′ на
любой из элементов X1, . . . , Xn оставшиеся элементы образуют зигзаг длины n−1
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или несколько зигзагов меньшей длины. Отметим, что введенное здесь понятие
зигзага обобщает понятие зигзага из работы Г. Тардоша [3].

Рассмотрим элемент X ∈ Q \ Q′ . Положим f∗(X) = {f ′(Y ) | Y ∈ Q′, Y < X} ,
f∗(X) = {f ′(Y ) | Y ∈ Q′, Y > X} . Через f∗(X) обозначим множество макси-
мальных элементов множества f∗(X) , через f∗(X) – множество минимальных
элементов множества f∗(X) .

Лемма 1. Пусть Q – произвольное частично упорядоченное множество,
Q′ ⊂ Q , f ′ – монотонное отображение Q′ → P . Доопределение отображе-
ния f ′ до монотонного отображения f : Q → P существует тогда и только
тогда, когда в Q нет зигзагов для f ′ .

Утверждение следует из определения зигзага.

Лемма 2. Пусть Q – произвольное частично упорядоченное множество,
Q′ ⊂ Q , f ′ – монотонное отображение Q′ → P , P ∈ S1 . Тогда в Q не сущест-
вует зигзагов длины 2 для f ′ .

Доказательство. Предположим, что X1, X2 – зигзаг длины 2 для отображе-
ния f ′ . По определению зигзага элементы X1 и X2 сравнимы, пусть без ограни-
чения общности X1 > X2 . Положим f∗(X1) = B = {b1, . . . , bn} , f∗(X1) = C =
= {c1, . . . , cm} , f∗(X2) = A = {a1, . . . , as} , f∗(X2) = D = {d1, . . . , dl} . Нетрудно
показать, что из монотонности отображения f ′ и определения зигзага следует:
m, k ≥ 2 , bi ≺ cj для всех i, j , ai ≺ cj для всех i, j , ai ≺ dj для всех i, j , A∩D =
= ∅ , A ∩ C = ∅ , B ∩ C = ∅ , среди остальных пар множеств возможны непустые
пересечения.

Так как элемент X1 не является зигзагом длины 1 для f ′ , то существует мо-
нотонное доопределение отображения f ′ на элемент X1 , то есть найдется элемент
x1 ∈ P такой, что ai, bj ≺ x1 ≺ ct для всех возможных i, j, t . Рассуждая анало-
гично для X2 , получим, что найдется элемент x2 ∈ P такой, что ai ≺ x2 ≺ dj , ct

для всех возможных i, j, t . Далее рассмотрим отображение f ′′ : Q′ ∪ {X1, X2} →
→ P такое, что f ′′ |Q′= f ′ . Для того чтобы задать значения f ′′(X1) и f ′′(X2) ,
рассмотрим три возможных случая.

1. Выполняется неравенство x1 4 x2 . Тогда положим f ′′(X1) = f ′′(X2) = x1 .
Очевидно, что отображение f ′′ монотонно.

2. Выполняется неравенство x1 < x2 . Тогда положим f ′′(X1) = x1 , f ′′(X2) =
= x2 . Очевидно, что отображение f ′′ монотонно.

3. Элементы x1 и x2 несравнимы. В силу условия P ∈ S1 в P существует
по крайней мере один из элементов sup(x1, x2), inf(x1, x2) . Если в P существует
sup(x1, x2) , то положим f ′′(X1) = sup(x1, x2) , f ′′(X2) = x2 . Если sup(x1, x2) не
существует, то существует inf(x1, x2) , и тогда положим f ′′(X1) = x1 , f ′′(X2) =
= inf(x1, x2) . В обоих случаях легко видеть, что отображение f ′′ монотонно.

Таким образом, во всех возможных случаях существует монотонное доопределе-
ние отображения f ′ на элементы X1 и X2 , а это противоречит тому, что X1, X2 –
зигзаг для f ′ . Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть Q – произвольное частично упорядоченное множество,
Q′ ⊂ Q , f ′ – монотонное отображение Q′ → P , P ∈ S1 . Тогда для f ′ не су-
ществует зигзагов длины n ≥ 2 .

Доказательство. Для n = 2 утверждение выполнено по лемме 2. Предпо-
ложим, что в Q найдется зигзаг длины n , n ≥ 3 , для f ′ , пусть он состоит из
элементов X1, . . . , Xn . Пусть X1 – такой элемент, что граф, образованный осталь-
ными элементами X2, . . . , Xn , связен (легко видеть, что в связном графе всегда
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существует элемент, после удаления которого граф остается связным (см., на-
пример, [15, гл. 3]). Рассмотрим произвольное монотонное доопределение f ′ на
элемент X1 , то есть монотонное отображение f ′1 : Q′ ∪X1 → P . По определению
зигзага элементы X2, . . . , Xn образуют зигзаг длины n − 1 для f ′1 . Продолжая
аналогичное доопределение, получим, что существует монотонное отображение
f ′n−2 : Q′ ∪ {X1, . . . , Xn−2} → P , для которого Xn−1, Xn – зигзаг длины 2. Это
противоречит лемме 2. Таким образом, лемма доказана.

Далее будем рассматривать частично упорядоченное множество P из семей-
ства S1 , |P| = k . Частичной функцией выбора назовем функцию λ′(x0, x1, . . . , xk) :
Pλ → P , заданную соотношением (1). Напомним, что функция λ′ монотонна на
своей области определения.

Лемма 4. На множестве Pk+1 не существует зигзага длины 1 для функ-
ции λ′ .

Доказательство. Пусть для частичнойфункции λ′ существует зигзаг длины1
в Pk+1 . Обозначим этот элемент через x̃ = (x0, x1, . . . , xk) , x̃ ∈ Pk+1\Pλ . Из опре-
деления зигзага длины 1 следует, что |λ∗(x̃)| ≥ 2 , |λ∗(x̃)| ≥ 2 . Пусть a, b ∈ λ∗(x̃) ,
c, d ∈ λ∗(x̃) . Очевидно, что a 4 c, d и b 4 c, d , элементы a и b несравнимы,
элементы c и d несравнимы. Из определения зигзага длины 1 следует, что не
существует такого элемента e ∈ P , что a, b 4 e 4 c, d .

Далее, найдется четверка наборов из множества Pλ : α̃ = (α0, α1, . . . , αk) , β̃ =
= (β0, β1, . . . , βk) , γ̃ = (γ0, γ1, . . . , γk) , δ̃ = (δ0, δ1, . . . , δk) таких, что выполняются
следующие условия:

a) α̃, β̃ 4 x̃ 4 γ̃, δ̃ ;

b) λ′(α̃) = a, λ′(β̃) = b, λ′(γ̃) = c, λ′(δ̃) = d.

Пусть α0 = i, β0 = j, γ0 = m, δ0 = l, x0 = r (где i, j, m, l, r ∈ {1, . . . , k}).
Из условия a) следует, что выполняются неравенства i, j 4 r 4 m, l . В силу опре-
деления множества Pλ и функции λ′ (см. условие b)) выполняются следующие
соотношения: a = αi 4 αr , b = βj 4 βr , c = γm < γr , d = δl < δr . Кроме того,
в силу условия a) выполняются неравенства αr, βr 4 xr 4 γr, δr .

Таким образом, существует элемент xr ∈ P , для которого выполняются нера-
венства a, b 4 xr 4 c, d , что невозможно в силу проведенных ранее рассуждений.
Следовательно, зигзага длины 1 для частичной функции λ′ в Pk+1 не существует.

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Необходимое утверждение следует из лемм
1, 3, 4.

Следствие 1. Если P ∈ S1 , то класс MP является конечно-порожденным.

Рассмотрим еще одно семейство частично упорядоченных множеств S2 , состо-
ящее из всех множеств P с наибольшим и наименьшим элементами, для которых
выполняется следующее условие: для любой пары несравнимых элементов a1 и a2 ,
не имеющих на P точной верхней грани, и для любой верхней грани c элементов
a1 и a2 , не сравнимой с некоторой минимальной верхней гранью b этих элементов,
в P существует sup(b, c) .

Нетрудно показать, что имеет место следующее
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Рис. 1

Предложение 1. Выполняется включение S1 ⊂ S2 . Если P ∈ S2 \ S1 , то
wP ≥ 3 , hP ≥ 7 , |P| ≥ 13 .

На рис. 1 приведен пример минимального (по ширине, по высоте и по числу
элементов) множества из семейства S2 \ S1 .

В работе [11] приводится следующее необходимое условие существования моно-
тонной функции выбора.

Теорема 2. Пусть P – произвольное частично упорядоченное множество.
Если класс MP содержит монотонную функцию выбора, то P ∈ S2 .

Из теорем 1 и 2 и предложения 1 можно получить следующее утверждение.

Следствие 2. Пусть P – частично упорядоченное множество такое, что
h(P) ≤ 6 . Класс MP содержит монотонную функцию выбора тогда и только
тогда, когда P ∈ S1 .
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Summary

O.S. Dudakova. On Finite Generating Subsets in Monotone Clones of Many-Valued Logic.
The problem of existence of finite generating systems in maximal clones of monotone

functions of many-valued logic is considered. It is proved that if a finite bounded poset contains
sup(x, y) or inf(x, y) for every two elements x and y , then the clones of all monotone functions
in this poset is finitely generated.

Keywords: functions of many-valued logic, clones, maximal clones of monotone functions
of Pk .
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