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ÓÄÊ 514.7+517.9ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÑÈÍÓÑ-�Î�ÄÎÍÀ È ÊÎ�ÒÅÂÅ�À�äå Ô�ÈÇÀÏ�È ÏÎÌÎÙÈ ÑÂßÇÍÎÑÒÅÉ, ÎÏ�ÅÄÅËßÞÙÈÕÏ�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÍÓËÅÂÎÉ Ê�ÈÂÈÇÍÛÀ.K. �ûáíèêîâÀííîòàöèÿÏðè ïîìîùè ñâÿçíîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû, ìîæíîñòðîèòü ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû (è â ÷àñòíîñòè, ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ) äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîå-íèÿ ñîëèòîíîâ óðàâíåíèé ñèíóñ-�îðäîíà è Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà. Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçäåëïîñâÿùåí ñðàâíåíèþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîíîâ ñ ìåòîäîì îáðàòíîéçàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Â ðàáîòå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ èíâàðèàíòíûé àíàëèòè÷åñêèéìåòîä Êàðòàíà �Ëàïòåâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâÿçíîñòü â ãëàâíîì ðàññëîåíèè; ñâÿçíîñòü â àññîöèèðîâàííîìðàññëîåíèè; ñâÿçíîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû; äè��åðåíöèàëü-íîå óðàâíåíèå; ñîëèòîíû; îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà.1. Ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè,îïðåäåëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû1.1. Äè��åðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â íà-ñòîÿùåé ñòàòüå, àññîöèèðîâàíû ñ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìèïðîèçâîäíûìè 2-ãî è 3-ãî ïîðÿäêîâ ñ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé z äâóõ àðãóìåíòîâ
x1, x2 . Â ðàáîòå ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ èíâàðèàíòíûé àíàëèòè÷åñêèé ìå-òîä Ý. Êàðòàíà ��.Ô. Ëàïòåâà (ñì. [1℄ èëè ðàáîòû ñàìîãî �.Ô. Ëàïòåâà [2�5℄).Ïåðåìåííûå x1, x2, z ìû ðàññìàòðèâàåì êàê àäàïòèðîâàííûå ëîêàëüíûå êî-îðäèíàòû (2+1)-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ H îáùåãî òèïà [6℄ ñ 2-ìåðíîé áàçîé (ïðè ýòîì
x1, x2 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà áàçå). �ëàâíûå äè��åðåíöèàëüíûå�îðìû ìíîãîîáðàçèÿ H îáîçíà÷èì ÷åðåç ω1, ω2, ω2+1 (ïðè ýòîì ω1, ω2 ÿâëÿ-þòñÿ ãëàâíûìè �îðìàìè íà áàçå). Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi, z, pj1···jk

(ãäå i, j = 1, 2;
k = 1, . . . , r ) ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â ðàññëîåíèè JrH (ðàññëîåíèå ãîëîíîìíûõ r -ñòðóé ñå÷åíèé). Íàïîìíèì, ÷òî pj1···jk

ñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì. Äëÿ ëþ-áîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H , çàäàííîãî óðàâíåíèåì z = z
(
x1, x2

) , ìîæíî ðàññìàòðèâàòüïîäíÿòûå ñå÷åíèÿ (ïîäíÿòèÿ) σr ⊂ JrH , çàäàííûå óðàâíåíèÿìè z = z
(
x1, x2

) ;
pj1···jk

= zj1···jk
(k = 1, . . . , r) . Çäåñü zj1···jk

� ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k�óíêöèè z(x1, x2) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì àðãóìåíòàì.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ãèïåðïî-âåðõíîñòü â ìíîãîîáðàçèè J2H , çàäàííóþ óðàâíåíèåì
F (xi, z, pj, pkl) = 0. (1)Íà ïîäíÿòèè σ2 ⊂ J2H ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåòâèä
F (xi, z, zj, zkl) = 0. (1′)



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. . . 73Ñîîòâåòñòâåííî, äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 3-ãî ïîðÿäêà � ýòî ãèïåðïîâåðõ-íîñòü â ìíîãîîáðàçèè J3H , çàäàííàÿ óðàâíåíèåì
G(xi, z, pj, pkl, pjkl) = 0. (2)Íà ïîäíÿòèè σ3 ⊂ J3H ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåòâèä
G(xi, z, zj, zkl, zjkl) = 0. (2′)�åøåíèÿ z = z

(
x1, x2

) çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ � ýòî ñå÷åíèÿ
σ ⊂ H , íà ïîäíÿòèÿõ êîòîðûõ óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.1.2. Íàïîìíèì, ÷òî ãëàâíûå äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû ìíîãîîáðàçèÿ H(�îðìû ω1, ω2, ω2+1 ) óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì

dωi = ωj
∧ ωi

j, dω2+1 = ωj
∧ ω2+1

j + ω2+1
∧ ω2+1

2+1 .Ôîðìû
ωi, ω2+1, ω2+1

j , ωi
j, ω2+1

2+1 (3)ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ñòðóêòóðíûõ �îðì ðàññëîåíèÿ R1H (ðàññëîåíèå ðå-ïåðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà). Â ïðîöåññå ïðàâèëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ (ñì. îá ýòîé ïðîöå-äóðå â [4℄ ) âîçíèêàþò ñèììåòðè÷íûå ïî íèæíèì èíäåêñàì �îðìû
ω2+1

j k , ωi
j k, ωi

j, 2+1, ω2+1
2+1, 2+1. (4)Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïðîäîëæåíèÿ âîçíèêàþò �îðìû

ω2+1
j k l , ωi

j k l . . . ,òàêæå ñèììåòðè÷íûå ïî íèæíèì èíäåêñàì.Ôîðìû (3) è (4) â ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ñòðóêòóðíûõ �îðìðàññëîåíèÿ R2H (ðàññëîåíèå ðåïåðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà). Çàìåòèì, ÷òî �îðìû ωi,
ω2+1, ω2+1

j1···jk
( k = 1, . . . , r ) îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè �îðìàìè â ìíîãî-îáðàçèè r -ñòðóé JrH .Íàðÿäó ñ ìíîãîîáðàçèÿìè ðåïåðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èõ �àêòîð-ìíîãîîáðàçèÿ, è â ÷àñòíîñòè:

• ìíîãîîáðàçèå ∗R1H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1
j , ω, ω2

1, ω1
2 ,ãäå ω = ω1

1 − ω2
2 ;

• ìíîãîîáðàçèå ∗R2H ñî ñòðóêòóðíûìè �îðìàìè ωi, ω2+1, ω2+1
j , ω2+1

k l , ω, ω2
1 ,

ω1
2 .Êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé ∗R1H è ∗R2H èìååò ñòðóêòóðó ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ.Ìíîãîîáðàçèå J1H ÿâëÿåòñÿ áàçîé ðàññëîåíèÿ ∗R1H , à J2H � áàçîé ðàññëîåíèÿ

∗R2H . Ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé ðàññëîåíèé JkH (k = 1, 2) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà SL(2)(êàê ïðè k = 1 , òàê è ïðè k = 2). Ôîðìû ω, ω2
1 , ω1

2 � ñëîåâûå �îðìû â ∗RkH(êàê ïðè k = 1 , òàê è ïðè k = 2). Ïðè �èêñàöèè òî÷êè áàçû ñëîåâûå �îðìûïðåâðàùàþòñÿ â èíâàðèàíòíûå ñòðóêòóðíûå �îðìû ãðóïïû SL(2) .Ñðåäè ñâÿçíîñòåé, çàäàííûõ â ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿõ ∗RkH (k = 1, 2) , èíâà-ðèàíòíûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè [7℄, òî åñòü ñâÿçíîñòè, óêîòîðûõ âñå êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè, êðîìå êîý��èöèåíòîâ ïðè ω1, ω2 , ðàâíûíóëþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω̃, ω̃2
1 , ω̃1

2 �îðìû ñâÿçíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåöèàëü-íîé ñâÿçíîñòè â ∗RkH (k = 1, 2). Îíè ñâÿçàíû ñî ñëîåâûìè �îðìàìè ω, ω2
1 , ω1

2ñîîòíîøåíèÿìè
ω̃ = ω + γ1ω

1 + γ2ω
2, ω̃2

1 = ω2
1 + γ2

1 1ω
1 + γ2

1 2ω
2, ω̃1

2 = ω1
2 + γ1

2 1ω
1 + γ1

2 2ω
2.



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. . . 74Â ñëó÷àå k = 1 êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè çàâèñÿò îò xi, z, pj , à â ñëó÷àå k = 2 �îò xi, z, pj , pkl .�àññìàòðèâàÿ ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè â ∗RkH , ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâåãëàâíûõ �îðì êîíòàêòíûå �îðìû (èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ �îðììîæíî íàéòè â [6℄):
ωi = dxi, ω2+1 = dz − pi dxi, ω2+1

j = dpj − pjk dxk, ω2+1
jk = dpjk − pjkl dxl.Â ýòîì ñëó÷àå ω = ω2

1 = ω1
2 = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì âûáîðå ãëàâíûõ �îðì�îðìû ñâÿçíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòè, èìåþò âèä

ω̃ = γ1 dx1 + γ2 dx2, ω̃2
1 = γ2

1 1 dx1 + γ2
1 2 dx2, ω̃1

2 = γ1
2 1dx1 + γ1

2 2 dx2. (5)Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ãëàâíûå �îðìû íà JrH � êîíòàêòíûå, òî èíòåãðàëüíûìèìíîãîîáðàçèÿìè ñèñòåìû Ï�à��à
ω2+1 = 0, ω2+1

j1...jk
= 0 (k = 1, . . . , r − 1) ,ÿâëÿþòñÿ ïîäíÿòûå ñå÷åíèÿ σr ⊂ JrH ñå÷åíèé σ ⊂ H (è òîëüêî îíè).Ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò �îðìû (5), èìåþò íà ïîäíÿ-òèè ëþáîãî ñå÷åíèÿ σ ⊂ H ñëåäóþùèé âèä:

dω̃
σ

= 2ω̃
σ

2
1 ∧ ω̃

σ

1
2 + R

σ
12 dx1

∧ dx2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃

σ

2
1 + R

σ

2
112 dx1

∧ dx2, (6)

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ
+ R

σ

1
212 dx1

∧ dx2.Çäåñü ω̃
σ
, ω̃

σ

2
1, ω̃

σ

1
2 � �îðìû ω̃, ω̃2

1 , ω̃1
2 , ðàññìàòðèâàåìûå íà ïîäíÿòèè ñå÷åíèÿ

σ ⊂ H , à R
σ

12, R
σ

2
112, R

σ

1
212 � ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû,ðàññìàòðèâàåìûå íà ïîäíÿòèè ñå÷åíèÿ σ ⊂ H .1.3. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè â ∗RkH,îïðåäåëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ íàïåðåä çàäàííîãî óðàâíåíèÿ(òî åñòü ñâÿçíîñòè, ó êîòîðûõ �îðìû êðèâèçíû îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ðåøåíèÿõóðàâíåíèÿ è òîëüêî íà íèõ). Çàìåòèì, ÷òî ñâÿçíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèÿíóëåâîé êðèâèçíû, ìîãóò áûòü çàäàíû òàêæå â îòëè÷íûõ îò ∗RkH ãëàâíûõ ðàññëî-åíèÿõ íàä áàçîé JkH , íî ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé G , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîéãðóïïû SL(2) .Ïðèðàâíÿâ íóëþ êîý��èöèåíòû R

σ
12, R

σ

2
112, R

σ

1
212, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (6),ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

R
σ

12 = 0, R
σ

2
112 = 0, R

σ

1
212 = 0. (7)Ïðè k = 1 óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè 2-ãî ïî-ðÿäêà. Ïðè k = 2 îíè ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, óðàâíåíèÿìè 3-ãî ïîðÿäêà.Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà êàæäîå èç óðàâíåíèé (7) ìîæíî ïîëó÷èòü èççàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1′) (èëè (2′)) óìíîæåíèåì îáåèõ ÷à-ñòåé çàäàííîãî óðàâíåíèÿ íà ìíîæèòåëü, ðàññìàòðèâàåìàÿ ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåòïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ (1) (èëè (2)).



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. . . 75Ïðèìåð 1. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â ∗R1H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè
γ1 = cos

z

2
, γ2

11 = −
1

2
sin

z

2
−

1

4
p1, γ1

21 = −
1

2
sin

z

2
+

1

4
p1,

γ2 = cos
z

2
, γ2

12 =
1

2
sin

z

2
+

1

4
p2, γ1

22 =
1

2
sin

z

2
−

1

4
p2îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà

z12 = sin z.Â ýòîì ñëó÷àå̃
ω = cos

z

2
· (dx1 + dx2),

ω̃2
1 = −

1

2

(
sin

z

2
+

1

2
p1

)
dx1 +

1

2

(
sin

z

2
+

1

2
p2

)
dx2,

ω̃1
2 = −

1

2

(
sin

z

2
−

1

2
p1

)
dx1 +

1

2

(
sin

z

2
−

1

2
p2

)
dx2.Óðàâíåíèÿ (6) èìåþò âèä

dω̃
σ

= 2ω̃
σ

2
1 ∧ ω̃

σ

1
2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃

σ

2
1 +

1

2
(z12 − sin z) dx1

∧ dx2,

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ
−

1

2
(z12 − sin z) dx1

∧ dx2.Ïðèìåð 2. Ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â ∗R2H ñ êîý��èöèåíòàìè ñâÿçíîñòè
γ1 = 0, γ2

1 1 = z − c, γ1
2 1 = −1,

γ2 = −2p1, γ2
1 2 = −p11 − (4c + 2z)(z − c), γ1

2 2 = 4c + 2z,ãäå c = const , îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòå-âåãà � äå Ôðèçà
z2 + 6z · z1 + z111 = 0.Â ýòîì ñëó÷àå

ω̃ = −2p1 dx2,

ω̃2
1 = (z − c)dx1

− (p11 + (4c + 2z)(z − c)) dx2,

ω̃1
2 = −dx1 + (4c + 2z) dx2.Óðàâíåíèÿ (6) èìåþò âèä

dω̃
σ

= 2ω̃
σ

2
1 ∧ ω̃

σ

1
2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃

σ

2
1 − (z2 + 6z · z1 + z111) dx1

∧ dx2,

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. . . 762. Ñîëèòîíû óðàâíåíèé ñèíóñ-�îðäîíà è Êîðòåâåãà � äå Ôðèçàè ñâÿçíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ íóëåâîé êðèâèçíûÂ äàëüíåéøåì ìû óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü x1 ÷åðåç x , à x2 ÷åðåç t . Ïåðåìåí-íóþ x áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, à t � âðåìåíåì.�àññìîòðèì ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ (1) (èëè (2)) ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû, òî åñòü ðåøåíèÿ âèäà z(x − kt) ,ãäå k = const . Â îñîáåííîñòè èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíûÿâëÿåòñÿ ñîëèòîíîì, òî åñòü ñëó÷àé, êîãäà ãðà�èê �óíêöèè z(x) èìååò �îðìó êî-ëîêîëà ëèáî ïîäîáåí ãðà�èêó �óíêöèè arctgx (èëè arcctgx).Ñïðàâåäëèâà î÷åâèäíàÿÒåîðåìà. Ïóñòü ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü â ∗RkH , êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòèêîòîðîé íå çàâèñÿò ÿâíî îò àðãóìåíòîâ x è t , îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå íóëå-âîé êðèâèçíû äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ (1) (èëè óðàâíåíèÿ (2)) è åå ñèñòåìà �îðìñâÿçíîñòè, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ïîäíÿòèÿõ ïðîèçâîëüíîãî ñå÷åíèÿ (òî åñòü ñè-ñòåìà �îðì ω̃
σ
, ω̃

σ

2
1, ω̃

σ

1
2 ), ïðè çàìåíå íåèçâåñòíîé �óíêöèè íà z(x−kt) (ãäå z(x) �íåêîòîðàÿ íàïåðåä çàäàííàÿ �óíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî x) ïðåâðàùàåòñÿ â ñè-ñòåìó �îðì ω̃

σ
, ω̃

σ

2
1, ω̃

σ

1
2 , êîòîðàÿ ïðè k = k0 (ãäå k0 � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿïîñòîÿííàÿ)) óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì ãðóïïû SL(2) .Òîãäà z(x − k0t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òèïà áåãóùåé âîëíû óðàâíåíèÿ (1) (èëèóðàâíåíèÿ (2)) è óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(x, 0) = z(x) .Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîëèòîí çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ (1) (èëè (2)), åñëè îêàæåòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíóþ ñâÿçíîñòü,îïðåäåëÿþùóþ ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû, äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïîäîáðàòüïîäõîäÿùèå �óíêöèþ z(x) è êîíñòàíòó k0 . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íå âîçíèêà-åò íåîáõîäèìîñòè ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî �èçè÷åñêèõ ïîíÿòèé (òàêèõ, íàïðèìåð,êàê ¾äàííûå ðàññåÿíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå¿).Ïðèìåð 3. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîíà óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà

z1 2 = sin z ïðè ïîìîùè ñâÿçíîñòè èç ïðèìåðà 1 ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
z(x, 0) = z(x) (êîòîðîå ìû ïîäáåðåì ïîçäíåå).Ôîðìû ω̃

σ
, ω̃

σ

2
1, ω̃

σ

1
2 â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

ω̃
σ

= cos
z

2
· (dx + dt),

ω̃
σ

2
1 = −

1

2

(
sin

z

2
+

1

2
z′

)
dx +

1

2

(
sin

z

2
−

k

2
z′

)
dt,

ω̃
σ

1
2 = −

1

2

(
sin

z

2
−

1

2
z′

)
dx +

1

2

(
sin

z

2
+

k

2
z′

)
dt.Ïðè ýòîì z = z(ξ) , ãäå ξ = x − kt è z′ = dz/dξ .Ýòè �îðìû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

dω̃
σ

= 2ω̃
σ

2
1 ∧ ω̃

σ

1
2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃

σ

1
2 −

k + 1

2
sin z dx ∧ dt −

k

2
(z′′ − sin z) dx ∧ dt,

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ
+

k + 1

2
sin z dx ∧ dt +

k

2
(z′′ − sin z) dx ∧ dt.

(8)Çäåñü z′′ = d2z/dξ2 .



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. . . 77Åñëè ïîëîæèòü k = −1 , òî ñèñòåìà (8) áóäåò èìåòü âèä
dω̃

σ
= 2ω̃

σ

2
1 ∧ ω̃

σ

1
2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃

σ

2
1 +

1

2
(z′′ − sin z) dx ∧ dt,

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ
−

1

2
(z′′ − sin z) dx ∧ dtÇàìåòèì, ÷òî z(x) = 4arctg e−x ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé îáûêíîâåííîãî äè�-�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà

d2z

dx2
= sin z.Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà k = −1 è z(x) = 4arctg e−x , ñèñòåìà (8) ïðåâðà-ùàåòñÿ â ñèñòåìó ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé ãðóïïû SL(2) .Ñëåäîâàòåëüíî, z(x, t) = 4arctg e−(x+t) ÿâëÿåòñÿ ñîëèòîíîì óðàâíåíèÿ ñèíóñ-�îðäîíà.Ïðèìåð 4. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîíà óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà �äå Ôðèçà z2 + 6z · z1 + z111 = 0 ïðè ïîìîùè ñâÿçíîñòè èç ïðèìåðà 2 ïî çàäàííîìóíà÷àëüíîìó óñëîâèþ z(x, 0) = z(x) (êîòîðîå ìû ïîäáåðåì ïîçäíåå).Â ýòîì ñëó÷àå �îðìû ω̃

σ
, ω̃

σ

2
1, ω̃

σ

1
2 èìåþò âèä

ω̃
σ

= −2z′ dt,

ω̃
σ

2
1 = (z − c) dx + (z′′ + (4c + 2z)(z − c)) dt,

ω̃
σ

1
2 = −dx + (4c + 2z) dt.Ïðè ýòîì z = z(ξ) , ãäå ξ = x − kt, z′ = dz/dξ, z′′ = d2z/dξ2 .Ýòè �îðìû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

dω̃
σ

= 2ω̃
σ

2
1 ∧ ω̃

σ

1
2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃

σ

2
1 − (z′′′ + 6z · z′ − kz′) dx ∧ dt,

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ
.

(9)Çäåñü z′′′ = d3z/dξ3 .Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ z(x) =
2c2

ch 2(cx)
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé îáûêíîâåí-íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 3-ãî ïîðÿäêà

d3z

dx3
+ 6z

dz

dx
= 4c2 dz

dx
.Â ñëó÷àå, êîãäà z(ξ) =

2c2

ch2(cξ)
, ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) èìååò âèä

dω̃
σ

= 2ω̃
σ

2
1 ∧ ω̃

σ

1
2,

dω̃
σ

2
1 = ω̃

σ
∧ ω̃

σ

2
1 + (k − 4c2)z′ dx ∧ dt,

dω̃
σ

1
2 = ω̃

σ

1
2 ∧ ω̃

σ



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. . . 78è ïðè k = 4c2 ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé ãðóïïû SL(2) .Ñëåäîâàòåëüíî,
z(x, t) =

2c2

ch2[c(x − 4c2t)]ÿâëÿåòñÿ ñîëèòîíîì óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà.3. Ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà è îòîáðàæåíèÿ Áýêëóíäà. Ñâÿçíîñòè Ëàêñà.Çàìå÷àíèå î ïîñòðîåíèè ñîëèòîíà óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçàìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ3.1. Ñïåöèàëüíûå ñâÿçíîñòè, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî ñòðîèòü ñîëèòîí-íûå ðåøåíèÿ (ñì. òåîðåìó èç ðàçä. 2, à òàêæå ïðèìåðû 3 è 4), � ýòî ñâÿçíîñòèâ ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿõ. Íàðÿäó ñî ñâÿçíîñòÿìè â ãëàâíûõ ðàññëîåíèÿõ ìû áóäåìðàññìàòðèâàòü ñâÿçíîñòè â àññîöèèðîâàííûõ ðàññëîåíèÿõ. Ñëåäóÿ [1℄, ìû îáîçíà-÷àåì ñèìâîëîì P (B, G) ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñ áàçîé B è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé G .Àññîöèèðîâàííîå ñ íèì ðàññëîåíèå ñ òèïîâûì ñëîåì ℑ (ℑ � ïðîñòðàíñòâî ïðåä-ñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðíîé ãðóïïû G) îáîçíà÷àåì ÷åðåç ℑ (P (B, G)) .Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [1℄), ÷òî ñâÿçíîñòü, çàäàííàÿ â ãëàâíîì ðàññëîå-íèè P (B, G) , ïîðîæäàåò ñâÿçíîñòü â àññîöèèðîâàííîì ðàññëîåíèè ℑ(P (B, G)) .Ôîðìû ñâÿçíîñòè θ̃I(I, J, K, . . . = 1, . . . , N = dimℑ) , ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçíîñòèâ ℑ(P (B, G)) , èìåþò âèä
θ̃I = dY I

− ξI
A (Y ) · ω̃A.Çäåñü ω̃A � �îðìû ñâÿçíîñòè â P (B, G) , (A, B, . . . = 1, . . . , dimG) , êîòîðàÿ ïîðîæ-äàåò ñâÿçíîñòü â ℑ(P (B, G)) . Êîý��èöèåíòû ξI

A = ξI
A(Y 1, . . . , Y N ) óäîâëåòâîðÿþòòîæäåñòâàì Ëè:

∂ξI
B

∂Y K
· ξK

C −
∂ξI

C

∂Y K
· ξK

B = ξI
A CA

B C ,ãäå CA
B C � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ãðóïïû Ëè G .Ôîðìû θ̃I óäîâëåòâîðÿþò ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèÿì

dθ̃I = θ̃K
∧

(
−

∂ξI
A

∂Y K
ω̃A

)
− ξI

AΩA,ãäå ΩA � �îðìû êðèâèçíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçíîñòè, çàäàííîé â P (B, G) .Ñâÿçíîñòü â àññîöèèðîâàííîì ðàññëîåíèè ℑ
(
∗RkH

) ìû íàçûâàåì ñâÿçíîñòüþÁýêëóíäà êëàññà k äëÿ çàäàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) (èëè (2)), åñëèîíà ïîðîæäåíà ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòüþ â ∗RkH , îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå íó-ëåâîé êðèâèçíû äëÿ óðàâíåíèÿ (1) (èëè (2)).Ïóñòü θ̃
σ

I �îðìû ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ (1) (èëè (2)), ðàñ-ñìàòðèâàåìûå íàä ñå÷åíèåì σ ⊂ H ). Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ï�à��à
θ̃
σ

I = 0 (10)âïîëíå èíòåãðèðóåìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñå÷åíèå σ ⊂ H ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) (èëè (2)).Ñèñòåìà Ï�à��à (10) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
H ⊃ σ → Σ

σ
⊂ ℑ

(
∗RkH

)
, (11)ïðè êîòîðîì ëþáîå ðåøåíèå σ ⊂ H äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) (èëè (2))ïåðåõîäèò â ñå÷åíèå Σ

σ
⊂ ℑ

(
∗RkH

) , ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ï�à��à (10)



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÎÂ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ. . . 79ïðè çàäàííîì σ ⊂ H . Ìû íàçûâàåì îòîáðàæåíèå (11) îòîáðàæåíèåì Áýêëóíäàêëàññà k , à ñèñòåìó (10) � ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ï�à��à, îïðåäåëÿþùåé îòîáðàæå-íèå Áýêëóíäà.Åñëè dimℑ = 1 , ñèñòåìà óðàâíåíèé Ï�à��à (10) ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíå-íèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ãëàâíûõ �îðì âûáðàíû êîíòàêòíûå �îðìû, ýòîóðàâíåíèå Ï�à��à ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ñèñòåìîé Áýêëóíäà. Ïðèìåðû îòîáðàæåíèé Áýêëóíäà ïðèóñëîâèè dimℑ = 1 ìîæíî íàéòè â [8℄.3.2. Íàðÿäó ñî ñâÿçíîñòÿìè Áýêëóíäà â ðàññëîåíèÿõ ñ 1-ìåðíûìè òèïîâûìèñëîÿìè ìîæíî èçó÷àòü ñâÿçíîñòè Áýêëóíäà â ðàññëîåíèÿõ ñ 2-ìåðíûìè òèïîâû-ìè ñëîÿìè. Ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàòü ñâÿçíîñòü Áýêëóíäà â ðàññëîåíèè
L0

2

(
∗RkH

) , ãäå L0
2 � 2-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL(2)(òî åñòü ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ 2-ìåðíîãî ýêâèöåíòðîà��èííîãî ïðîñòðàíñòâà).Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü åå ñâÿçíîñòüþ Ëàêñà êëàññà k . Îòîáðàæåíèå (11) â ýòîìñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì Ëàêñà.Â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ãëàâíûõ �îðì âûáðàíû êîíòàêòíûå �îðìû, ñèñòå-ìà óðàâíåíèé Ï�à��à, îïðåäåëÿþùàÿ îòîáðàæåíèå Ëàêñà, ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìåóðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðàÿ èìååò (ïðè x1 = x, x2 = t) ñëåäó-þùèé âèä

(Y 1)x = −
1

2
γ
σ

1Y
1 − γ

σ

1
21Y

2,

(Y 2)x = −γ
σ

2
11Y

1 +
1

2
γ
σ

1Y
2,

(Y 1)t = −
1

2
γ
σ

2Y
1 − γ

σ

1
22Y

2,

(Y 2)t = −γ
σ

2
12Y

1 +
1

2
γ
σ

2Y
2.

(12)

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà z2 +6z ·z1 +z111 = 0ñèñòåìà (12) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå
yxx = (c − z)y,

yt = zxy − (4c + 2z)yx,
(13)èçâåñòíîé ïîä íàçâàíèåì ¾ïàðà Ëàêñà¿.Çàìå÷àíèå 2. Ñðàâíèì ïðåäëîæåííûé â ðàçä. 2 (ïðèìåð 4) ìåòîä ïîñòðîåíèÿñîëèòîíà óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà ñ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ[9, 10℄.Ïî ñóùåñòâó ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ � ýòî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîëè-òîíà ïðè ïîìîùè íå ñâÿçíîñòè, îïðåäåëÿþùåé ïðåäñòàâëåíèå íóëåâîé êðèâèçíû(îïðåäåëåííîé â ãëàâíîì ðàññëîåíèè ∗R2H ), à ñâÿçíîñòè Ëàêñà (îïðåäåëåííîé âàññîöèèðîâàííîì ðàññëîåíèè L0

2

(
∗R2H

)) . Ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæ-íóþ ïðîöåäóðó, ñîñòîÿùóþ èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ (âêëþ÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèåèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ �åëü�àíäà �Ëåâèòàíà �Ìàð÷åíêî).Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íàì èçâåñòíî ¾ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ óðàâíå-íèÿ Êîðòåâåãà � äå Ôðèçà¿ (òî åñòü ñèñòåìà (13), ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå (12)), íàìîäíîâðåìåííî èçâåñòíà ñïåöèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ ïðåäñòàâëåíèå íóëå-âîé êðèâèçíû äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîëèòîí ïðèïîìîùè ýòîé ñâÿçíîñòè, è íåò íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷èðàññåÿíèÿ.
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