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ÓÄÊ 532.546ÇÀÄÀ×À R-ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈßÄËß Ï�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎ�Î ÊËÈÍÀ Â ÊËÀÑÑÅÊÓÑÎ×ÍÎ-ÌÅ�ÎÌÎ�ÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÒ.Â. ÍèêîíåíêîâàÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå äàíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î âîçìóùåíèè çàäàííîãî êîìïëåêñíî-ãî ïîòåíöèàëà ïóòåì âíåñåíèÿ â áåñêîíå÷íóþ èçîòðîïíóþ ñðåäó èíîðîäíîãî âêëþ÷åíèÿâ âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî êëèíà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãîëîìîð�íûå �óíêöèè, ãåòåðîãåííàÿ ñðåäà, çàäà÷à R -ëèíåéíîãîñîïðÿæåíèÿ. ÂâåäåíèåÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ðàáîòû [1℄ è ïðî-äîëæåíèåì ðàáîò [2�4℄, ïîñâÿùåííûõ àíàëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ îäíîé èçîáùåïðèíÿòûõ â òåîðèè ãåòåðîãåííûõ ñðåä ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ýòà ìî-äåëü ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îá îòûñêàíèè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà â íåîäíîðîä-íîé ñðåäå â êëàññå êóñî÷íî-ìåðîìîð�íûõ �óíêöèé ñ �èêñèðîâàííûìè ãëàâ-íûìè ÷àñòÿìè ïî êðàåâûì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è R-ëèíåéíîãî ñî-ïðÿæåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû,ñîñòîÿùåé èç ðàçëè÷íûõ èçîòðîïíûõ êîìïîíåíòîâ, ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëü-íûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè. Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óäàåòñÿ ïî-ëó÷èòü äëÿ íåìíîãèõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ ïëîñêèõ, â îñíîâíîì äâóõ�àç-íûõ, ñðåä, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé áåñêîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ ñðåäó S2 ñ èíî-ðîäíûì âêëþ÷åíèåì S1 , îãðàíè÷åííûì îäíîé èç êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òàêèì âêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ áåñêî-íå÷íûé ïðÿìîóãîëüíûé êëèí.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçìóùåíèè çàäàííîãî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà f(z)ïóòåì âíåñåíèÿ â áåñêîíå÷íóþ èçîòðîïíóþ ñðåäó S2 èíîðîäíîãî âêëþ÷åíèÿ S1 �ïðÿìîóãîëüíîãî êëèíà (S1 = {z = x + iy, x > 0, y > 0}). Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé,êîãäà ó ïîòåíöèàëà f(z) èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ëîãàðè�ìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåéè ïîëþñîâ â êîíå÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòåé S1 è S2 .Ôóíêöèÿ F (z) = f ′(z) , êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè íåâîç-ìóùåííîãî ïîòîêà, êàê îäíîçíà÷íàÿ ìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîìïîëþñîâ â ðàñøèðåííîé ïëîñêîñòè C ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ïîëþñû F (z) íå ëåæàò íà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ îáëàñòåé S1 è S2 , òîãäà
F (z) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû F (z) = F1(z) + F2(z) . Çäåñü ðàöèî-íàëüíûå �óíêöèè F1(z), F2(z) ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè ïðîñòûõ äðîáåé ñ ïîëþñàìè âîáëàñòÿõ S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî, è ñëåäîâàòåëüíî, F1(∞) = F2(∞) = 0 . Ñëó÷àé
F (∞) ≡ V0 = const â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè áûë èçó÷åí â ðàáîòå [1℄.
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�èñ. 1. Ïðÿìîóãîëüíûé êëèíÇàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè êóñî÷íî-ìåðîìîð�íîé �óíêöèè v(z) = {v1(z),
z ∈ S1; v2(z), z ∈ S2} ïî êðàåâûì óñëîâèÿì íà ëèíèÿõ ñîïðÿæåíèÿ îáëàñòåé S1è S2 : 




v1(x) = Av2(x) − Bv2(x), x > 0,

v1(iy) = Av2(iy) + Bv2(iy), y > 0.
(1)Êóñî÷íî-ìåðîìîð�íîå ðåøåíèå v(z) çàäà÷è (1) èùåòñÿ â âèäå ñóììû

vj(z) = Fj(z) + v0j(z),ãäå v0p � íåèçâåñòíûå ðåãóëÿðíûå â îáëàñòè Sp �óíêöèè, à Fp(z) � èçâåñòíûåãëàâíûå ÷àñòè vp(z) , p = 1, 2 , èñ÷åçàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè,
A =

ρ1 + ρ2

2ρ1
, B =

ρ1 − ρ2

2ρ1
. (2)Çäåñü ρ1 è ρ2 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðè-çóþùèå �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåä S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî (â ÷àñòíîñòè, â ýëåê-òðîäèíàìèêå ýòî êîý��èöèåíò óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, â òåîðèè äè��óçèè �êîý��èöèåíò äè��óçèè, â òåïëîïðîâîäíîñòè � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè,è ò. ï.). Ó �óíêöèé v0p(z) , v0p(1/z) , p = 1, 2, äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå èíòåãðèðóåìûõîñîáåííîñòåé â íà÷àëå êîîðäèíàò:

|v0p(z)| = o(|z|±1), |z|±1 → ∞.Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â óêàçàííîì êëàññå�óíêöèé, à òàêæå çàäà÷, ê êîòîðûì îíà áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèâîäèòüñÿ â ïðî-öåññå ðåøåíèÿ, äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ññûëàòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåå êðàåâîå óñëî-âèå (íàïðèìåð, çàäà÷à (1)).2. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)Ââåäåì �óíêöèè
V +(z) =





v01(z) − AF2(z) − Bv02(−z), z ∈ S1,

Av02(z) − F1(z) + BF2(−z), z ∈ C+\S1,
(3)

V −(z) = Av02(z) − F1(z), z ∈ C
−, (4)
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+ = {z : Im z > 0} , è íèæíåé, C

− =
= {z : Im z < 0} , ïîëóïëîñêîñòÿõ. Îïðåäåëèì �óíêöèþ

V (z) = {V +(z), C
+; V −(z), C

−},êóñî÷íî-ãîëîìîð�íóþ â ïëîñêîñòè C . Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé ñ ó÷åòîì (1), (3),(4) ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó
V −(x) − V +(x) = ∆(V +(−x) + V −(x)) + S(x), x > 0,

V +(x) = V −(x) + BF2(−x), x < 0,
(5)ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷å (1), ãäå

S(x) = ∆(F1(x) + F1(−x)) + B(F2(x) − ∆F2(x)),à ∆ = B/A , è ñëåäîâàòåëüíî, |∆| < 1 .�åøåíèå äàííîé çàäà÷è â ñèëó (3), (4) ñëåäóåò îòûñêèâàòü â êëàññå ãîëîìîð�-íûõ â C\R �óíêöèé, äëÿ êîòîðûõ â íà÷àëå êîîðäèíàò è íà áåñêîíå÷íîñòè âûïîë-íÿåòñÿ óñëîâèå
|V (z)| = o(|z|±1), |z|±1 → ∞.Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ è òå, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ çàìåíîé x íà

−x è êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì, îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõìåðíîé âåêòîð-�óíêöèè
Φ(z) ñ êîìïîíåíòàìè

Φ1(z) = V (z), Φ2(z) = V (−z), Φ3(z) = V (z), Φ4(z) = V (−z), (6)ïðèäåì ê ÷åòûðåõìåðíîé çàäà÷å �èìàíà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè




Φ+
2 (x) = Φ−

2 (x) − BF2(x),

Φ+
4 (x) = Φ−

4 (x) + BF2(x),

Φ−
1 (x) − Φ+

1 (x) = ∆(Φ+
4 (x) + Φ+

3 (x)) + S(x),

Φ+
3 (x) − Φ−

3 (x) = ∆(Φ−
2 (x) + Φ−

1 (x)) + S(x),ïðè x > 0 è 



Φ+
1 (x) = Φ−

1 (x) + BF2(−x),

Φ+
3 (x) = Φ−

3 (x) − BF2(−x),

Φ+
2 (x) − Φ−

2 (x) = ∆(Φ−
3 (x) + Φ−

4 (x)) + S(−x),

Φ−
4 (x) − Φ+

4 (x) = ∆(Φ+
1 (x) + Φ+

2 (x)) + S(−x),ïðè x < 0 .Ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ çàäà÷ó â âåêòîðíîé �îðìå:
Φ+(x) = GΦ−(x) + H(x), x > 0; Φ+(x) = PGPΦ−(x) + PH(−x), x < 0, (7)ãäå ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà G è ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà P èìåþòâèä

G =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 − ∆2 −∆2 −∆ −∆
0 1 0 0
∆ ∆ 1 0
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
, P =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
, (8)



ÇÀÄÀ×À R -ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈß. . . 137à H(x) � âåêòîð-�óíêöèÿ ñî ñëåäóþùèìè êîìïîíåíòàìè:
H(x) = (−∆S(x) − S(x) − ∆BF2(x), −BF2(x), S(x), BF2(x)).�åøåíèå çàäà÷è (7) â ñèëó (6) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

Φ(−z) ≡ P1Φ(z), Φ(z) ≡ P2Φ(z), Φ(−z) ≡ PΦ(z), (9)ãäå P1 , P2 � ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû
P1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
, P2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
,à òàêæå óñëîâèÿì â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè:

|Φj(z)| = o(|z|±1), |z|±1 → ∞, j = 1, 2, 3, 4.�àññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ψ(z) = W−1Φ(z), (10)ãäå W � ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿ ìàòðèöó G ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé �îðìå J1 .Ìàòðèöó PGP ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò ê òðåóãîëüíîé ìàòðèöå J2 . Ñ ïîìî-ùüþ çàìåíû (10) çàäà÷à (7) ïðèâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å:

Ψ+(x) = J1Ψ
−(x) + K1(x), x > 0; Ψ+(x) = J2Ψ

−(x) + K2(x), x < 0, (11)ãäå
J1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 λ 0
0 0 0 λ

∥∥∥∥∥∥∥∥
, J2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 λ − 1 λ − 1
0 1 ∆ ∆
0 0 λ 0

0 0 0 λ

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

λ = (2 − ∆2 + i∆
√

4 − ∆2)/2 = eπiα, |α| < 1/2, (12)
K1(x) = W−1H(x), K2(x) = W−1PH(−x), (13)

W =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 −1
(λ − 1)

∆

(λ − 1)

∆
0 1 0 0

−1 0 1 1

1 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, W−1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 1

0 1 0 0

∆

λ − λ

∆

λ − λ

1

1 + λ

1

1 + λ
∆

λ − λ

∆

λ − λ

1

1 + λ

1

1 + λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (14)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâà (9), ðåøåíèå çàäà÷è (11) ñëåäóåò îòûñêèâàòüâ êëàññå êóñî÷íî-ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:
Ψ(−z) ≡ W−1P1WΨ(z), Ψ(z) ≡ W−1P2WΨ(z), Ψ(−z) ≡ W−1PWΨ(z), (15)ïðè ýòîì �óíêöèè Ψ(z) è Ψ(1/z) äîïóñêàþò íàëè÷èå èíòåãðèðóåìûõ îñîáåííîñòåéâ íà÷àëå êîîðäèíàò, òî åñòü

|Ψj(z)| = o(|z|±1), |z|±1 → ∞, j = 1, 2, 3, 4. (16)



138 Ò.Â. ÍÈÊÎÍÅÍÊÎÂÀ�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (11) ñëåäóåò íà÷èíàòü ñ îòûñêàíèÿ ïîñëåäíåé êîì-ïîíåíòû � Ψ4 . Îòíîñèòåëüíî íåå èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó �èìàíà ñ ðàçðûâíûìèêîý��èöèåíòàìè
Ψ+

4 (x) = G4(x)Ψ−
4 (x) + g4(x), x ∈ R, (17)

G4(x) =

{
λ, x > 0,

λ, x < 0,
g4(x) =

{
K14(x), x > 0,

K24(x), x < 0,ãäå Kj4(x) � ÷åòâåðòûå êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé Kj(x), j = 1, 2 , îïðåäåëåííûõ�îðìóëàìè (13).Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (17) íà λ è �àêòîðèçóÿ êîý��èöèåíò λG4 ñ ïî-ìîùüþ âåòâè �óíêöèè 1/χ(z) = 1/zα , �èêñèðîâàííîé â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïîîòðèöàòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè óñëîâèåì | arg z| < π , çàäà÷ó (17) ïðèâîäèìê âèäó
λΨ+

4 (x) =
χ−(x)

χ+(x)
Ψ−

4 (x) + λg4(x), x ∈ R.Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
λΨ+

4 (x)χ+(x) − T +
4 (x) = Ψ−

4 (x)χ−(x) − T−
4 (x), x ∈ R,ãäå èíòåãðàë òèïà Êîøè

T4(z) =
1

2πi

∫

R

λg4(τ)χ+(τ) dτ

τ − z
, (18)äàåò ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå

T +
4 (x) − T−

4 (x) = λg4(x)χ+(x), x ∈ R.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë (18) ñõîäèòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî g4(x) � ðàöèîíàëü-íàÿ �óíêöèÿ, èñ÷åçàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ψ4 ïðèíàäëåæèò êëàññó êóñî÷íî-ãîëîìîð�íûõ �óíêöèé, óäî-âëåòâîðÿþùèõ â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè óñëîâèÿì
|Ψ4(z)| = o(|z|±1), |z|±1 → ∞,îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (17) ïîëó÷èì â âèäå

Ψ4(z) =

{
λ(T4(z) + c4)/χ(z), Im z > 0,

(T4(z) + c4)/χ(z), Im z < 0,ãäå c4 � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà.Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíà îòíîñèòåëüíî Ψ3 :
Ψ+

3 (x) = G3(x)Ψ−
3 (x) + g3(x), x ∈ R

G3(x) =

{
λ, x > 0,

λ, x < 0,
g3(x) =

{
K13(x), x > 0,

K23(x), x < 0,ãäå Kj3(x) � òðåòüè êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé Kj(x) (j = 1, 2) .Îáùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
Ψ3(z) =

{
λχ(z)(T3(z) + c3), Im z > 0,

χ(z)(T3(z) + c3), Im z < 0.
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T3(z) =

1

2πi

∫

R

λg3(τ)

χ+(τ)(τ − z)
dτ, (19)à c3 � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà.Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ Ψ−

3 (x), Ψ−
4 (x) â ïåðâûå äâà óñëîâèÿ (11), îòíîñèòåëüíî

Ψ1(z) , Ψ2(z) ïîëó÷èì äâå çàäà÷è î ñêà÷êå
Ψ+

1 (x) − Ψ−
1 (x) =

{
K11(x), x > 0,

(λ − 1)Ψ−
3 (x) + (λ − 1)Ψ−

4 (x) + K21(x), x < 0,
(20)

Ψ+
2 (x) − Ψ−

2 (x) =

{
K12(x), x > 0,

∆Ψ−
3 (x) + ∆Ψ−

4 (x) + K22(x), x < 0.
(21)Çäåñü Kj1(x), Kj2(x) � ïåðâûé è âòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé Kj(x) ñîîò-âåòñòâåííî. ×àñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ (20), (21) äàþò èíòåãðàëû òèïà Êîøè

2πiT1(z) =

∞∫

0

K11(τ)

τ − z
dτ +

0∫

−∞

(λ − 1)Ψ−
3 (τ) + (λ − 1)Ψ−

4 (τ) + K21(τ)

τ − z
dτ, (22)

2πiT2(z) =

∞∫

0

K12(τ)

τ − z
dτ +

0∫

−∞

∆Ψ−
3 (τ) + ∆Ψ−

4 (τ) + K22(τ)

τ − z
dτ, (23)ãäå Ψ−

3 (x) = χ−(x)(T−
3 (x) + c3) è Ψ−

4 (x) = (T−
4 (x) + c4)/χ−(x) . Èíòåãðàëû (22),(23) â ñèëó (16) ïðèíàäëåæàò êëàññó èñêîìûõ �óíêöèé, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì

|T1,2(z)| = o(|z|±1), |z|±1 → ∞,Ñ ó÷åòîì êëàññà èñêîìûõ �óíêöèé ðåøåíèåì çàäà÷ (20), (21) áóäåò
Ψ1(z) = c1 + T1(z), Ψ2(z) = c2 + T2(z),ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû.×òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (11), à ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è (1) â ÿâíîì âèäåäîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåé F (z) .3. Ñëó÷àé, êîãäà îñîáåííîñòè çàäàííîãî êîìïëåêñíîãîïîòåíöèàëà ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè S1Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ñëó÷àé ïîòåíöèàëà ñ åäèí-ñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a = reiϕ, 0 < ϕ < π/2 , òî åñòüêîãäà

F1(z) =
n∑

k=1

F k
1 (z), ãäå F k

1 (z) =
ak

(z − a)k
.Ñâîáîäíûå ÷ëåíû çàäà÷è (11) â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó (13) áóäóò èìåòü âèä:

K1(x) = {0, 0, p1M(x) + p2M(x), p1M(x) + p2M(x)}, (24)
K2(x) = {−∆2M(x) − ∆M(x), ∆M(x), p3M(x) + p4M(x), p3M(x) + p4M(x)}, (25)
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p1 = ∆2/(λ − λ), p2 = ∆/(λ + 1), p3 = −λp1, p4 = −λp2. (26)Ïðåæäå âñåãî âû÷èñëèì èíòåãðàë (18):

T4(z) =
λ

2πi

∫

R+

K14(τ)χ+(τ) dτ

τ − z
+

λ

2πi

∫

R
−

K24(τ)χ+(τ) dτ

τ − z
.Òàê êàê χ−(t) = λ

2
χ+(t) íà R− , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫

R
−

K24(τ)χ+(τ) dτ

τ − z
=

1

1 − λ
2

∫

R
−

+
⋃

R
−

−

K24(τ)χ(τ) dτ

τ − z
, (27)ãäå R−

+, R−
− � âåðõíèé è íèæíèé áåðåãà ðàçðåçà ïî îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè âåùå-ñòâåííîé îñè ñîîòâåòñòâåííî.Àíàëîãè÷íî, íà R+ ïîëó÷èì

∫

R+

K14(τ)χ+(τ) dτ

τ − z
=

∫

R+

K14(τ)χ+
1 (τ) dτ

τ − z
=

1

1 − λ2

∫

R+
−

⋃
R+

+

K14(τ)χ1(τ) dτ

τ − z
, (28)ãäå χ1(z) = zα � âåòâü, �èêñèðîâàííàÿ â C\R+ óñëîâèåì 0 < arg z < 2π, ïðè ýòîì

χ−
1 (t) = λ2χ+

1 (t), t > 0 . Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî �óíêöèè χ1(z) è χ(z) ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì
χ1(z) =

{
χ(z), Im z > 0

λ2χ(z), Im z < 0.
(29)Â ñèëó òåîðåìû Êîøè î âû÷åòàõ èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé (27),(28) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà K24(x) = −λK14(x) , êîòîðîå âûòåêàåò èç (24)�(26), è ïðåä-ñòàâëåíèÿ �óíêöèè

K14(x) =

n∑

k=1

p1

(
(−1)kak

(x + a)k
+

ak

(x − a)k

)
+ p2

(
(−1)kak

(x + a)k
+

ak

(x − a)k

)ðàâíû ñóììå âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé â ïðîñòîì ïîëþñå τ = z è â ïî-ëþñàõ ïîðÿäêà k â òî÷êàõ ±a, ±a (k = 1, . . . , n) . Ñëåäîâàòåëüíî,
1

2πi

∫

R+
−

⋃
R+

+

χ1(τ) dτ

(τ − z)(τ − a)k
=

χ1(z)

(z − a)k
+ resa

χ1(ξ)

(ξ − z)(ξ − a)k
,ãäå âû÷åò â òî÷êå a íàõîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

resa

χ1(ξ)

(ξ − z)(ξ − a)k
=

1

(k − 1)!
lim
ξ→a

[
χ1(ξ)

ξ − z

](k−1)

ξ

=

= −

k−1∑

j=0

Cj
k−1χ

(j)
1 (a)(k − 1 − j)!

(k − 1)!(z − a)k−j
=

−χ1(a)

(z − a)k

k−1∑

j=0

(
α

j

) (z

a
− 1

)j

,

χ
(j)
1 (a) � j -ÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè χ1(z) â òî÷êå z = a .



ÇÀÄÀ×À R -ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈß. . . 141Ñ ó÷åòîì ýòèõ âûêëàäîê ïîñëåäíèé èíòåãðàë, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç q1
k , èìååòâèä:

q1
k(z; a) =

1

2πi

∫

R+
−

⋃
R+

+

χ1(τ) dτ

(τ − z)(τ − a)k
=

χ1(z) − χ1(a)rk (z/a; α)

(z − a)k
, (30)ãäå

rk(z; α) =

k−1∑

j=0

(
α

j

)
(z − 1)

j
. (31)Àíàëîãè÷íî íà R−

1

2πi

∫

R
−

+
⋃

R
−

−

χ(τ) dτ

(τ − z)(τ − a)k
=

χ(z) − χ(a)rk (z/a; α)

(z − a)k
= qk(z; a). (32)Èíòåãðàë (30) ïðè z → a èìååò ïðåäåë, ðàâíûé χ(k)(a)/k! , à äëÿ èíòåãðàëà (32)ýòîò ïðåäåë ðàâåí χ

(k)
1 (a)/k! .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà Êîøè (18) ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

T4(z) =
λ

1 − λ2

n∑

k=1

p1ak(Qk(z; a)+(−1)kQk(z;−a))+p2ak(Qk(z; a)+(−1)kQk(z;−a)),ãäå pj îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (26), à
Qk(z; a) = q1

k(z; a) + λqk(z; a).Äëÿ èíòåãðàëà (19) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
2πiT3(z) =

∫

R+

λK13(τ)

χ+(τ)(τ − z)
dτ +

∫

R
−

λK23(τ)

χ+(τ)(τ − z)
dτ =

=
λ

1 − λ
2

∫

R+
−

⋃
R+

+

K13(τ)

χ1(τ)(τ − z)
dτ +

λ

1 − λ2

∫

R
−

+
⋃

R
−

−

K23(τ)

χ(τ)(τ − z)
dτ. (33)Íà îñíîâàíèè (13) äëÿ �óíêöèé K13(x) è K23(x) âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (33) ñâî-äèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ â òî÷êàõ ±a , ±a ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ

1

2πi

∫

R+
−

⋃
R+

+

(τ − a)−k dτ

(τ − z)χ1(τ)
=

χ−1
1 (z) − χ−1

1 (a)rk (z/a;−α)

(z − a)k
= q̃1

k(z; a), (34)
1

2πi

∫

R
−

+
⋃

R
−

−

(τ − a)−k dτ

(τ − z)χ(τ)
=

χ−1(z) − χ−1(a)rk (z/a;−α)

(z − a)k
= q̃k(z; a). (35)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè

T3(z) =
λ

1 − λ
2

n∑

k=1

p1ak(Q̃k(z; a)+(−1)kQ̃k(z;−a))+p2ak(Q̃k(z; a)+(−1)kQ̃k(z;−a)),

Q̃k(z; a) = q̃1
k(z; a) + λq̃k(z; a).



142 Ò.Â. ÍÈÊÎÍÅÍÊÎÂÀÒàê êàê K11(x) = K12(x) ≡ 0 , òî èíòåãðàëû (22), (23) åñòü ñóììà èíòåãðà-ëîâ òèïà Êîøè ïî îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè ñ ïëîòíîñòÿìè Ψ−
3 (x) =

= χ−(x)(T−
3 (x) + c3) , Ψ−

4 (x) = (T−
4 (x) + c4)/χ−(x) è K2j(x) (j = 1, 2) ñîîòâåòñò-âåííî.Èìååì

∫

R
−

K21(τ)

τ − z
dτ = −∆

n∑

k=1

[
∆ak(Dk(z; a) + (−1)kDk(z;−a)) +

+ ak(Dk(z; a) + (−1)kDk(z;−a))
]
, (36)

∫

R
−

K22(τ)

τ − z
dτ =

n∑

k=1

∆ak

[
Dk(z; a) + (−1)kDk(z;−a)

]
, (37)ãäå K2j(τ) (j = 1, 2) � j -é êîìïîíåíò âåêòîð �óíêöèè (25) è

Dk(z; a) =

∫

R
−

(τ − a)−k

τ − z
dτ =

1

(z − a)k



ln
z

a
+

k−1∑

j=1

(1 − z/a)j

j



 . (38)Çäåñü ln ζ � âåòâü ëîãàðè�ìà, �èêñèðîâàííàÿ â C\R− óñëîâèåì −π < arg z < π .Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà
∫

R
−

c4 dτ

χ−(τ)(τ − z)
=

2πi

λ
2
− 1

c4

χ(z)
,

∫

R
−

χ−(τ)c3 dτ

τ − z
=

2πi

λ2 − 1
χ(z)c3. (39)×òîáû âû÷èñëèòü èíòåãðàëû

∫

R
−

T−
4 (τ) dτ

χ−(τ)(τ − z)
,

∫

R
−

χ−(τ)T−
3 (τ) dτ

τ − z
,äîñòàòî÷íî íàéòè, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé Qk , Q̃k è �îðìóëû (31),(32), (35), (38), çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ äâóõ èíòåãðàëîâ:

∫

R
−

Qk
−(τ ; a) dτ

χ−(τ)(τ − z)
=

∫

R
−

χ−
1 (τ) + λχ−(τ)

χ−(τ)(τ − z)(τ − a)k
dτ −

−

k−1∑

j=0

(
α

j

)
χ1(a) + λχ(a)

aj

∫

R
−

(τ − a)j−kdτ

χ−(τ)(τ − z)
= (λ2 + λ)Dk(z; a) −

−
k−1∑

j=0

(
α

j

)
χ1(a) + λχ(a)

aj

2πi

λ
2
− 1

q̃k−j(z; a), (40)ãäå χ1(z) ñâÿçàíà ñ χ(z) ñîîòíîøåíèåì (29). Àíàëîãè÷íî, èìååì
∫

R
−

χ−(τ)Q̃−
k (τ ; a) dτ

τ − z
=

= (λ
2
+ λ)Dk(z; a) −

k−1∑

j=0

(
−α

j

)
χ−1

1 (a) + λχ−1(a)

aj

2πi

λ2 − 1
qk−j(z; a). (41)



ÇÀÄÀ×À R -ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈß. . . 143Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ Tj(z) ìîæåò áûòü âûïèñàíî íà îñíîâàíèèñîîòíîøåíèé (40), (41), �îðìóë (38), (39), à òàêæå èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè (36), (37).Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê �óíêöèè Ψ(z) è òðåáóÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òîæäåñòâà(15), ïîëó÷èì, ÷òî c1 = c2 = c3 = c4 ≡ 0 . Èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (5) íà îñíîâà-íèè (6), (10), (14) óäîáíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ V (z) = Ψ2(−z) . Îòñþäàñ ó÷åòîì (12) (2) è ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèè F1(z) íàõîäèì
V (z) =

n∑

k=1

(
F k

1 (−z)L1
k(z; a) + F k

1 (z)L2
k(z;−a) +

+ F k
1 (−z)L3

k(z; a) + F k
1 (z)L4

k(z;−a)
)
, (42)

Li
k(z; a) = liRk (z/a; α) + liRk (z/a;−α) , i = 1, 2, 3, 4,

Rk(z; α) =
k−1∑

j=0

(
−α

j

)
(−z − 1)j

[
(−z)α −

k−j−1∑

m=0

(
α

m

)
(−z − 1)m

]
, (43)

l1 = λl2, l2 =
∆(λ − 1)

(λ − λ)2
, l3 = λl4, l4 = −

λ∆2

(λ − λ)2
. (44)Çäåñü �óíêöèÿ χ(z) = zα, �èêñèðîâàííàÿ â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðèöàòåëü-íîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè óñëîâèåì | arg z| < π , óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

χ(−z) = e∓παiχ(z), z ∈ C
±.Èñïîëüçóÿ òåïåðü �îðìóëû (3), (4), âûïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è (1) â ñëó÷àå,êîãäà êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë èìååò îñîáåííîñòü âíóòðè âêëþ÷åíèÿ S1 :

v1(z) = F1(z) + V +(z) + ∆(V +(−z) + F1(−z)), z ∈ S1,

v2(z) =

{
F1(z)/A + V +(z)/A, z ∈ C+\S1,

F1(z)/A + V −(z)/A, z ∈ C−,ãäå V +(z) = {V (z), Im z > 0} , V −(z) = {V (z), Im z < 0} � �óíêöèè, àíàëèòè÷å-ñêèå â âåðõíåé è â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ�óíêöèÿ v2(z) íåïðåðûâíà íà R− è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîëîìîð�íà â S2 .4. Ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåéïîòåíöèàëà f(z) â îáëàñòè S2Ïóñòü b = reiϕ, π/2 < ϕ < 2π è
F2(z) =

n∑

k=1

F k
2 (z), ãäå F k

2 (z) =
bk

(z − b)k
,òîãäà ñâîáîäíûå ÷ëåíû çàäà÷è (8) â ñèëó (13) áóäóò èìåòü âèä:

K1(x) = {BF2(x),−BF2(x), p1F2(x) + p2F2(x), p1F2(x) + p2F2(x)}, (45)
K2(x) = {−∆BF2(−x) + B(∆2 − 1)F2(−x), BF2(−x) − B∆F2(−x),

p3F2(−x) + p4F2(−x), p3F2(−x) + p4F2(−x)}, (46)
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p1 = B(λ + 1)∆/(λ − λ), p2 = B, p3 = −λp1, p4 = ∆λp1 − B. (47)Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåì çíà÷åíèÿ èíòå-ãðàëîâ òèïà Êîøè Tj(z), j = 1, 2, 3, 4. Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (27)�(32) è (45),(46) âûïèøåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà (18):

T4(z) =
1

λ − λ

n∑

k=1

bk

(
p1λ

2
q1
k(z; b) − p3(−1)kqk(z;−b)

)
+

+ bk

(
p2λ

2
q1
k(z; b) − p4(−1)kqk(z;−b)

)
,ãäå êîý��èöèåíòû pj îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (47). Äàëåå, èñïîëüçóÿ �îðìóëû(33)�(35), ïîëó÷èì, ÷òî èíòåãðàë (19) ðàâåí

T3(z) =
1

λ − λ

n∑

k=1

bk

(
p1λ

2q̃1
k(z; b) − p3(−1)k q̃k(z;−b)

)
+

+ bk

(
p2λ

2q̃1
k(z; b) − p4(−1)kq̃k(z;−b)

)
.Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü �óíêöèè Ψ−

3 (x) = χ−(x)(T−
3 (x) + c3) è Ψ−

4 (x) = (T−
4 (x) +

+ c4)/χ−(x) â èíòåãðàëû (22), (23), íàéäåì çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ T1(z) , T2(z) âÿâíîì âèäå. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, â óñëîâèÿõ (20), (21) ñâîáîäíûå÷ëåíû K11(x) è K12(x) òîæäåñòâåííî íå ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó ÷àñòíûå ðåøåíèÿ(22), (23) ýòèõ çàäà÷ ñîäåðæàò èíòåãðàëû ïî R+ , êîòîðûå â ñèëó (38), (45), (46)èìåþò âèä
∫

R+

K11(τ)dτ

τ − z
=

−B

(−1)k

n∑

k=1

bkDk(−z;−b),

∫

R+

K12(τ)dτ

τ − z
=

B

(−1)k

n∑

k=1

bkDk(−z;−b).Èíòåãðàëû ïî îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ïîëóîñè â (22), (23) âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íîòàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (30)�(32), (34)�(39).Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ (15), èìååì, êàê è âûøå, ÷òî c1 = c2 =
= c3 = c4 ≡ 0 è èñêîìàÿ �óíêöèÿ V (z) = Ψ2(−z) èìååò âèä

V (z) =

n∑

k=1

(
F k

2 (−z)L1
k(z; b) + F k

2 (z)L2
k(z;−b) +

+ F k
2 (−z)L3

k(z; b) + F k
2 (z)L4

k(z;−b)
)

+ F2(−z)B

{
IC−(b), Im z > 0,

−IC+(b), Im z < 0,
(48)ãäå IC � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà C :

IC(x) =

{
1, x ∈ C,

0, x ∈ C,
(49)

Lj
k(z; b) = ljRk(z/b; α) + ljRk(z/b;−α), j = 1, 2, 3, 4,

Rk(z/b; w) âûðàæàåòñÿ ïî �îðìóëå (43) è
l1 = λ∓1l2, l2 =

B(1 − λ)

(λ − λ)2
, l3 = λ±1l4, l4 =

−B∆

(λ − λ)2
, b ∈ C

±. (50)



ÇÀÄÀ×À R -ËÈÍÅÉÍÎ�Î ÑÎÏ�ßÆÅÍÈß. . . 145×àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1) â ñëó÷àå, êîãäà êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàëèìååò îñîáåííîñòè â S2 , òåïåðü ìîæåò áûòü íàéäåíî íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (3),(4). Îáùåå æå ðåøåíèå ñîñòàâèò ñóììà äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõâíóòðåííåìó è âíåøíåìó ðàñïîëîæåíèÿì îñîáåííîñòåé.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàÒåîðåìà 1. Åñëè çàäàííûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë f(z) èìååò ëèøü êîíå÷-íîå ÷èñëî îñîáåííîñòåé, íå ëåæàùèõ íà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ îáëàñòåé S1 è S2 ,è F (z) = F1(z) + F2(z) , ãäå F1(z), F2(z) � ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé F (z) ñ ïîëþñà-ìè â S1, S2 ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1) íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëàì
v1(z) = F1(z) + V +(z) + ∆(V +(−z) + F1(−z)) + (A − B∆)F2(z), z ∈ S1, (51)

v2(z) = F2(z) + F1(z)/A +

{
V +(z)/A − ∆F2(−z), z ∈ C+\S1,

V −(z)/A, z ∈ C−,
(52)ãäå êóñî÷íî-ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ V (z) = {V +(z), C+; V −(z), C−} åñòü ñóììàäâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé (42) è (48) .Çàìå÷àíèå 1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �óíêöèÿ v2(z) , îïðåäåëåííàÿ �îðìó-ëîé (52), â ñèëó (5) íåïðåðûâíà íà R− è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîëîìîð�íà â S2 .Çàìå÷àíèå 2. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà çàäàííûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàëèìååò â êà÷åñòâå îñîáåííîñòåé ëèøü ëîãàðè�ìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â êîíå÷íûõòî÷êàõ z1 ∈ S1 è z2 ∈ S2 , òî åñòü

F1(z) =
c1

z − z1
, F2(z) =

c2

z − z2
, (53)èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëàì (51), (52), ãäå êóñî÷íî-ãîëî-ìîð�íàÿ �óíêöèÿ V (z) = {V +(z), z ∈ C+; V −(z), z ∈ C−} íà îñíîâàíèè �îðìóë(42), (48) èìååò âèä:

V (z) = V1(z) + V2(z) + F2(−z)B

{
IC−(z2), Im z > 0,

−IC+(z2), Im z < 0,
(54)ãäå IC � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âèäà (49),

{
Vi(z) = Fi(−z)L1(z; zi) + Fi(z)L2(z;−zi) + Fi(−z)L3(z; zi) + Fi(z)L4(z;−zi),

Lj(z; zi) = lj(zi)R(z/zi, α) + lj(zi)R(z/zi,−α), j = 1, 2, 3, 4, i = 1, 2, (55)ãäå êîý��èöèåíòû lj(z1) , lj(z2) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (44) è (50) ñîîòâåòñò-âåííî, à
R(z; α) = e∓παizα − 1, z ∈ C

±. (56)Ïðèìåð. Ïóñòü ρ1 = 1 , ρ2 = 10 . Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíèéòîêà è ýêâèïîòåíöèàëåé, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ �îðìóë (53)�(56). Ëåâûé ðèñóíîêñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ âèõðå-èñòî÷íèêà â òî÷êå z1 = 3 + 5i è âèõðå-ñòîêà â òî÷êå
z2 = −2 − 3i , êîãäà

F1(z) =
1 + 3i

z − 3 − 5i
, F2(z) =

−2 − i

z + 2 + 3i
.Íà ïðàâîì ðèñóíêå ïðèâåäåíà êàðòèíà ïîëÿ â ñëó÷àå âèõðåèñòî÷íèêà â òî÷êå z1

2 =
= −3 + i è äâóõ âèõðåñòîêîâ â òî÷êàõ z1 = 3 + 4i , z2

2 = 1 − 4i :
F1(z) =

−3 + i

z − 3 − 4i
, F2(z) =

−2 − i

z − 1 + 4i
+

2 + 3i

z + 3 − i
.
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�èñ. 2. ρ1 = 1 , ρ2 = 10Çàìå÷àíèå 3. Â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ ñðåäû â îäíîðîäíóþ, êîãäà ρ1 = ρ2 ,èìååì â ñèëó (2), (12), ÷òî ∆ = 0 , α = 0 , è �îðìóëû (48), (51), (52) ïðèâîäÿòê ðåçóëüòàòó
v1(z) = v2(z) = F1(z) + F2(z).SummaryT.V. Nikonenkova. R -Linear Conjugation Problem for a Re
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