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Аннотация

Проведен анализ найденных аналитических решений линеаризованных задач о воз-
можных макромасштабных формах потери устойчивости (ФПУ) трехслойных тест-об-
разцов из волокнистых композитов со структурой [0◦]s (s – число монослоев) при осе-
вом сжатии. Рассмотрены материалы, которые характеризуются физически нелинейной
зависимостью лишь между формирующимися поперечными касательными напряжени-
ями и соответствующими сдвиговыми деформациями. Использованы линеаризованные
уравнения равновесия в возмущенном состоянии, полученные исходя из построенных
ранее уточненных геометрически нелинейных уравнений теории трехслойных оболочек
с трансверсально-мягким заполнителем. Эти уравнения получены с применением для
внешних слоев уточненной модели С.П. Тимошенко с учетом поперечного обжатия,
а для заполнителя – трехмерных уравнений теории упругости, упрощенных по модели
трансверсально-мягкого слоя. Последние допускают интегрирование по толщине с вве-
дением в рассмотрение двух неизвестных функций (поперечных касательных напряже-
ний). В используемых линеаризованных уравнениях физическая нелинейность материала
внешних слоев учтена в соответствии с концепциейШенли путем введения в рассмотрение
касательного модуля поперечного сдвига. Показано, что в используемых уравнениях име-
ются вырождающиеся слагаемые, которые соответствуют реализации чисто поперечно-
сдвиговых ФПУ при сжатии образца в осевом направлении (вдоль волокон). Реализация
таких ФПУ возможна для тест-образцов с немалой относительной толщиной пакета слоев.
На основе анализа полученных результатов показано, что для исследуемых трехслойных
тест-образцов наиболее вероятным является разрушение по причине потери устойчиво-
сти по макромасштабной изгибно-сдвиговой ФПУ. Она реализуется при осредненном по
толщинам внешних слоев сжимающем напряжении, равном по величине касательному
модулю поперечного сдвига композита в окрестности торцевого сечения рабочей части
тест-образца в его невозмущенном состоянии.

Ключевые слова: волокнистый композит, трехслойный тест-образец, трансверсаль-
но мягкий заполнитель, сжатие, линеаризованное уравнение, форма потери устойчивости,
аналитическое решение

Введение

Теоретическим и экспериментальным исследованиям волокнистых композит-
ных материалов (КМ) на сжатие в направлении волокон уделяется значительное
внимание (см. [1–9] и др.) вплоть до настоящего времени. Круг задач, связанный
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Рис. 1. Возможные виды разрушения при сжатии композитных образцов: a) смятие по
торцам; b) макровыпучивание; c) «выщелкивание» полоски; d) расслоение посередине;
e) образование полосы сдвига

Рис. 2. Схемы нагружения образцов при испытаниях на сжатие: 1) σ0
11 6= 0, σ0

33 = 0,(
σ0

13 = 0
)
; 2) σ0

33 6= 0
(
σ0

13 6= 0
)
, σ0

11 = 0 ; 3) σ0
11 6= 0, σ0

33 6= 0
(
σ0

13 6= 0
)

с испытаниями на сжатие тест-образцов из таких композитов, и достаточно про-
стые примеры для понимания их решения в доступной форме освещены в моно-
графии [10]. Известно, что при испытаниях тест-образцов поведение волокнистого
композитного материала при сжатии в направлении волокон принципиально отли-
чается от поведения при растяжении: при растяжении как образец, так и структура
материала самоориентируются вдоль нагрузки, в то время как при сжатии мате-
риал (образец) стремится «уйти» из-под нагрузки [10]. Механизмы такого «ухода»
различны и связаны с разными видами разрушения, такими как (см. рис. 1): а) смя-
тие по торцу (crushing); b) потеря устойчивости (buckling); c) расслоение и/или
расщепление с «выщелкиванием» слоев (delamination and/or splitting+buckling);
d) «бочкообразование», расслоение посередине (delamination); e) образование по-
лосы сдвига – кинка (kink).

Испытания образцов на сжатие отрабатывались десятилетиями как для ме-
таллов и хрупких материалов, так и для КМ. В соответствии с существующими
стандартами для проведения испытаний композитных образцов рекомендуется ис-
пользование специальных захватов, позволяющих реализовать одну из трех схем
нагружения, показанных на рис. 2. Наиболее надежной считается третья схема
нагружения, когда наряду с напряжением сжатия σ0

11 , приложенным к торцевым
сечениям образца, по части его боковой поверхности за счет сжатия напряжением
σ0

33 прикладываются касательные напряжения σ0
13 , передающие образцу сжимаю-

щую нагрузку.
В механике композиционных материалов существует направление исследова-

ний, связанное с постановкой и решением задач о так называемых внутренних и
поверхностных (периферийных) ФПУ слоистых волокнистых композитов, арми-
рованных прямолинейными или криволинейными волокнами и находящихся в тех
или иных условиях нагружения. Такие задачи важны в связи с тем, что при постро-
ении теории прочности композитных материалов в качестве возможного механизма
разрушения принимают, в частности, потерю устойчивости структуры композита.
В этом направлении во второй половине прошлого столетия был проведен боль-
шой цикл исследований, результаты которых нашли отражение во многих на-
учных статьях и монографиях. Укажем среди них монографию [11], в которой
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теория устойчивости волокнистых и слоистых армированных сред строится на ос-
нове строгих трехмерных уравнений теории упругости, для регулярных слоистых
структур введены в рассмотрение ФПУ первого, второго, третьего и четвертого
родов; монографию [12], в которой для многослойных структур, состоящих из че-
редующихся жестких и мягких (маложестких) слоев, на основе введения гипотез
для каждого слоя получены двумерные уравнения, порядок которых зависит от
числа слоев, развита теория слоистых композиционных материалов, полученная в
результате перехода к системам мелкослоистой структуры, для слоистых систем
регулярного строения введены в рассмотрение синфазные, антифазные и поверх-
ностные изгибные ФПУ. Отметим также справочник [13], в котором на основании
результатов работы [14] описывается один из видов разрушения композитов, явля-
ющегося следствием потери устойчивости периферийных слоев, ориентированных
параллельно приложенной нагрузке, приводятся простейшие формулы для опре-
деления напряжений потери устойчивости волокон, рассматриваемых как стержни
на упругом основании. В более содержательной постановке решения задач устой-
чивости этого класса приведены также в многочисленных работах [15–19] и др., а
направления исследований с анализом полученных результатов отражены в об-
зорных работах [4, 20–22] и др. В развитие этого направления исследований в
статье [23] для выявления внутренних и поверхностных ФПУ монослоя, находя-
щегося внутри или на периферии слоистого композита, построены уточненные
геометрически нелинейные уравнения. Они основаны на моделировании монослоя
тонкой пластиной, взаимодействующей в точках граничных плоскостей со слоями
связующего, моделируемого трансверсально-мягкими основаниями. Механика де-
формирования пластины при ее среднем изгибе описывается геометрически нели-
нейными соотношениями классической теории пластин, основанной на гипотезах
Кирхгофа –Лява (первый вариант), и уточненной модели С.П. Тимошенко с учетом
поперечных сдвигов и обжатия (второй вариант), а деформации оснований – лине-
аризованными уравнениями трехмерной теории упругости, упрощенными в рамках
модели трансверсально-мягкого слоя.

На основе уравнений работы [23] в статье [24] рассмотрены одномерные лине-
аризованные задачи о возможных ФПУ монослоя однонаправленных композитов
с прямолинейными волокнами при сжатии в направлении волокон, находящегося
или на периферии, или внутри слоистого композита. Найдены точные аналитиче-
ские решения сформулированных задач и проведены расчеты, результаты которых
сравниваются с полученными ранее экспериментальными данными. Сформулиро-
ван вывод о том, что для исследуемого композита при равномерном осевом сжатии
образцов в направлении волокон потеря устойчивости монослоев по изгибным фор-
мам невозможна. Механизмом разрушения внешних слоев тест-образца в результа-
те межслойного расслоения является потеря устойчивости пучка волокон по чисто
сдвиговой форме. Такая ФПУ реализуется (ввиду малого значения осредненного
модуля поперечного сдвига) при значении предельного сжимающего осредненно-
го напряжения, равного осредненному модулю поперечного сдвига. Показано, что
такая сдвиговая ФПУ выявляется лишь на основе уравнений, построенных с ис-
пользованием сдвиговой модели С.П. Тимошенко для описания процесса деформи-
рования монослоя композита.

В настоящей работе найдены аналитические решения задач, сформулированных
на основе выведенных ранее уравнений, о синфазных и антифазных макромасштаб-
ных изгибно-сдвиговых, а также о чисто поперечно-сдвиговых ФПУ трехслойных
тест-образцов с внешними слоями из волокнистых композитных материалов со
структурой [0◦]s (s – число монослоев) при их осевом сжатии. Значимость описан-
ных результатов заключается в том, что при определенных соотношениях физико-
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механических и геометрических параметров плоских симметричных трехслойных
тест-образцов теоретически будет показана возможность реализации чисто попе-
речно сдвиговых ФПУ внешних слоев в условиях их осевого сжатия. У таких образ-
цов сохраняется однородность докритического напряженно-деформированного со-
стояния на основной части рабочей длины тест-образца без сопутствующего изгиба
вплоть до разрушения. Это позволит разработать, изготовить и провести испыта-
ния на сжатие специальных трехслойных композитных тест-образцов со средним
маложестким слоем, кардинально улучшить точность и содержательность экспе-
риментов на сжатие композитных тест-образцов, сопровождающееся у стандарт-
ных композитных образцов хотя малым, но неизбежным продольно-поперечным
изгибом.

1. Физико-механические характеристики волокнистого композита
на полимерной основе в осях ортотропии

Экспериментальное определение физико-механических характеристик компо-
зитных материалов на основе проведения тех или иных испытаний является неотъ-
емлемой частью в технологическом процессе проектирования и изготовления с
их применением конструкций того или иного назначения. Для волокнистых КМ
на полимерной основе испытания в соответствии с существующими стандарта-
ми проводятся, как правило, на плоских тест-образцах, имеющих толщину h и
ту или иную ориентацию расположенных в матрице волокон. Наиболее простыми
в реализации являются испытания на растяжение образцов со структурами [0◦]s
и [90◦]s (s – число монослоев в образце) с волокнами, расположенными вдоль и
поперек к направлению действующей нагрузки, имеющих небольшие значения s
и толщину h . Для КМ с углеродными волокнами характерными являются диа-
граммы нагружения, являющиеся линейными вплоть до разрушения образцов.
Исходя из результатов таких испытаний для монослоя композита определяются
модули упругости первого рода E+

1 (в направлении волокон), E+
2 (в направлении

поперек волокон) и коэффициент Пуассона ν+
12 . Они связаны с помощью другого

коэффициента Пуассона ν+
21 зависимостью E+

1 ν+
21 = E+

2 ν+
12 . Определяются так-

же предельные напряжения σ+∗
1 , σ+∗

2 в направлениях осей ортотропии x1 , x2 ,
при достижении которых в условиях растяжения происходит разрушение образца.
Заметим, что для волокнистого КМ, изготовленного из препрега HSE 180REM на
основе углеленты с прямолинейными волокнами, указанные характеристики, най-
денные в работе [25] и использованные в статьях [24, 26], равны E+

1 = 133 ГПа,
E+

2 = 5.9 ГПа, ν+
12 = 0.29 , ν+

21 = 0.0126 , σ+∗
1 = 2490 МПа, σ+∗

2 = 17.2 МПа.
Более сложными в реализации являются испытания на сжатие тест-образцов

со структурами [0◦]s , [90◦]s и [±45◦]2s в силу их возможной потери устойчивости
по той или иной форме и наблюдаемого продольно-поперечного изгиба (хотя и ма-
лого), особенно при выдержке тест-образца под нагрузкой в течение длительного
времени. При испытаниях на сжатие до разрушения тест-образцов со структурами
[0◦]s , [90◦]s соответствующие диаграммы деформирования σ−1 = σ−1 (ε1) , σ−2 =
= σ−2 (ε2) с большой степенью точности допустимо считать линейными вплоть до
их разрушения, определяемые на их основе модули упругости E−

1 , E−
2 и коэф-

фициенты Пуассона ν−12 , ν−21 практически совпадают со значениями E+
1 , E+

2 , ν+
12,

ν+
21 соответственно. Однако определяемое при этом предельное напряжение σ−∗1 ,
при достижении которого в условиях сжатия происходит разрушение образца, ока-
зывается намного ниже значения σ+∗

1 . В соответствии с результатами многочислен-
ных исследований ( [1–9] и др.) допустимо считать, что предельное напряжение σ−∗1

сжатия тест-образца, имеющего структуру [0◦]s , соответствует его потере устой-
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а) б)

Рис. 3. Диаграммы деформирования
∣∣σ±x

∣∣ −
∣∣ε±x

∣∣ (а) и |σ±12| − |γ±12| (б) (при сжатии –
сплошная линия, при растяжении – пунктирная линия), МПа

чивости по чисто поперечно-сдвиговой форме, которая реализуется при значении
касательного модуля поперечного сдвига G̃−∗13 материала тест-образца в плоскости
x1 , x3 = z , равном G̃−∗13 = σ−∗1 . Такой вид разрушения образца (рис. 1, e) реализу-
ется только при соответствующей немалой его толщине h и короткой его рабочей
длине L между захватами используемого при испытаниях приспособления (рис. 2).

Для определения модуля сдвига G12 в осях ортотропии x1 , x2 проводятся ис-
пытания на растяжение и сжатие тест-образцов со структурой [±45◦]2s с четным
числом монослоев 2s . Их результатом являются диаграммы деформирования, за-
дающие зависимости σ+

x = σ+
x (ε+

x ) между нормальными напряжениями растяже-
ния (σ+

x ) и сжатия (σ−x ) образца и соответствующими осевыми деформациями
в направлении растяжения (ε+

x ) и сжатия (ε−x ) (рис. 3, а), а также предельные на-
пряжения σ+∗

x и σ−∗x , при достижении которых происходит разрушение образца.
На основе таких диаграмм деформирования образца при использовании выведен-
ных в [26, 27] соотношений вида

σ±12 =
σ±x
2

, γ±12 =
2

(
1 + ν±xy

)

2 + ε±x
(
1− ν±xy

) ε±x ≈ (
1 + ν±xy

)
ε±x (1)

строятся диаграммы деформирования при сдвиге σ±12 = σ±12
(
γ±12

)
(рис. 3, б), да-

ющие зависимости между касательными напряжениями σ±12 и соответствующими
сдвиговыми деформациями γ±12 в осях ортотропии x1 , x2 .

Диаграммы деформирования, приведенные на рис. 3, a для указанного выше
композита, позволяют установить зависимости между секущими (Ê±

x = tg ϕ̂± )
и касательными (Ê±

x = tg ϕ̂± ) модулями упругости и осевыми деформациями |ε±x | ,
изображенные на рис. 4, а и б.

В соответствии с рис. 4 зависимости между σ±x и ε±x представимы в виде

σ±x = Ê±
x

(∣∣ε±x
∣∣) ε±x , (2)

а зависимости между приращениями ∆σ±x и ∆ε±x – в виде

∆σ±x = Ẽ±
x

(∣∣ε±x
∣∣) ∆ε±x . (3)

С учетом (1) соотношение (2) преобразуется к виду

σ±12 = Ĝ±12
(∣∣γ̃±12

∣∣) γ±12, (4)
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а) б)

Рис. 4. Зависимости между секущими Ê±
x = Ê±

x (|ε±x |) и касательными Ẽ±
x = Ẽ±

x (|ε±x |)
модулями упругости и осевыми деформациями образца (при растяжении – пунктирная
линия, при сжатии – сплошная линия), ГПа

а) б)

Рис. 5. Зависимости между секущими Ĝ±12 = Ĝ±12(|γ±12|) и касательными G̃±12 = G̃±12(|γ±12|)
модулями сдвига и сдвиговыми деформациями (при растяжении – пунктирная линия, при
сжатии – сплошная линия), ГПа

где

γ̃±12 =
γ±12

1 + ν±xy
, Ĝ±12

(∣∣γ̃±12
∣∣) =

Ê±
x

(∣∣γ̃±12
∣∣)

2
(
1 + ν±xy

) . (5)

Аналогичным образом вместо (3) можно получить соотношение

∆σ±12 = G̃±12
(∣∣γ̃±12

∣∣) ∆γ±12, (6)

где

G̃±12
(∣∣γ̃±12

∣∣) =
Ẽ±

x

(∣∣γ̃±12
∣∣)

2
(
1 + ν±xy

) . (7)

Для рассматриваемого композита со структурой [±45◦]2s , изготовленного из пре-
прега HSE 180 REM, графики полученных зависимостей (5) и (7) показаны на
рис. 5, а и б.

Приведенные выше результаты свидетельствуют о том, что поведение тест-
образца волокнистого композита со структурой [±45◦]2s при сжатии достаточно
сильно отличается от поведения в условиях растяжения. Более надежными и до-
стоверными из них следует считать результаты, соответствующие растяжению, так
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как они получены при использовании достаточно длинных образцов, обеспечива-
ющих однородность формирующихся параметров НДС как по ширине, так и по
длине рабочей части образца. Такую однородность параметров НДС не удается
обеспечить при испытаниях образцов на сжатие по существующим в настоящее
время стандартам испытаний ввиду малой рабочей длины испытываемых образ-
цов. Отмеченные различия в результатах, в частности, обусловлены и тем, что
и в слоях связующего, в которых формируется преимущественно сдвиговое НДС,
и в волокнах и пучках волокон, в которых формируется преимущественно одно-
осное НДС растяжения или сжатия [28], при нагружении и разгрузке конструк-
ции в композите происходят структурные изменения [29]. Они связаны частично
с деградацией связующего, но главным образом с реализацией внутренних ФПУ
волокон и пучков волокон на микро- и мезомасштабах [30, 31], с формированием
как необратимых деформаций ползучести на этапах нагружения и выдержки под
нагрузкой, так и обратимых вязкоупругих деформаций ползучести, исчезающих
на этапах разгрузки.

В связи с вышеизложенным при проведении дальнейших расчетов будут исполь-
зоваться результаты, соответствующие растяжению образцов. Из рис. 5, а следует,
что на начальном участке нагружения при γ12 = 0 касательный модуль сдвига
Ĝ±12 = 4.2 ГПа. Далее на участке до γ12 = 0.017 он резко убывает и достигает
практически нулевого значения (G̃+

12 = 47 MПа) при γ12 = 0.044 . На диаграмме
G̃+

12 = G̃+
12(γ12) введем в рассмотрение точки (G0, 0), (G∗, γ∗ ) и (Gp, γp ), имеющие

координаты: G̃+
12 = G0 , γ12 = 0 , G̃+

12 = G∗ , γ12 = γ∗ и G̃+
12 = Gp , γ12 = γp .

Из них G∗ соответствует найденному в [25] предельному напряжению сжатия
образца, численно равному осредненному модулю поперечного сдвига композита
при потере устойчивости образца по чисто поперечно-сдвиговой форме (по этому
значению G∗ на диаграмме определяется соответствующее значение сдвиговой де-
формации γ12 = γ∗ ), а значения Gp и γp являются экстремальными на диаграмме
и соответствуют началу разрушения образца. Таким образом, для аналитического
представления функции G̃+

12 = G̃+
12 (γ12) допустимо использование аппроксимаци-

онной формулы
G̃+

12 = G0 + G(1) |γ12|+ G(2)γ2
12, (8)

где величины G(1) , G(2) определяются по формулам, приведенным в работе [26].

2. Формы потери устойчивости
трехслойного стержня при осевом сжатии

Рассмотрим трехслойный стержень симметричного строения, у которого внеш-
ние несущие слои, имеющие толщину t , выполнены из слоистого волокнистого
композита, характеризующегося осредненными по толщине модулями упругости
первого рода E1 , E3 в направлениях длины и толщины, коэффициентами Пуас-
сона ν13 и ν31 = E3ν13/E1 и модулем поперечного сдвига G13 ¿ E1 . Предпола-
гаем, что заполнитель относится к классу трансверсально-мягких, имеет толщину
h и характеризуется модулями упругости первого рода E0

3 в направлении толщины
и поперечного сдвига G0

13 в плоскости x0z , несущие слои в сечениях x = 0 , x = L
подвержены сжатию усилиями P .

Для описания НДС внешних слоев будем использовать уточненную кинемати-
ческую модель С.П. Тимошенко с учетом поперечных сдвигов и обжатия, согласно
которой для перемещений U (k) в направлении оси x и прогибов W (k) в направле-
нии осей z(k) имеют место представления

U (k) = u(k) + z(k)γ
(k), W (k) = w(k) + z(k)ϕ

(k), (9)



576 В.Н. ПАЙМУШИН и др.

где u(k) , w(k) – перемещения в направлениях осей x и z(k) точек срединных плос-
костей несущих слоев, γ(k) , γ(k) – углы поворотов поперечных сечений и функции
обжатия. Для описания НДС трансверсально-мягкого заполнителя в соответствии
с полученными ранее [32] результатами достаточно ввести в рассмотрение функ-
цию поперечных касательных напряжений q = q(x) , постоянную в направлении
оси z , что позволяет на основе результатов [32] составить систему восьми линеа-
ризованных уравнений нейтрального равновесия вида

T 11
(k),x + δ(k)q = 0,

(
T 13

(k) − Pw(k)
,x +

h

2
q

)

,x

+ δ(k)σ
0
33 = 0,

M11
(k),x − T 13

(k) +
t

2
q = 0,

(
M13

(k) + δ(k)
ht

4
q

)

,x

− T 33
(k) +

t

2
σ0

33 = 0.

(10)

Введенные здесь в рассмотрение внутренние усилия и моменты выражаются через
искомые функции u(k) , w(k) , γ(k) и ϕ(k) физическими зависимостями

T 11
(k) = B1

(
u(k)

,x + ν31ϕ
(k)

)
, T 33

(k) = B3

(
ν13u

(k)
,x + ϕ(k)

)
,

T 13
(k) = B13

(
w(k)

,x + γ(k)
)

, σ0
33 =

E0
3

h

[
w(2) − w(1) − t

2

(
ϕ(1) + ϕ(2)

)]
,

M11
(k) = D1γ

(k)
,x , M13

(k) = D13ϕ
(k)
,x ,

(11)

где для жесткостных коэффициентов внешних слоев введены обозначения

B1 =
E1t

1− ν13ν31
, B3 =

E3t

1− ν13ν31
, B13 = G̃13t, D1 =

B1t
2

12
, D13 =

B13t
2

12
.

В рамках используемой модели уравнения равновесия (10) должны быть до-
полнены уравнением

u(2) − u(1) − t

2

(
γ(1) + γ(2)

)
+

h

2

(
w(1)

,x + w(2)
,x

)
+

+
ht

4

(
ϕ(1)

,x − ϕ(2)
,x

)
− h

G0
13

q +
h3

12E0
3

q,xx = 0. (12)

Введем в рассмотрение новые искомые неизвестные

U = u(1) − u(2), Φ = ϕ(1) − ϕ(2), W = w(1) + w(2), Γ = γ(1) + γ(2), (13)

V = u(1) + u(2), ϕ = ϕ(1) + ϕ(2), γ = γ(1) − γ(2), w = w(1) − w(2). (14)

Тогда c учетом соотношений (11), (13), (14) уравнения (11), (12) преобразуются
к виду

B1 (U,xx + ν31Φ,x) + 2q = 0, D13Φ,xx −B3 (ν13U,x + Φ) +
ht

2
q,x = 0,

D1Γ,xx −B13 (W,x + Γ) + tq = 0,

− U − t

2
Γ +

h

2
W,x +

ht

4
Φ,x − h

G0
13

q +
h3

12E0
3

q,xx = 0,

B13 (W,xx + Γ,x)− PW,xx + hq,x = 0.

(15)

B1 (V,xx + ν31ϕ,x) = 0, D13ϕ,xx −B3 (ν13ν,x + ϕ)− tE0
3

h

(
w +

t

2
ϕ

)
= 0,

D1γ,xx −B13 (w,x + γ) = 0, (B13 − P )w,xx + B13γ,x − 2E0
3

h

(
w +

t

2
ϕ,x

)
= 0.

(16)
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Заметим, что в рассматриваемом случае системой пяти уравнений (15) описы-
ваются синфазные [12] (кососимметричные) ФПУ, а системой четырех уравнений
(16) – антифазные [12] (симметричные) ФПУ стержня. Видно, что в третьем урав-
нении системы (15) и в четвертом уравнении системы (16) имеются слагаемые,
вырождающиеся при P = B13 , что соответствует реализации чисто поперечно-
сдвиговой ФПУ внешних слоев.

2.1. Синфазные ФПУ. Предположим, что в торцевых сечениях x = 0 , x =
= L внешние слои шарнирно оперты на диафрагмы, абсолютно жесткие в направ-
лении оси z . Тогда при x = 0 , x = L функции (13) и q должны быть подчинены
граничным условиям

U,x = 0, Φ = 0, W = 0, Γ,x = 0, q,x = 0. (17)

Этим условиям удовлетворяют решения, имеющие вид

U = Ũ cos λx, Φ = Φ̃ sin λx, W = W̃ sin λx, Γ = Γ̃ cos λx, q = q̃ cosλx, (18)

где λ = nπ/L, n = 1, 2, . . . ,∞ . Подстановка решений (18) в уравнения (15) приво-
дит к зависимостям

Γ̃ =
Bw

Bγ
W̃ , q̃ = AwW̃ −AγΓ̃, Φ̃ = Cϕq̃, Ũ =

aϕ

au
Φ̃, (19)

где

au = −B1λ
2

2
+

2B3ν13λ

th
, aϕ =

2B3

th
+

2D13λ
2

th
− B1ν31λ

2

2
,

Cϕ =
2au

B1λ2aϕ −B1ν31λau
, Aw =

hλ

2Cq
, Aγ =

t

2Cq
,

Cq =
h

G0
13

+
h3λ2

12E0
3

+
(

aϕ

au
− thλ

4

)
Cϕ,

Bw = tAw −B13λ, Bγ = D1λ
2 + B13 + tAγ ,

а из условия w̃ 6= 0 для определения бифуркационного значения сформированного
в несущих слоях напряжения σсин имеем формулу

σсин =
1
t

[
B13

(
1 +

Bw

λBγ

)
+

h

γ

(
Aw − AγBw

Bγ

)]
. (20)

Обозначим через σ∗син и n∗син критическое напряжение и соответствующее вол-
новое число, найденные минимизацией выражения (20).

2.2. Антифазные и сдвиговые ФПУ. Решения уравнений (16) по анало-
гии с (18) будем искать в виде

V = Ṽ cosλx, ϕ = ϕ̃ sin λx, w = w̃ sin λx, γ = γ̃ cos λx. (21)

При их подстановке из трех уравнений системы (16) следуют зависимости

ϕ̃ = −bϕw̃, Ṽ =
ν31

λ
ϕ̃, w̃ = −awγ̃, (22)

где

bϕ =
tE0

3

h

(
B̃3 + D13λ2 +

t2E0
3

2h

) , B̃3 = B3 (1− ν13ν31) , aw =
D1λ

B13
+

1
λ

.
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Последнее уравнение системы (16) приведем к виду

D1

(
1− P

B13

)
d4γ

dx4
+

(
P − 2E0

3D1

hB13

)
d2γ

dx2
+

2E0
3

h
γ − E0

3t

h

dϕ

dx
= 0, (23)

используя для этого зависимость w,x = (D1/B13 ) γ,xx − γ . Подстановка функ-
ций (21) в уравнение (23) и использование зависимостей (23) при условии γ̃ 6= 0
приводит к характеристическому уравнению

P

(
D1

B13
+

1
λ2

)
= D1 +

2E0
3D1

B13hλ2
+

2E0
3

hλ4
− E0

3t

hλ3
bϕaw. (24)

Из (24) при λ →∞ (то есть при n →∞) следуют формулы

P ∗ = B13, σ∗сдв = G13, (25)

соответствующие реализации чисто поперечно-сдвиговой ФПУ несущих слоев, воз-
можной при G13/E1 ¿ 1 . Если в правой части (24) пренебречь последним слага-
емым и ввести в рассмотрение безразмерный параметр kc = D1λ

2/B13 , то для
определения критической нагрузки P ∗ант , соответствующей реализации антифаз-
ных изгибно-сдвиговых ФПУ, можно получить весьма простую формулу

P ∗ =
D1λ

2

1 + kc
+

2E0
3

hλ2
, (26)

которая была ранее выведена в работе [33]. Из (24) в случае E0
3 = 0 (отсутствие

заполнителя) следует также формула

P ∗ = B13

(
1− 1

1 + D1λ2/B13

)
=

D1λ
2

1 + D1λ2/B13
,

указывающая, что реализации чисто поперечно-сдвиговой ФПУ несущего слоя
стержня при P ∗ = B13 соответствует решение γ = γ̃ cos λx при λ → ∞ (то есть
при n →∞).

Обозначим через σ∗ант и n∗ант критическое напряжение и соответствующее вол-
новое число, найденные минимизацией выражения (24) по n . Они практически
совпадают с решением, следующим из неупрощенного характеристического урав-
нения (24).

3. Численные результаты и их анализ

На основе найденных решений проведем анализ возможности реализации ис-
следуемых ФПУ стержня с внешними слоями из слоистого однонаправленного
композита, изготовленного из углеленты HSE 180 REM. Такой КМ имеет упругие
характеристики E1 = 133 ГПа, E3 = 5.9 ГПа, ν13 = 0.29 при растяжении в на-
правлениях волокон (E1 , ν13 ) и поперек волокон (E3 , ν31 ) [25, 26]. При сжатии
композита в направлении волокон модуль упругости E1 также оказывается равным
E1 = 133 ГПа, а его разрушение наступает при достижении предельного напряже-
ния σсж = 459 МПа, равного, как указывалось выше, модулю поперечного сдвига
G̃∗13 при потере устойчивости структуры композита по чисто поперечно-сдвиговой
форме.

Расчеты проведены для стержня с геометрическими параметрами t = 1 мм,
h = 20 мм, с внешними слоями, модуль поперечного сдвига которых есть G̃13 =
= 459 MПа и заполнителем, имеющим параметры E0

3 = 50 MПа, G0
13 = 25 MПа
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Табл. 1
Первый вариант расчетов при G̃13 = 459 MПа, E0

3 = 50 MПа, G0
13 = 25 MПа

L, мм 1000 500 250 100 50 10
σ∗син, MПа 95 187 247 276 295 421
n∗син 1 1 1 1 1 1
σ∗ант, MПа 356 356 356 356 359 378
n∗ант 67 34 17 7 3 1
σ∗кир, MПа 95.2 187 248 277 301 1.2 · 103

n∗кир 1 1 1 1 1 1
σ∗кл, MПа 95.2 187 247 271 275 276
σ∗МКЭ, MПа 94.4 184 246 279 308 449

Табл. 2
Второй вариант расчетов при G̃13 = 459 MПа, E0

3 = 150 MПа, G0
13 = 75 MПа

L, мм 1000 500 250 100 50 10
σ∗син, MПа 123 340 459 459 459 459
n∗син 1 1 ∞ ∞ ∞ ∞
σ∗ант, MПа 459 459 459 459 459 459
n∗ант ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
σ∗кир, MПа 124 342 610 781 810 1.41 · 103

n∗кир 1 1 1 1 1 1
σ∗кл, MПа 124 342 610 783 816 827
σ∗МКЭ, MПа 121 311 545 611 634 629

(в первом варианте расчетов) и E0
3 = 150 MПа, G0

13 = 75 MПа (во втором варианте
расчетов).

Полученные результаты расчетов приведены в табл. 1 и 2 для различных
фиксированных значений L , охватывающих как длинные, так и весьма короткие
стержни.

Отметим, что во всех таблицах также приведены:
1) значения критического напряжения σ∗кл , соответствующие потере устойчи-

вости стержня по синфазной форме и определяемые по формуле

σ∗ =
π2

t (1 + k13)L2

[
D1 + B1

(h + t)2

4

]
, k13 =

π2B1h

2G0
13L

2
,

которые соответствуют использованию известной [12] модели ломаной линии в
механике трехслойных конструкций, основанной на аппроксимации перемещений
в заполнителе линейным законом по поперечной координате и описании НДС внеш-
них слоев классической моделью Кирхгофа –Лява;

2) критические значения напряжений, вычисленные по формулам

σ∗ =
mD1π

2

tL2
, m = n2

[
1 +

3(1 + 2r)2

(1 + k13n2 + 4r2n4/k3 )

]
, k3 =

2E0
3L4

D1hπ4
, r =

h

2t
,

которые соответствуют использованию построенной ранее уточненной модели [34],
отличающейся от используемой в данной работе модели применением для описания
НДС внешних слоев классической модели Кирхгофа –Лява;

3) критические значения напряжений σ∗МКЭ , найденные на основе использова-
ния известного пакета прикладных программ (ППП) ANSYS.
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Проведя анализ полученных результатов, можно сформулировать следующие
основные выводы.

1. У трехслойного стержня с параметрами E0
3 = 50 MПа, G0

13 = 25 MПа
(такими характеристиками обладает заполнитель из пенопласта) вплоть до L =
= 50 мм наименьшими являются критические напряжения σ∗син , которым соответ-
ствует волновое число n∗син = 1 , причем значения σ∗син , σ∗кир и σ∗МКЭ отличаются
друг от друга незначительно. Только при L = 10 мм реализуется антифазная ФПУ
с разницей между значениями σ∗МКЭ и σ∗ант , равной ∼ 16%.

2. В то же время у трехслойного стержня с параметрами E0
3 = 150 MПа, G0

13 =
= 75 MПа (такими характеристиками обладает сотовый заполнитель) синфазная
ФПУ реализуется лишь при L ≥ 500 мм, причем в рассмотренном диапазоне из-
менения L выполнено неравенство σ∗МКЭ < σ∗син и при L = 500 мм, наблюдается
разница (σ∗син − σ∗МКЭ) /σ∗син = 0.085 . В пределах отрезка 250 мм ≤ L ≤ 10 мм
наименьшим оказалось значение σ∗ = G13 = 459 MПа, соответствующее чисто
поперечно-сдвиговой ФПУ внешних слоев. Такая ФПУ не выявляется при исполь-
зовании как модели [34] (σ∗кир) , так и ППП ANSYS (σ∗МКЭ) .

3. Невозможность выявления чисто поперечно-сдвиговой ФПУ внешних слоев
(а следовательно, и трехслойного пакета в целом) на основе уравнений, основан-
ных на известной модели «ломаной» линии [12] (значения σ∗кл ) и подобных мо-
делей [35–44] и др. придает особую значимость уточненной теории трехслойных
конструкций, предложенной в настоящей работе и основанной на описании НДС
внешних слоев сдвиговой моделью С.П. Тимошенко вместо модели Кирхгофа –
Лява, используемой в предложенных ранее [34] и других уточненных вариантах
теории.

4. Нетривиальным является вывод о том, что известные и широко распростра-
ненные в расчетной практике ППП, основанные на конечно-элементном методе
решения трехмерных задач теории упругости, не позволяют выявить описанную
выше чисто поперечно-сдвиговую ФПУ внешних слоев. Реализация именно этой
ФПУ является наиболее вероятной в реальных трехслойных конструкциях, у кото-
рых внешние слои изготовлены из КМ с малой сдвиговой жесткостью в поперечных
направлениях, а для упругих характеристик E0

3 и G0
13 приняты значения заполни-

телей, используемых в реальных конструкциях. Следует заметить, что поперечно-
сдвиговая ФПУ, в отличие от изгибных (синфазной и антифазной), в соответствии
с найденными решениями описывается тригонометрическими функциями sinλx
и cos λx с большим волновым числом n (зависимости σсин = σсин(n) и σант =
= σант(n) с целью иллюстрации показаны на рис. 6–9 для стержня с параметрами
L = 250 мм и L = 10 мм при E0

3 = 50 MПа, G0
13 = 25 MПа и E0

3 = 150 MПа,
G0

13 = 75 MПа). На фигурах сплошным линиям соответствуют синфазные, а штри-
ховым линиям – антифазные ФПУ. По-видимому, нахождение таких решений на
основе конечных элементов, содержащихся в используемых ППП, возможно лишь
при таком большом числе конечных элементов, которое намного больше волнового
числа n , соответствующего реализации поперечно-сдвиговой ФПУ.

Как было отмечено в разд. 1, физические зависимости между поперечными ка-
сательными напряжениями σ13 и соответствующими сдвиговыми деформациями
γ13 являются существенно нелинейными. В частности, для рассматриваемого ком-
позита в соответствии с данными испытаний для G̃13 следует принять G̃13 =
= 4.25 MПа при γ13 = 0 и G̃13 = 459 MПа при γ13 = 0.024 . В связи с этим
расчеты проведены также при параметре G̃13 = 2.5 ГПа, найденном в соответствии
с существующими стандартами испытаний, и сохранении всех остальных указан-
ных выше параметров стержня. Соответствующие результаты расчетов приведены
в табл. 3 и 4.
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Рис. 6. Зависимости σ∗ = σ∗ (n) при G̃13 = 459 MПа, E0
3 = 50 MПа, G0

13 = 25 MПа,
L = 250 мм
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Рис. 7. Зависимости σ∗ = σ∗ (n) при G̃13 = 459 MПа, E0
3 = 50 MПа, G0

13 = 25 MПа,
L = 10 мм
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Рис. 8. Зависимости σ∗ = σ∗ (n) при G̃13 = 459 MПа, E0
3 = 150 MПа, G0

13 = 75 MПа,
L = 250 мм

Видно, что найденные значения σ∗син , σ∗кир , σ∗МКЭ отличаются друг от друга
не более чем на 4.5% вплоть до L = 50 мм и все они соответствуют синфазной
ФПУ стержня. При L = 10 мм ФПУ является антифазной, наибольшее отличие
σ∗МКЭ от σ∗ант имеет место при E0

3 = 50 MПа, G0
13 = 25 MПа. Однако все эти
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Рис. 9. Зависимости σ∗ = σ∗ (n) при G̃13 = 459 MПа, E0
3 = 150 MПа, G0

13 = 75 MПа,
L = 10 мм

Табл. 3
G̃13 = 2.5 ГПа, E0

3 = 50 MПа, G0
13 = 25 MПа

L, мм 1000 500 250 100 50 10
σ∗син, MПа 95 187 247 277 300 864
n∗син 1 1 1 1 1 1
σ∗ант, MПа 456 457 457 457 488 817
n∗ант 49 24 12 5 3 1
σ∗кир, MПа 95.2 187 248 277 301 1.2 · 103

n∗кир 1 1 1 1 1 1
σ∗кл, MПа 95.2 187 247 271 275 276
σ∗МКЭ, MПа 94.5 186 247 280 313 771

Табл. 4
G̃13 = 2.5 ГПа, E0

3 = 150 MПа, G0
13 = 75 MПа

L, мм 1000 500 250 100 50 10
σ∗син, MПа 123 341 610 780 807 1.07 · 103

n∗син 1 1 1 1 1 1
σ∗ант, MПа 795 795 795 796 814 945
n∗ант 68 34 17 7 3 1
σ∗кир, MПа 124 342 610 781 810 1.41 · 103

n∗кир 1 1 1 1 1 1
σ∗кл, MПа 124 342 610 783 816 827
σ∗МКЭ, MПа 122 328 587 781 842 944

найденные значения являются завышенными и не соответствующими эксперимен-
там, так как совпадающие с экспериментальными данными критические значения
сжимающего напряжения теоретическим путем можно определить только при про-
ведении расчетов с параметром G0

13 = 459 MПа и на основе использованных выше
уравнений.

Заключение

Значимость полученных результатов заключается в том, что при определен-
ных соотношениях физико-механических и геометрических параметрах имеется
возможность реализации чисто поперечно сдвиговых ФПУ внешних слоев у плос-
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ких трехслойных тест-образцов симметричного по толщине строения в условиях их
осевого сжатия. У таких образцов сохраняется однородность докритического НДС
на основной части рабочей длины тест-образца без сопутствующего изгиба вплоть
до разрушения. Это позволит разработать, изготовить и провести испытания на
сжатие специальных трехслойных композитных тест-образцов со средним мало-
жестким слоем, кардинально улучшить точность и содержательность эксперимен-
тов на сжатие композитных тест-образцов, сопровождающиеся у стандартных ком-
позитных образцов хотя малым, но неизбежным продольно-поперечным изгибом.

Благодарности. Результаты исследований получены в рамках выполнения
проекта Российского научного фонда (№ 19-79-10018, разделы 1, 3) и РФФИ
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Abstract

Analytical solutions to the linearized problems on possible macroscale buckling modes
of sandwich specimens made from fiber-reinforced plastics with lay-up sequence [0◦]s (s is
the number of laminas) under axial compression were analyzed. Materials characterized by
a physically nonlinear dependence only between the transverse shear stresses and the corre-
sponding shear strains were considered. Linearized equations of equilibrium in a perturbed
state obtained on the basis of the previously constructed geometrically nonlinear equations of
the theory of sandwich shells with a transversely flexible core were used. The linearized equa-
tions are based on the use of S.P. Timoshenko’s refined model for the facing layers, which takes
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into account the transverse compression, as well as on the use of three-dimensional equations
of the theory of elasticity, which are simplified by the model of the transversely flexible layer,
for the core. The latter allow integration over the thickness with the introduction of two un-
known functions (transverse tangential stresses). In the linearized equations used, the physical
nonlinearity of the material of the facing layers was taken into account in accordance with
the Shanley concept based on the introduction of the tangential transverse shear modulus.
In the equations used, there are degenerate terms that correspond to the implementation of
purely transverse-shear buckling modes during compression of the specimen in the axial direc-
tion (along the fibers). The implementation of these buckling modes is possible for specimens
with a considerable relative thickness of the layers package. Based on the analysis of the results
obtained, it was shown that failure for these specimens is most likely due to the buckling in
such a macroscale flexural-shear mode, which is predominantly transverse-shear and is real-
ized when the compressive stress averaged over the thickness of the facing layers is equal to
the shear modulus of the transverse shear of the composite in the vicinity of the end section
of the working length of the specimen in its unperturbed state.

Keywords: fiber-reinforced plastic, sandwich specimen, transversely flexible core, com-
pression, linearized equations, buckling modes, analytical solution

Acknowledgments. The study was supported by the Russian Science Foundation
(project no. 19-79-10018, sections 1, 3) and the Russian Foundation for Basic Research (project
no. 19-08-00073, section 2).

Figure Captions

Fig. 1. Possible failure modes under compression of the composite specimens: a) crum-
pling of the ends; b) macrobuckling; c) delamination and/or splitting + buckling; d) center
delamination; e) kink.

Fig. 2. Specimens loading schemes for compression tests: 1) σ0
11 6= 0, σ0

33 = 0,
(
σ0

13 = 0
)
;

2) σ0
33 6= 0

(
σ0

13 6= 0
)
, σ0

11 = 0; 3) σ0
11 6= 0, σ0

33 6= 0
(
σ0

13 6= 0
)
.

Fig. 3. Stress-strain curves
∣∣σ±x

∣∣ −
∣∣ε±x

∣∣ (a) and |σ±12| − |γ±12| (b)(for compression – solid
line, for tension – dashed line), MPa.

Fig. 4. Dependencies for secant Ê±
x = Ê±

x (|ε±x |) and tangential Ẽ±
x = Ẽ±

x (|ε±x |) moduli of
elasticity of axial strain of specimen (for tension – dashed line, for compression – solid line),
GPa.

Fig. 5. Dependencies for secant Ĝ±12 = Ĝ±12(|γ±12|) and tangential G̃±12 = G̃±12(|γ±12|) shear
moduli of shear strain of specimen (for tension – dashed line, for compression – solid line),
GPa.

Fig. 6. Dependencies for σ∗ = σ∗ (n) at G̃13 = 459 MPa, E0
3 = 50 MPa, G0

13 = 25 MPa,
L = 250 mm.

Fig. 7. Dependencies for σ∗ = σ∗ (n) at G̃13 = 459 MPa, E0
3 = 50 MPa, G0

13 = 25 MPa,
L = 10 mm.

Fig. 8. Dependencies for σ∗ = σ∗ (n) at G̃13 = 459 MPa, E0
3 = 150 MPa, G0

13 = 75 MPa,
L = 250 mm.

Fig. 9. Dependencies for σ∗ = σ∗ (n) at G̃13 = 459 MPa, E0
3 = 150 MPa, G0

13 = 75 MPa,
L = 10 mm.
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