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Аннотация

Предложена математическая модель формирования микроструктуры материала
в процессе селективного лазерного спекания. Модель основана на расчете напряженно-де-
формированного состояния представительного объема порошка, содержащего несколько
частиц, в результате их контактного взаимодействия, вызванного силами поверхностного
натяжения. При моделировании предполагается, что частицы состоят из упругопласти-
ческого материала, свойства которого описываются ассоциативной моделью Друкера –
Прагера с упрочнением, и учитываются нелинейные эффекты, обусловленные большими
деформациями. Модель позволяет определить форму частиц в деформированном состо-
янии и форму пор. Приведены результаты численного решения задачи о контактном
взаимодействии двух первоначально сферических частиц порошка. В качестве исходных
данных при расчетах заданы перемещения центров частиц под действием сил поверх-
ностного натяжения. Расчеты выполнены методом конечных элементов. Интегрирование
уравнения течения проведено по неявной обратной схеме Эйлера. При расчете контакт-
ного взаимодействия используется mortar-метод. Приведены распределение контактных
напряжений по поверхности частиц порошка и распределение пластических деформаций
по Мизесу в сечении этих частиц. Исследована зависимость радиуса зоны контакта от
перемещений центров частиц при контакте и параметра материала, характеризующего
зависимость пластического течения от давления.
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Введение

Селективное лазерное спекание – перспективная технология изготовления эле-
ментов конструкций [1, 2]. Прочностные характеристики элементов конструкций,
изготовленных этим методом, существенно зависят от микроструктуры материала,
в частности от расположения и формы пор. В связи с этим представляется важным
моделирование процесса формирования микроструктуры материала при лазерном
спекании.
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Предлагаемая модель описывает в рамках механики деформируемого твердого
тела формирование микроструктуры материала при твердофазном спекании ча-
стиц порошка и основана на идеях, представленных, например, в [1]. В соот-
ветствии с теоретическими представлениями [3–5] спекание – это диффузионная
ползучесть под действием сил поверхностного натяжения. Это определение может
быть обоснованием модели слияния частиц порошка, основанной на теории ползу-
чести (вязкоупругости), также представляется существенным учет пластических
свойств материала.

Рассматривается взаимодействие двух частиц порошка, имеющих форму шара.
Материал частиц при высокой температуре, близкой к температуре плавления,
становится неупругим – вязкоупругим или упругопластическим. Под действием
сил поверхностного натяжения частицы порошка вступают в контактное взаимо-
действие, в них возникают деформации и напряжения. Зная свойства материала
частиц, можно методами механики деформируемого твердого тела рассчитать
напряженно-деформированное состояние (НДС) системы частиц и, в частности,
определить их форму после деформации. Кроме того, можно вычислить давление
в области контакта. Далее уместно сделать предположение о том, что если в неко-
торой части области контакта давление превосходит заранее заданную предельную
величину, то частицы в этой части области контакта сливаются. Дальнейшее де-
формирование этой системы частиц происходит в результате их остывания. Такой
анализ позволит определить остаточные напряжения и деформации в частицах и,
в частности, форму пор после остывания частиц, а также усадку. Наконец, можно,
используя методы осреднения, определить эффективные теплофизические и меха-
нические свойства представительного объема порошка [6–10].

Предлагаемая модель позволяет в рамках механики деформируемого твердого
тела моделировать процессы, происходящие при спекании частиц порошка.

При высоких температурах материалы, используемые при селективном лазер-
ном спекании, проявляют способность к конечным вязкоупругим, упругопластиче-
ским и вязкоупругопластическим деформациям [11, 12], поэтому при моделирова-
нии спекания целесообразно учесть эффекты геометрической нелинейности.

Возникновение первоначальной поверхности контакта между частицами по-
рошка может быть вызвано как действием силы тяжести, так и силой капиллярного
происхождения [5]. Эта сила возникает вследствие того, что при соприкосновении
контактирующих частиц порошка уменьшается площадь свободной поверхности
этих частиц, и, следовательно, уменьшается поверхностная энергия системы. Эту
силу можно рассматривать как сосредоточенную силу, приложенную в точке пер-
воначального соприкосновения частиц и направленную по нормали к поверхно-
стям частиц в этой точке, или как силу, распределенную по поверхности контакта.
Величина этой силы определяется радиусами кривизны частиц в точке их пер-
воначального соприкосновения и удельной поверхностной энергией вещества, из
которого изготовлен порошок. При моделировании эта сила может быть задана
в качестве исходного данного. Можно также вместо задания этой силы задавать
первоначальное перемещение частиц порошка под ее действием. В таком случае
сила может быть вычислена в результате расчетов как интеграл от контактных
напряжений по площади контакта в деформированном состоянии.

Деформацию при спекании можно рассматривать как двухэтапный процесс.
На первом этапе происходит слияние частиц в результате контактного взаимо-
действия, на втором этапе структура, возникшая в результате слияния частиц,
деформируется вследствие остывания материала, которое сопровождается темпе-
ратурной деформацией и изменением механических свойств. Учитывая это, целе-
сообразно использовать для моделирования процесса формирования микрострук-
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туры материала при лазерном спекании теорию наложения больших деформаций
[13, 14].

1. Основные уравнения

Кинематические соотношения. Аффинор деформаций определяется через
градиент вектора перемещений u следующим образом: [15]:

Ψ = I+
0

∇ u. (1)

Здесь I — единичный тензор.
Тензорные меры деформаций Грина C и Фингера b определяются через аф-

финор деформаций:
C = Ψ ·Ψ∗, b = Ψ∗ ·Ψ,

символ “*” обозначает транспонирование.
Соотношение для кратности изменения элементарного объёма:

J = detΨ. (2)

Определяющие соотношения для упругопластического материала.
Для описания НДС упругопластического материала используется модель пластич-
ности Друкера –Прагера [16, 17].

В случае конечных деформаций аффинор деформаций можно разложить на
упругую и пластическую мультипликативные составляющие [19]: Ψ = Ψp ·Ψe .

Упругое поведение материала характеризуется определяющими соотношениями
для гиперупругого материала. Эти соотношения записываются в виде, который
позволяет не использовать объективные скорости напряжений. Функция накоп-
ленной энергии деформации (упругий потенциал) представляется следующим об-
разом:

W = U(Je) + W (b̄e) =
1
2

K
(1

2
(Je2 − 1)− ln Je

)
+

1
2

µ(tr(b̄e)− 3), (3)

где b̄e = Ψ̄e∗ · Ψ̄e – сохраняющая объем часть тензора меры упругих деформаций
Фингера; Ψ̄e = J−

1
3 Ψe – сохраняющая объем часть аффинора упругой деформа-

ции; K , µ – упругие модули объемного сжатия и сдвига; tr – первый инвариант
тензора второго ранга.

Тензор напряжений Кирхгофа выражается через упругий потенциал следую-
щим образом:

τ = 2Ψe∗ · ∂W
∂Ce

·Ψe. (4)

Для упругого потенциала, записанного в форме (3), выражение (4) имеет вид

τ =
K

2
Je

(
Je − 1

Je

)
I + µ dev[b̄e].

Здесь dev – девиатор тензора.
Функция пластического течения:

fy(τ , α) = ‖dev(τ )‖+ β tr(τ )− (h(α) +
√

2σy), (5)

где ‖dev(τ )‖ =
√

dev(τ ) · · dev(τ ) , σy – предел текучести для чистого сдвига,
h(α) – функция упрочнения, β – параметр среды, характеризующий зависимость
пластического течения от давления.



194 В.А. ЛЕВИН и др.

δ

u u

Рис. 1. Расположение шаров, моделирующих частицы порошка, в недеформированном
состоянии и схема нагружения

Ассоциированный с функцией (5) закон течения [17, 18]:

Ċp−1
= −2

3
α̇

tr(b̄e)
‖dev(τ )‖Ψ

−1∗ · dev(τ ) ·Ψ−1. (6)

Условия Куна –Таккера:

fy(τ , α) ≤ 0, α̇ ≥ 0, α̇fy(τ , α) = 0. (7)

Интегрирование уравнений (6), (7) ведется по неявной обратной схеме Эйлера
[20].

Контактное взаимодействие. Для значительных изменений жесткости мате-
риала и больших деформаций предпочтителен mortar-метод [21, 22]. Метод может
быть использован с трением кулоновского типа. При достижении тангециальным
напряжением σt значения, равного κσn , где σn – нормальное к контактной границе
напряжение, возможно проскальзывание контактных поверхностей, иначе дейст-
вуют ограничения на касательные перемещения.

Другие подходы к моделированию контактного взаимодействия нелинейно-
упругих и упругопластических тел при больших деформациях предложены, на-
пример, в [23–28].

2. Результаты моделирования

В качестве примера решена задача о НДС, возникающем при контакте двух
одинаковых шаров из упругопластического материала, моделирующих частицы
порошка. Серия расчетов проведена в зависимости от параметра β , характеризу-
ющего «сыпучесть» среды. Параметры материала: модуль Юнга E = 206900 МПа,
коэффициент Пуассона ν = 0.29 , предел текучести σy = 318 МПа.

Расположение шаров в недеформированном состоянии и схема нагружения по-
казаны на рис. 1. Расчеты выполнены для случая δ = 2.1R , где δ – расстояние
между центрами шаров до деформации, R – радиус каждого шара. При расчетах
рассматривались половины шаров и задавались перемещения плоских поверхно-
стей полушаров в направлении оси, проходящей через их центры. Величина этих
перемещений u = 0.505R , что соответствует двукратному сжатию шаров в направ-
лении указанной оси. Такой вид нагружения позволяет моделировать деформиро-
вание периодической системы шаров. Поверхности шаров, за исключением области
контакта, считаются свободными от нагрузок. Коэффициент трения на контактной
границе κ = 0.2 .
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Рис. 2. Распределение контактных напряжений по поверхности частиц порошка при β =
= 0.4 (для наглядности напряжения отнесены к недеформированной поверхности частиц)

Рис. 3. Распределение контактных напряжений по поверхности частиц порошка при β = 0
(для наглядности напряжения отнесены к недеформированной поверхности частиц)

Расчеты выполнены методом конечных элементов [20] с использованием сис-
темы инженерного прочностного анализа Фидесис [29–31]. Некоторые результаты
расчетов приведены на рис. 2–5 для двух значений параметра β материала шаров.
На рис. 2 и 4 даны результаты для случая β = 0.4 , на рис. 3 и 5 – для β = 0 .
На рис. 2 и 3 показано распределение контактных напряжений (для наглядности
напряжения отнесены к недеформированной поверхности шаров), на рис. 3 и 4 –
распределение пластических деформаций по Мизесу в сечении шаров плоскостью,
проходящей через их центры, после деформации (на этих двух рисунках также
показана конечно-элементная сетка). Напряжения указаны в МПа.

Сопоставление рис. 2 и 3 позволяет сделать вывод о том, что напряженное
состояние частиц существенно зависит от параметра β . В частности, контактные
напряжения при β = 0.4 существенно больше, чем при β = 0 : максимальная
величина контактного напряжения при β = 0.4 – примерно 2.8 МПа, а при β =
= 0 – 1.2 МПа. Кроме того, существенно различается распределение контактных
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Рис. 4. Распределение пластических деформаций по Мизесу в сечении частиц порошка
при β = 0.4

Рис. 5. Распределение пластических деформаций по Мизесу в сечении частиц порошка
при β = 0

напряжений: при β = 0.4 максимум этих напряжений достигается вблизи центра
области контакта, а при β = 0 – на границе этой области.

Сопоставляя рис. 3 и 4, можно видеть, что при β = 0.4 зона контакта несколько
меньше, чем при β = 0 . Различается и характер распределения пластических де-
формаций по Мизесу. Но в обоих случаях максимум этих деформаций достигается
в центрах частиц.

Таким образом, численное моделирование позволяет определить НДС в пред-
ставительном объеме, содержащем частицы порошка, в результате контактного
взаимодействия, вызванного действием сил поверхностного натяжения при их на-
греве, вызванном лазерным излучением. В частности, могут быть найдены вектор
перемещений u и тензор истинных напряжений σ , а также поверхности, вдоль
которых происходит слияние частиц порошка. Зная вектор перемещений и по-
верхности слияния частиц порошка, можно определить форму и топологию пор
(полостей) в представительном объеме порошка в результате действия лазерного
излучения.

Важной характеристикой микроструктуры материала после спекания является
радиус ρ зоны контакта [5]. На рис. 6 показана зависимость этого радиуса от пе-
ремещения u0 = u − (δ/2 − R) центра каждого шара после касания для β = 0 и
β = 0.4 . Можно видеть, что при малых u0 (когда u0/R 6 0.02) кривые для ука-
занных значений β практически совпадают, далее с увеличением u0 возникают



МОДЕЛЬ ФОРМИРОВАНИЯ МИКРОСТРУКТУРЫ МАТЕРИАЛА. . . 197

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 u
0
/R

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

/R

 =0
 =0.4

Рис. 6. Зависимость радиуса ρ зоны контакта от перемещения u0 центра каждого шара
после касания
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Рис. 7. Зависимость радиуса ρ зоны контакта от параметра β материала частиц порошка

заметные различия. Обе кривые в близки к параболам, что согласуется с форму-
лами, приведенными в [5], в соответствии с которыми для линейно-упругих частиц
при малых деформациях ρ/R ∼ (u0/R)1/2 .

На рис. 7 показана зависимость радиуса зоны контакта от параметра β при
u0/R = 0.455 . Можно видеть, что этот радиус монотонно убывает с увеличением β .

Заключение

Разработана математическая модель формирования микроструктуры матери-
ала изделия аддитивного производства, которая основана на расчете НДС пред-
ставительного объема порошка в результате теплового воздействия, вызванного
лазерным излучением. Модель позволяет определить по заданному расположению
частиц порошка в представительном объеме исходного порошкового материала гра-
ницы пор, определяющие микроструктуру материала, и остаточные напряжения в
материале после действия лазерного излучения.

Модель учитывает упругопластические свойства материала порошка при высо-
ких температурах, контактное взаимодействие, нелинейные эффекты, обусловлен-
ные конечностью деформаций.
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Дальнейшее развитие модели может быть связано с явным учетом сил поверх-
ностного натяжения при расчете НДС на основе формул, приведенных, например,
в [32], а также с использованием определяющих соотношений вязкоупругопластич-
ности, которые наиболее точно описывают поведение этих материалов в том диапа-
зоне температур, в котором происходит спекание. В частности, могут быть исполь-
зованы модели [33–37]. Представляет также интерес исследование влияния трения
на результаты моделирования [38]. Чем сильнее трение, тем больше препятствий
к получению максимально плотной упаковки порошка и тем больше может быть
пористость получаемого материала.
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Abstract

A mathematical model of material microstructure formation in the process of selective laser
sintering was proposed. The model is based on the stress and strain analysis in a represen-
tative volume of a powder that contains some particles. The strains and stresses are caused
by contact interaction of particles due to surface tension. It was assumed that the particles
are made of elastoplastic material. The material properties were described by the associative
Drucker–Prager model with hardening. The nonlinear effects caused by large strains were
taken into account. The model permits one to determine the shape of particles in the de-
formed state and the shape of pores. The numerical results were presented for the problem of
contact interaction between two particles that assume the spherical shape before deformation.
The displacements of centers of powder particles were specified as input. The finite-element
method was used for computations. The flow rule was integrated using the implicit Euler
backward method. The mortar method was used to solve the problem with account of con-
tact interaction. The distribution of contact stresses over the surfaces of powder particles and
the distribution of the von Mises plastic strains in the section of these particles were shown as
a result of the analysis. The dependence of contact zone radius on the contact displacements of
the particles’ centers was investigated. It was analyzed how the radius of contact zone depends
on the material parameter characterizing the pressure dependence of plastic flow.

Keywords: selective laser sintering, microstructure formation, large strains, plasticity,
finite-element method
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Figure Captions

Fig. 1. The arrangement of balls that model the particles of powder in the undeformed
state and the scheme of loading.

Fig. 2. The distribution of contact stresses over the surface of powder particles at β = 0.4
(for visualization stresses are referred to the undeformed shape of particles).

Fig. 3. The distribution of contact stresses over the surface of powder particles at β = 0
(for visualization stresses are referred to the undeformed shape of particles).

Fig. 4. The distribution of Mises plastic strains over the section of powder particles at
β = 0.4.

Fig. 5. The distribution of Mises plastic strains over the section of powder particles at
β = 0.

Fig. 6. The dependence of the radius ρ of contact zone on the displacement u0 of the center
of each ball after contact.

Fig. 7. The dependence of the radius ρ of contact zone on the parameter β of the material
of powder particles.
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