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Введение

Математическое образование, получаемое в общеобразователь​ной школе, является важнейшей частью общего среднего образова​ния и общей культуры современного человека.

  Школьное математическое образование – это организованный процесс, результат усвоения математических знаний и навыков, а также приемов мышления и способов познания.

Методы математического исследования составляют неотъемле​мую часть практически всех наук.

Эти обстоятельства накладывают на методологию математиче​ских наук специфический оттенок "всеобщности".

Универсальность математики объясняется широтой ее предме​та. Количественные отношения и пространственные формы присущи всему составу действительности, а математика извлекает из мате​риальной действительности эти отношения и формы, устанавливает многообразные связи в реально протекающих процессах, формули​руя их в виде логических высказываний, записанных с помощью ма​тематических символов. Таким образом, математика есть лишь спе​цифическая форма процесса человеческого познания.

Цели преподавания математики и информатики
Школа призвана всесторонне воспитывать и развивать подра​стающее поколение. Бурное развитие науки и техники, проникнове​ние все глубже в нашу жизнь электронно-вычислительных машин обуславливают необходимость хорошего знания математики и информатики.

Исходя из вышесказанного, можно сформулировать три общие цели, которые стоят перед учителем математики средней школы:

1) образовательную; 
2) практическую; 
3) воспитательную.

Образовательная цель обучения математике и информатике в средней школе – вооружить учащихся систематизированными знаниями основ мате​матики, иформатики и теми умениями и навыками, которые необходимы для пол​ноценного, сознательного и прочного усвоения этих знаний. В про​цессе усвоения знаний происходит умственное развитие школьников.

Практическая цель ​– вооружение учащихся умениями и навы​ками прилагать теорию к практике, т. е. использовать знания для решения задач, возникающих в повседневной жизни, быту, на про​изводстве. Для этого ученики должны научиться выделять матема​тическую сторону наблюдаемого явления и относить его к соответ​ствующему кругу математических зависимостей и законов.

Воспитательная цель – в связи с преподаванием математики и информатики учитель должен проводить работу по воспитанию у учащихся вни​мания, собранности, пробудить у школьников интерес к самостоя​тельным поискам, открытиям, развивать у них пытливость.

Перед школьным преподавателем математики кроме общих це​лей обучения стоят и свои специфические цели, определяемые осо​бенностями математической науки.

Математика – самая строгая и точная из всех наук, в ней находят наиболее последовательное применение методы научного познания, поэтому к целям преподавания математики в школе следует отнести обучение методам научного познания.

Другая специфическая цель – формирование и развитие у школьников математического мышления, навыков правильного оперирования математическими категориями, понятиями и высказы​ваниями, теоремами и формулами, приемами и методами. Это спо​собствует развитию математических способностей учащихся и гото​вит их к творческой деятельности вообще.

Специфической задачей при обучении математике и информатики является раз​витие геометрической интуиции, пространственного воображения у школьников. Это происходит в основном на уроках геометрии. Раз​витие интуиции пространства и навыков правильного графического изображения геометрических фигур исключительно важно с точки зрения жизненно-практического значения математики.

Обычно математику считают одним из самых трудных пред​метов. Действительно, в процессе усвоения математических знаний учащиеся встречают много трудностей, особенно при решении раз​личных нестандартных задач. Учитывая это, учитель должен воспи​тывать у учащихся трудолюбие, настойчивость в преодолении труд​ностей, упорство в достижении цели, волю.
1.Научные основы преподавания математики
и информатики.
1.1. Математические понятия

Понятие ​​– форма научного познания, отражающая существенное в изучаемых объектах и закрепляемая специальными терминами. В математике понятие часто обозначается не только термином (слово или группа слов), но и символом – знаком.

Процесс формирования понятия проходит несколько последова​тельных стадий. Проиллюстрируем этот процесс на примере форми​рования понятия шара.

1)
На первом этапе ученик знакомится с конкретным предметом,
имеющим форму шара – мячом (этот этап называется восприятием).
2) Отвлекаясь от конкретного мяча, сохраняем в памяти его
образ. На этом этапе в сознании формируется представление о кру​глом мяче.

3) Мы видели много круглых предметов – мячи, бусины, конфеты-драже и т.п. Отвлекаясь от признаков разных предметов (одни –  резиновые, другие – стеклянные, третьи – сладкие), выделяем сре​ди множества различных предметов существенную их особенность – форму. На этом этапе возникает представление о форме шара.

Таким образом, понятие отображает общие и существенные при​знаки реальных предметов. Существенными называются те призна​ки, которые являются необходимой принадлежностью предметов определенного рода и отличают их от других предметов.
В каждом понятии различают содержание и объем. Каждое по​нятие имеет свои существенные признаки, составляющие содержа​ние понятия. Множество всех тех и только тех объектов, которые обладают этими признаками, составляет объем понятия. Так, напри​мер, содержанием понятия "параллелограмм" являются признаки: выпуклый, плоский четырехугольник, стороны попарно параллель​ны, противоположные стороны равны, диагонали в точке пересече​ния делятся пополам и т. д.
Объем понятия "параллелограмм" представлен объединением следующих четырехугольников: собственно параллелограммами, ромбами, прямоугольниками, квадратами.
Между содержанием и объемом понятия существует определен​ная зависимость: чем шире содержание понятия, тем уже его объем. Включив в содержание понятия новый признак, мы расширяем со​держание, но сужаем объем. Так, включив в содержание понятия "параллелограмм" взаимную перпендикулярность диагоналей, по​лучим понятие с меньшим объемом: в него войдут только ромбы и квадраты. Если сузить его содержание (потребовать параллельности только двух противоположных сторон) увеличится его объем (к названным четырехугольникам добавится трапеция).
Если в объем понятия входит только один предмет, то оно на​зывается единичным. Например, пустое множество, центр Земли и т.п.
Если объем некоторого понятия целиком входит в объем другого понятия, то первое называется видовым по отношению ко второму, а второе – родовым по отношению к первому. Так, например, поня​тие "ромб" - видовое по отношению к понятию "параллелограмм", а понятие "параллелограмм" –  родовое. Но то же понятие "парал​лелограмм" является видовым по отношению к понятию "четырех​угольник".
Перемещение по ступенькам лестницы родо-видовых отношений в направлении от вида к роду ведет к расширению, обобщению по​нятий, а обратный переход - к их ограничению.
Содержание большинства математических понятий раскрывает​ся через определения: впервые употребляя новый математический термин, мы обязаны определить его, т.е. разъяснить его смысл, поль​зуясь при этом уже известными терминами. Наиболее удобный об​щий способ определения понятий - определение через ближайший род и видовое отличие. Например, для квадрата ближайшими родо​выми понятиями будут "прямоугольник" и "ромб" и в каждом слу​чае определение содержит по одному видовому признаку квадрата: "Квадрат есть прямоугольник, у которого все стороны равны"; "Ква​дратом называется ромб, у которого все углы прямые".
Чтобы определение было правильным, оно должно заключать только необходимые признаки понятия, а совокупность всех призна​ков должна быть достаточной, чтобы охарактеризовать понятие. Например, мы определяем параллелограмм как четырехугольник, у которого противоположные стороны попарно параллельны. Исклю​чение хотя бы одного из перечисленных признаков расширит объем понятия, то есть каждый признак является необходимым. С другой стороны, включение еще какого-либо признака не требуется.
Отметим еще такие правила построения определения: оно долж​но быть полным и точным, четким и ясным. Нельзя определять через понятие или признак, которые неизвестны и сами нуждаются в опре​делении. Нельзя допускать логического круга: а определять через b, a b – через а. Желательно избегать отрицательных определений, т. е. указаний на то, чем определяемый объект не обладает.
Всякое определение раскрывает содержание нового понятия, устанавливая его связь с понятиями, определенными ранее. Но с чего-то надо начинать. Возникает необходимость введения основных или первоначальных понятий, содержание которых раскрывается не че​рез определения, а иными способами: через описание, определение через аксиомы. Например, в геометрических аксиомах даются не​многие свойства основных геометрических образов, а все теоремы геометрии выводятся логически из аксиом.
Каждое понятие должно быть правильно понято, сознательно и четко усвоено учащимися еще на уроке. Эта цель должна быть достигнута уже в процессе введения понятия. Контроль за усвоением понятия осуществляется обычно в виде опроса, при котором, как правило, требуется подтвердить определение примерами, не только готовыми, но и придуманными самими учащимися. Это должно стать обязательным методическим правилом в преподавании математики в школе. Эта творческая мыслительная работа развивает мышление и способствует глубокому и прочному усвоению сущности, содержания и объема понятия, исключает его формальное заучивание.
Формальное, поверхностное усвоение понятий ведет к их смеше​нию, неправильному использованию, а в конечном счете – к плохому, поверхностному усвоению всего курса. Другие понятия, введенные через недостаточно осмысленные понятия будут еще более туман​ными, и правильное самостоятельное использование их становится для многих учащихся невозможным. В результате не будет усвоена вся совокупность формальных математических знаний, обреченная на скорое забвение, почти бесследное исчезновение из сознания.
Ученики должны знать, что дословное соблюдение формулиров​ки, данной в учебнике, весьма желательно, хотя от ее формы можно отступить, передать частично своими словами, но все содержание книжной формулировки обязательно нужно сохранить точно. Когда ученик формулирует определение своими словами, здесь скорее мож​но выявить пробелы в усвоении понятий и легче их устранить. За​ученная формулировка может скрыть подобные пробелы. Учитель должен поощрять школьников к выражению мысли своими слова​ми, терпеливо подводить к самостоятельному исправлению ошибок. При дословных книжных формулировках необходимо особенно тща​тельно проверять их усвоение.
Нельзя допускать поспешности при введении новых понятий, особенно если они сложны и обладают высокой степенью абстрак​ции (например, понятия "функция", "предел", "производная" и др.). Практика показывает, что время, дополнительно затраченное при введении нового понятия на всестороннее, глубокое его изучение и со​знательное усвоение, окупается в дальнейшем благодаря более лег​кому и результативному усвоению последующих, связанных с этим понятием вопросов. И наоборот, результатом чрезмерной поспешно​сти при изучении нового понятия являются дальнейшие затрудне​ния и не всегда восполнимые потери в достигаемом уровне знаний. В этом заключается одна из причин того, что одна и та же тема у одних учителей считается трудной для учащихся, а у других никаких затруднений не вызывает.
Закрепление дальнейшего усвоения математических понятий продолжается при всех видах повторения. Главное внимание при этом уделяется не воспроизведению определений, а различным ви​дам творческой работы учащихся с понятиями. Так, например, при обобщающем повторении полезны упражнения на классификацию понятий. Примером может служить определение трапеции: если со​держание понятия сузить, оставив в нем только один видовой при​знак (две противолежащие стороны параллельны), то объем поня​тия "трапеция" расширится и в него войдут и параллелограммы. В таком случае ближайшим родовым понятием для параллелограмма была бы трапеция, а не четырехугольник, что привело бы к другому определению параллелограмма, т. е. к изменению структуры темы "четырехугольники".
Отметим некоторые ошибки, допускаемые учащимися в опреде​лениях.
Иногда учащиеся допускают "порочный круг" в определении. Например, прямой угол определяют как угол со взаимно перпенди​кулярными сторонами, а взаимно перпендикулярные прямые –  через понятие прямого угла. Еще пример: сложение определяют через сум​му, а сумму - через сложение. Чтобы избежать подобных логических ошибок, учащимся следует придерживаться определенной последо​вательности введения понятий, принятой в учебнике.
Недопустима при определениях тавтология, когда объект опре​деляется через самого себя, хотя и в других выражениях. Например, делением называется действие, при котором одно число делят на другое.
Логически несовершенное определение получают тогда, когда в него включают логически зависимые друг от друга свойства. На​пример, треугольники называются подобными, если: 
1) углы одно​го соответственно равны углам другого; 
2) стороны одного пропор​циональны сходственным сторонам другого. 
Каждое из этих двух свойств может служить признаком определяемого понятия, а другое можно убрать из определения и доказать, как теорему.
Требуя от учащихся содержательной точности определений, учитель добивается точности в усвоении математических понятий и оттачивает логическое мышление учеников. Как правило, ошиб​ки следует разбирать, привлекая всех учащихся к их выявлению и устранению, учить их пользоваться для этого приведением к проти​воречию и контрпримерами.
Перейдем к вопросу классификации понятий. Если при опре​делении понятия решающее значение имеет его содержание, то при классификации на первый план выступает объем понятия.
Под классификацией понятия имеется в виду деление множе​ства объектов, составляющих объем этого понятия, на подмножества (классы), удовлетворяющие следующим требованиям:
1) деление производится по одному существенному признаку – 
основанию деления;

2) все подмножества непересекающиеся, т. е. никакая их пара не
имеет общих элементов;

3) объединение всех подмножеств дает все множество;

4) для подмножеств (видов) множество должно быть ближай​шим родовым понятием.

Данное определение классификации напоминает аксиоматиче​скую форму определения: включенные в него пункты выступают в роли аксиом - априорно присвоенных определяемому понятию свойств.
Приведем пример. Объем понятия "треугольник" - множество всех треугольников. Это множество можно классифицировать по-разному. В первом случае проведем классификацию этого множества "по углам". Тогда множество треугольников разделяется на три ви​да: остроугольные треугольники (все углы острые); прямоугольные треугольники; тупоугольные треугольники (имеющие тупой угол). Более интересна классификация треугольников "по сторонам". В этом случае множество треугольников делится на два вида: раз​носторонние треугольники (нет равных сторон) и равнобедренные треугольники (две стороны равны). В свою очередь, равнобедренные треугольники делятся сами на два вида: равносторонние треуголь​ники (все стороны равны) и равнобедренные неравносторонние.
Классификация помогает правильно понять сущность понятий через выяснение их соотношений, разграничение объемов. Особенно полезны классификации при повторении, в которое они вносят твор​ческий элемент и повышают интерес учащихся к повторению. При этом эффективность повторения и качество знаний повышаются бла​годаря достижению лучшей систематизации изученного материала.
1.2. Математические предложения и методика их изучения
Располагая рядом понятия, наука устанавливает относительно них различные суждения. В каждом суждении устанавливается не​которая связь или взаимоотношение между понятиями, и этим са​мым утверждается наличие связи между объектами, охватываемыми соответствующими понятиями. Суждение обладает двумя свойства​ми:
1) что-либо утверждает или отрицает;

2) является истинным или ложным.

Например, суждение "всякий ромб есть параллелограмм" – ис​тинно, но суждение "всякий параллелограмм есть ромб" – ложно.
Суждение выражается в словесной или символической форме.
Каждая наука представляет собой определенную систему сужде​ний об объектах, являющихся предметом ее изучения.
В процессе мыслительной деятельности осуществляется пере​ход от одного или нескольких связанных между собой суждений к новому суждению. Этот процесс называется умозаключением, кото​рое представляет собой высшую форму мышления. Умозаключение отличается от понятия и суждения тем, что оно представляет собой логическую операцию над отдельными мыслями.
Важнейшими видами сложных суждений являются аксиомы и теоремы.
Аксиомой называется математическое предложение, принимае​мое за истинное без доказательства. Как невозможно дать определе​ние нескольким первичным понятиям данной науки, так невозможно доказать и несколько ее первых логически независимых предложе​ний, т.к. при этом не существует еще доказанных предложений, на основании которых можно было бы доказать другие.
Школьники склонны считать, что аксиомы не доказываются по​тому, что они очевидны и их истинность подтверждается наглядно​стью или опытом, следует указать на ошибочность этого взгляда. Хотя многие аксиомы действительно отражают жизненный опыт лю​дей, однако этот опыт не является критерием истинности математи​ческих предложений. Истинно то, что логически следует из истин​ного (теоремы) и то, что мы по соглашению первоначально примем за истинное (аксиомы). Примером этого может служить геометриче​ская аксиома о параллельных прямых (геометрия евклидова и неев​клидова).
Система аксиом позволяет дать чисто логическое, совершенно строгое построение данной науки, если она удовлетворяет опреде​ленным требованиям:
1) она должна быть непротиворечива: не только аксиомы данной
системы не должны противоречить друг другу, но и все логические
следствия, которые могут быть из них получены;

2) она должна быть полной: всякие две интерпретации системы
аксиом должны быть изоморфны между собой;

3) система аксиом должна быть независима: ни одну из аксиом
нельзя доказать на основании остальных аксиом.

Метод построения теории, когда из конечного числа аксиом ло​гически выводят остальные положения этой теории, называют ак​сиоматическим методом, а такую теорию - аксиоматической. В ма​тематических дисциплинах стремятся к аксиоматическому построе​нию, и это удалось осуществить в геометрии, арифметике и других областях. В средней школе дается лишь представление об аксиома​тическом методе.
В отличие от аксиом математическое предложение, истинность которого устанавливается посредством доказательства, называется теоремой. Каждая теорема содержит в себе условие и заключение. Например, теорема "Вертикальные углы конгруэнтны". Здесь "вер​тикальные углы" - условие, "конгруэнтны" - заключение теоремы. Формулировке этой же теоремы можно придать другую, условную форму, для которой характерно использование слов "если ... , то ...": "Если углы вертикальные, то они конгруэнтны". В этой фор​мулировке четко разграничиваются условие - что дано в теореме (начинается словом "если") и заключение - что требуется доказать (начинается словом "то").
Теорему символически можно записать: В → С, где В - усло​вие теоремы, С –  заключение. 
Имея некоторую теорему В → С, назовем ее прямой теоремой, можно образовать предложение С → В - обратная теорема. Кро​ме прямой и обратной теорем можно образовать противоположную теорему: 
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Проиллюстрируем эти виды теорем на примере. Для теоремы о вертикальных углах обратная теорема: "Конгруэнтные углы явля​ются вертикальными" — ложна (контрпример: углы при основании равнобедренного треугольника конгруэнтны, но не вертикальны). Следовательно, теорема, обратная к истинной, может быть как ис​тинна, так и ложна, поэтому каждая обратная теорема требует до​казательства.
Для теоремы о вертикальных углах приведем противоположную и обратную противоположной теоремы.
Противоположная теорема: "Если углы не вертикальны, то они не конгруэнтны". Противоположная теорема ложна.
Обратная противоположной теорема: "Если углы не конгруэнт​ны, то они не вертикальны". Эта теорема истинна.
Между этими четырьмя видами теорем существует тесная связь, а именно:
1) одновременно истинны или ложны прямая и обратная противоположной теоремы: В → С и 
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;
2) одновременно истинны или ложны противоположная и обрат​ная теоремы: С → В и  
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Таким образом, ясно, что достаточно установить истинность или ложность одной логически неравносильной пары теорем, из которых следует истинность или ложность остальных двух теорем. Поэтому в любом курсе математики нам обычно встречаются лишь прямая и обратная теоремы.
Теорема, выраженная языком математических символов, назы​вается математической формулой. Так, теорема об объеме пирамиды выражается формулой V = 1/3QH. Каждая формула доказывается или выводится, а, следовательно, может быть сформулирована в ви​де теоремы.
Кроме аксиом, теорем, формул к математическим предложени​ям относятся и формы - выражения с переменными.
Форму, для которой требуется найти все значения переменных, обращающие ее в истинное высказывание, называют уравнением, если она. содержит знак равенства, и неравенством с переменными, если она содержит знаки неравенств. Например, форма 5х — 13 = 27 истинна при х = 8, это уравнение, а форма 5х — 13 > 27 истинна при х > 8 и это неравенство.
Форма, истинная при всех значениях переменных на некотором множестве, называется тождеством.
К математическим предложениям относятся и задачи. В основ​ном задачи имеют условие (что дано в задаче) и требование (или вопрос задачи). Эта структура также напоминает конструкцию тео​ремы.
Отметим некоторую условность этих определений. Например, формула представляет собой частный случай теоремы, но формула при пользовании ею становится уравнением, ее можно рассматривать и как тождество при всех допустимых значениях ее переменных.
В непосредственной связи с прямой и обратной теоремами нахо​дится вопрос о понятиях необходимого условия и достаточного усло​вия.
Необходимыми условиями какого-либо утверждения являются любые его следствия. Например, из делимости числа на 10 следует его делимость на 2 и 5, следовательно, делимость числа на 2 и 5 - необходимые условия его делимости на 10. Если число не делит​ся на 2 или на 5, то оно не делится и на 10. Поэтому можно необ​ходимость условий сформулировать так: необходимыми условиями верности утверждения называются такие условия, при отсутствии которых утверждение будет ложно.
Достаточными условиями верности утверждения называют такие условия, при наличии которых утверждение обязательно верно. Например, чтобы число делилось на 2, достаточно, чтобы оно дели​лось на 10. Делимость на 10 - достаточное условие делимости на 2.
Необходимое условие может не быть достаточным, и, наоборот, достаточное условие может не быть необходимым. Например, из де​лимости на 2 не следует делимость на 10, то есть необходимый при​знак делимости на 10 — делимость на 2 — не является достаточным.
Допустим, что мы выясняем, при каком условии А имеет ме​сто факт В. Если выполнение условий А обеспечивает наличие фак​та В, то говорят, что условие А достаточно для В. Если отсут​ствие условия А влечет за собой отсутствие В, то говорят, что усло​вие А необходимо для В. Таким образом истинность предложения А → В указывает на достаточность условия А для факта В, а истинность предложения 
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, противоположного первому, ука​зывает на необходимость этого условия. Так как противоположная теорема эквивалентна обратной, то условие А необходимо для В, если верно В → А.
Если одновременно истинны прямое и обратное предложения А → В и В → А, то А является необходимым и достаточным условием В.
Первая встреча учащихся с необходимыми и достаточными усло​виями происходит при ознакомлении с признаками делимости чисел в пятом классе, где применяется словосочетание " те и только те". Например, на 3 делятся все те и только те числа, сумма цифр кото​рых делится на 3. Можно было бы это предложение сформулировать так: для того, чтобы число делилось на 3, необходимо и достаточно, чтобы сумма его цифр делилась на 3.
Применение терминов "необходимо" и "достаточно" требует раз​витого логического мышления учащихся и в свою очередь эффектив​но способствует развитию такого мышления.
1.3. Умозаключения в математике

Умозаключением называют мыслительную работу, в результа​те которой из одного или нескольких известных суждений получа​ется новое суждение, содержащее новое по сравнению с исходными суждениями знание. Исходные суждения называются посылками, а полученное суждение — заключением (выводом).
Среди умозаключений выделяют класс умозаключений с сужде​ниями отношения. Например, а > 6, b > с, следовательно, а > с. Или а — 25 и b = 2с, следовательно, а = 4с. Получаемый в умозаклю​чении вывод будет истинным, если при построении умозаключения соблюдаются следующие условия:
1) истинность посылок;

2) правильность применения законов мышления при логическом
оперировании с посылками.

Невыполнение хотя бы одного из этих условий приводит, как правило, к ложному заключению.
В умозаключениях неправильность может быть: 
а) логическая (ошибочность в содержании мысли или в форме связи суждений, например, порочный круг в доказательстве, тавтология, нарушение законов логики); 
б) словесная (неточность в употреблении слов, сме​шение различных значений одного и того же слова, и тому подобное).
Значение умозаключений в мыслительном процессе огромно: все положения любой науки, все математические предложения есть ре​зультаты умозаключений.
Умозаключение, в выводе которого содержится истинное сужде​ние, соответствующее действительности, называют умозаключением достоверности. Роль их в науке очень велика. Но возможности раз​вития науки сильно сузились бы, если бы в ней использовались толь​ко умозаключения достоверности. При отсутствии посылок, доста​точных для достоверного вывода, часто пользуются умозаключени​ем вероятности, в выводе которого содержится только вероятное, правдоподобное суждение, гипотеза. Одним из видов умозаключения вероятности является аналогия. При умозаключении по аналогии знание, полученное при изучении какого-либо объекта, модели, пе​реносится на другой, менее изученный объект. То есть совершается перенос информации с одного объекта на другой. Выводы в умоза​ключениях по аналогии только вероятны, но это вероятное знание несет в себе нечто новое. Сама аналогия не дает ответа на вопрос о правильности предположения, но она важна тем, что наводит на догадки, подает мысль о том или ином предположении. Аналогия помогает учащимся находить предположительное решение новых вопросов, учебных проблем и этим способствует активизации познава​тельного процесса, эффективному развитию самостоятельного мы​шления, математической интуиции учащихся. Аналогия, кроме то​го, является важнейшим источником ассоциаций, обеспечивающих глубокое и прочное усвоение предмета учащимися.
Имеет смысл говорить о "полезной" и "вредной" аналогии, ко​торая может приводить к грубым ошибкам, например, от (а +b)с = ас + bс можно сделать по аналогии вывод, что
(а + b)2 = а2 + b2;
от 
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В подобных случаях учащиеся пытаются заменить аналогией от​сутствующие знания. Необходимо требовать от учеников постоянно обосновывать выполняемые математические действия ссылками на уже изученный материал, чтобы добиться сознательного и прочного его усвоения. В процессе преподавания надо подчеркивать истинные аналогии и отмечать и разрушать ложные.
1.4. Индукция и дедукция

Если в умозаключении по аналогии информация переносится с одного предмета на другой, имеющий сходство с первым, то в индук​тивном умозаключении общее свойство, обнаруженное у элементов х1,..., хп множества М, которые подверглись изучению, переносится на все элементы множества, М.
Индуктивное умозаключение сложилось в процессе многовеко​вой практической деятельности людей и обязано своим возникнове​нием наблюдению и опыту.
В том случае, если индуктивное умозаключение делается на основании обследования части элементов множества М, то такое индуктивное умозаключение называется неполной индукцией. Она применяется тогда, когда множество М бесконечно или с большим числом элементов, что делает перебор всех элементов невозможным. Неполная индукция относится к классу умозаключений вероятности и наряду с аналогией является важнейшим методом построения ги​потез, правдоподобных суждений.
Индуктивное умозаключение, в результате которого получает​ся общий вывод о всех элементах множества на основании знания о всех без исключения элементах данного множества, называется пол​ной индукцией. Вывод в полной индукции является достоверным, поэтому полная индукция употребляется и как метод строгого науч​ного доказательства. Полная индукция, как метод доказательства, используется, если бесконечное множество частных случаев можно разбить на конечное множество взаимно независимых частей и стро​гое доказательство провести для каждой части.
Приведем несколько примеров применения индуктивных умоза​ключений в математике.
Еще в начальных классах учащиеся фактически используют не​полную индукцию, когда после решения нескольких примеров фор​мулируют законы сложения и умножения, свойства арифметических действий, правила решения простейших уравнений и т. п. Методом неполной индукции, например, выводят формулу n-го члена ариф​метической прогрессии:
a1 = а1
a2 = a1+ d
 аз=a2 + d= (a1+d) + d= a1 + 2d
…
an = a1 + (n - 1)d
Примером использования полной индукции может служить доказа​тельство теоремы о величине вписанного в окружность угла. Здесь рассматриваются все три возможных случая расположения центра окружности относительно данного вписанного в нее угла, и каждый случай строго доказывается, поэтому и теорема в целом доказана на основании полной индукции.
Еще один пример использования полной индукции. Устанавли​вая количество простых чисел в первом десятке, рассматриваем все числа первого десятка: 1 = 1; 2 = 1∙2; 3 = 1∙3; 4 = 1∙4 = 2 ∙ 2; 5 = 1∙5; 6 = 1∙6 = 2∙3; 7 = 1∙7; 8 = 1∙8 = 2∙4 = 2∙2∙2; 9 = 1∙9 = 3∙3; 10 = 1 ∙ 10 = 2 ∙ 5. На основании пол​ной индукции (рассмотрены все частные случаи) делаем вывод, что в первом десятке содержится четыре простых числа.
К умозаключениям достоверности относится полная индукция. Однако, основным видом умозаключений достоверности в математи​ке и науке вообще является дедуктивное умозаключение. Дедукция есть форма умозаключения, при которой из одного общего суждения получают менее общее или единичное суждение. Дедукция всегда обеспечивает при истинности посылок и соблюдении правил логики истинность заключения.
Дедукция играет огромную роль в математике и в обучении школьников ее основам. В подтверждение этой мысли достаточно указать, что почти все доказуемые предложения, теоремы, формулы обосновываются, доказываются и выводятся дедуктивным методом. Именно этим методом обычно устанавливается истинность матема​тических предложений, которые благодаря этому переходят из раз​ряда вероятных суждений, гипотез в фонд математической теории.
Дедуктивная форма изложения и дедуктивный метод доказа​тельства является основой дедуктивной системы, для которой ха​рактерно следующее:
1) выделяется некоторое число первичных (основных) понятий;

2) все остальные понятия определяются через первичные;

3) все научные предложения отчетливо формулируются при помощи первичных понятий;

4) выделяется некоторая система аксиом;

5) все остальные предложения строго доказываются в виде тео​рем, выводятся с помощью дедуктивных умозаключений из аксиом
(непосредственно или через посредство уже доказанных предложе​ний).

Дедуктивную систему построения науки называют еще аксиома​тической или дедуктивно-аксиоматической, поскольку важнейшую роль в ней играют аксиомы. Науки, построенные по этой системе, на​зывают дедуктивными. К ним относятся прежде всего математика, математическая логика, разделы теоретической физики, основанные на математике.
Метод математической индукции основан на принципе мате​матической индукции. Его можно определить так: если какое-либо утверждение, сформулированное для натурального числа п провере​но для п = 1 и из допущения его истинности для п = k может быть логически выведена его истинность для п = k + 1, то утверждение верно для любого натурального п.
Например, докажем этим методом справедливость формулы 

Sn = 12 + 22 + 32 + . . . + n 2 = n(n + l)(2 n + l)/6. 
1-ый шаг. При n = 1 имеем
S1 = 1 ∙ (1 + 1)(2 ∙ 1 + l)/6;
S1 = l — формула верна.
2-ой шаг. Пусть для п = k формула верна, т. е.
Sk = k(k + 1)(2k+ l)/6.  Покажем, что тогда и
Sk+1 = (k + 1)(k+ 2)(2k + 3)/6. 
Имеем:
Sk+1 = Sk+ (k+1)2 = k(k+ 1)(2k+1)/6 +(k+1)2 =
= (k+1)(k(2k+1) + 6(k+ 1))/6 = (k + 1)(2k2 +7k+ 6)/6 =
2(k + 1)(k+2)(k + 3/2)/6 = (k + 1)(k + 2)(2k + 3)/6.
3-ий шаг. Учитывая результаты первых двух шагов и применяя принцип математической индукции, считаем формулу для Sk дока​занной для любого натурального n.
Метод математической индукции непривычен и труден для уча​щихся. Поэтому необходимо изложить и объяснить его обстоятель​но, хорошо закрепить на различных простейших примерах. Хорошим первым примером может служить строгое доказательство формул n-го члена арифметической и геометрической прогрессий. Приведем вывод n-ro члена геометрической прогрессии.
Пусть а1 - первый член геометрической прогрессии, q - ее зна​менатель. На основании определения геометрической прогрессии вы​разим через a1 и q несколько последовательных членов прогрессии:
a2 = a1q ,       a3 = a2q = a1q2​​,        a4 = a3q = a1q3,
и т. д. Заметив закономерность в этих равенствах, обобщаем ее с помощью метода неполной индукции: an+1 = a1qn.
Полученную таким образом формулу нужно доказать, применяя принцип математической индукции.
1-ый шаг. Проверяем доказываемую формулу для n = 1: а2 = a1q формула верна.
2-ой шаг. Пусть для п = k формула верна: ak+1 = a1qk.
Докажем, что она верна и для п = k + 1. По определению геоме​трической прогрессии 
ak+2=ak+1q,
но по предположению
ak+1=a1qk,
т. е.
ak+2=a1qk+1,
и доказываемая формула верна для п = k.
3-й шаг. Учитывая результаты первых двух шагов, по принципу математической индукции считаем формулу an+1 = а1qп верной для любого натурального n.
1.5. Анализ и синтез при обучении математике
Методы научного исследования - анализ и синтез играют важ​ную роль в математике. Анализ применяется при доказательстве те​орем, решении различных задач. При доказательстве теорем анализ состоит в том, что рассуждения ведутся от искомого к данным, то есть от целого к частям этого целого.
Синтез при доказательстве теорем — это рассуждения с последу​ющим переходом (с помощью логических умозаключений) от данных в условии доказываемой теоремы к ее заключению.
Проиллюстрируем применение анализа и синтеза на примере.
Пример. Доказать неравенство:
(а + b)/2 ≥ 
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,        а ≥ 0,        b ≥ 0. Аналитический метод доказательства:

(а + b)/2 ≥ 
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 — очевидно.
Синтетический метод доказательства:
(
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а + b  ≥ 2
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(а + b) / 2≥ 
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что и требовалось доказать.
Анализ имеет преимущество в рассуждениях, когда надо устано​вить новый, еще неизвестный результат. Он применяется в тех слу​чаях, когда человек не знает истины, а только ищет ее. Это метод особенно пригодный для исследования. Синтез применяется, когда человек знает истину и хочет показать ее другим, хочет убедить в ней других. Это метод особенно пригодный для доказательства. Ча​ще всего, встречаясь с новым вопросом, ищут его решение аналитиче​ским методом, а затем излагают найденное решение синтетическим методом.
Дадим общую схему синтетического доказательства. Через S обозначим совокупность тех предложений, которые уже установлены в данной области. Сюда войдут аксиомы, определения, теоремы и их следствия. Требуется установить, что верна теорема Ап. Это значит, что надлежит установить логическую связь между совокупностью S и доказываемой теоремой Ап. Установление этой связи начинаем от совокупности S и, используя условия теоремы Ап, будем вести к заключению этой теоремы. Выводим первую группу следствий А1 . В простейших случаях это может быть одно следствие, в других слу​чаях их может быть значительно больше. Затем выводим вторую группу следствий а2, и так далее, пока не придем к группе след​ствий An-1, которая приводит к заключению доказываемой теоремы
Ап.
В простейших случаях логическая связь между S и Ап предста​вляет цепь связанных между собой последовательных умозаключе​ний. В более сложных доказательствах эта связь представляет сеть переплетающихся между собой умозаключений. Если в процессе до​казательства приходим не к предложению Ап, а к предложению, про​тиворечащему Ап, тогда заключаем, что теорема Ап ложна.
Если синтетическое рассуждение исходит из верных посылок и оно логически правильное, то оно приводит к верному результату.
Синтетический метод имеет специфические недостатки. В распо​ряжении ищущего доказательство нет критерия выбора пути, он не знает, по какому пути надо идти, чтобы сблизить условие с заключе​нием, какие известные предложения выбрать в качестве исходных, какие следствия получить из них. Таким образом, синтетический метод отыскания доказательства имеет тернистый путь. С другой стороны, синтетический метод изложения доказательств отличается исчерпывающей полнотой и краткостью. Этот метод является основ​ным при изложении школьного курса геометрии.
Чтобы синтетические доказательства не казались учащимся ис​кусственными, при изложении доказательств на уроке полезно пред​варять синтетическое изложение аналитическими поисками плана доказательства там, где это возможно. Это особенно важно в 5-х - 7-х классах, когда учеников полезно привлекать к поиску путей доказа​тельств, стимулировать их творческую деятельность при изучении материала. В этом хорошо поможет аналитический метод изложения материала и доказательства теорем. Применение синтетического ме​тода приводит к использованию лекционного ведения урока, когда от учащихся требуется внимательно слушать, понимать изложение учи​теля, фиксировать доказательство. Это более оправдано в старших классах.
Рассмотрим схему аналитического доказательства. Пусть S — со​вокупность предложений, установленных в данной научной области. Требуется доказать предложение Вп. Чтобы доказать Вп, достаточ​но установить некоторое предложение Вп-1, при верности которого была бы верна теорема Вп. Если Bn-1 есть одно из предложений со​вокупности S или очевидное следствие некоторых предложений этой совокупности, то Вп доказано. Если же Bn-1 не принадлежит сово​купности S и не является ее очевидным следствием, то подыскива​ют второе предложение Bn-2, из которого необходимо следует Вп-1. Если предложение Вп-2 — одно из известных или следствие их, то предложение Вп доказано. Если нет, то подбирают третье предложение Bn-3, из которого следует Bn-2 и так далее. В процессе такого сближения предложения Вп с совокупностью S может быть достиг​нуто предложение B1, которое или принадлежит S, или является очевидным следствием S. Если путем синтеза из совокупности 5 вы​водится предложение Вп, то путем анализа предложение Вп приво​дится к предложениям совокупности S. Иногда этот метод называют восходящим анализом.
Восходящий анализ столь же безупречен в логическом отноше​нии, как и синтетический метод, однако, он более прост для вос​приятия учащимися. Этот метод представляет большой интерес с педагогической точки зрения: он содержит в себе ключ к созданию доказательства, к развитию творческого поиска путей обоснования. Обязанность учителя на конкретных примерах продемонстрировать этот метод, подметить его характерные особенности и дать примеры, на которых учащиеся получили бы умения и навыки его использо​вания. В качестве конкретных примеров можно использовать многие теоремы геометрии.
Применение восходящего анализа при изложении доказательств дает возможность усилить эвристический элемент в процессе обуче​ния: учащиеся под руководством учителя принимают активное и инициативное участие в создании доказательства. Некоторые пре​подаватели математики полагают, что восходящий анализ не явля​ется методом доказательства, а только позволяет найти план до​казательства, что после его применения необходимо, обратив рас​суждения, дать синтетическое доказательство. Такая точка зрения неверна. Восходящий анализ не требует никаких синтетических до​казательств. Однако, правильно то, что любое доказательство ме​тодом восходящего анализа можно, обратив его, заменить синтети​ческим доказательством. При этом синтетическое рассуждение, под​готовленное аналитическим методом, не будет казаться учащимся искусственным.
При отыскании путей доказательства теорем имеет значение и другая форма аналитического метода, называемая нисходящим ана​лизом.
Рассмотрим схему рассуждения, присущую нисходящему ана​лизу. Как и ранее, обозначим через S совокупность предложений, которые уже установлены в данной научной области, а через Сп — то предложение, которое требуется доказать. Временно допустим, что предложение Сп установлено. Опираясь на него и предложения совокупности 5, выводим одно или несколько следствий, которые обозначим Cn-1. Затем из этих следствий и предложений S выводим вторую совокупность следствий Сn-2. Далее, таким же путем от Сn_2 переходим к третьей совокупности следствий Сn-3 и так далее, по​ка не получим некоторое следствие C1, которое или противоречит одному из известных предложений, или является известным пред​ложением. В первом случае при правильности умозаключений оче​видно, что предложение Сп ложно, так как если следствие ложно, то и основание ложно. Во втором случае, когда приходим к верно​му следствию С1 , сделать определенное заключение относительно Сп нельзя: Сп может быть и истинно, и ложно, так как из ложного мож​но получить, как следствие, истинное предложение. Следовательно, истинность С1 не гарантирует истинности Сn. В этом случае Сп бу​дет доказано только тогда, когда возможен логический переход от С1 к С2, затем к С3 и т. д. и, наконец, от Cn_1 к Сn. Тогда Сп бу​дет доказано. То есть предложение Сn доказывается синтетическим методом.
Если же не удается обращение нисходящего анализа в синтез, Сп остается недоказанным. Тогда можно использовать либо другие методы доказательства, либо выбрать другой путь построения по​следовательности следствий по методу нисходящего анализа.
Учитель должен не просто отвергать ошибочные суждения уча​щихся, опираясь на свой авторитет, а должен уметь быстро извле​кать ложное логическое высказывание из любого утверждения уче​ника и этим самым опровергать его. Этому надо учить и школьников, чтобы они овладели важным средством самоконтроля, способствую​щим развитию правильного логического мышления и совершенство​ванию математических знаний. Пусть, например, ученик сделал та​кое преобразование:
lg 3b2 = 2lg 3b.
Учитель говорит: "Если это так, то

2lg 3b = lg (3b)2=lg 9b2
и   lg 3b2 = lg 9b2,    3b2 = 9b2! Где ошибка?"
Важно учить школьников различным методам не только дока​зательства, но и опровержения. Нужно объяснить учащимся, что до​казательство должно быть предельно общим, не допускающим ис​ключений, а для опровержения всегда достаточно одного примера. Так, например, суждение "В ромбе углы прямые" не доказывается даже бесконечным множеством конкретных квадратов, удовлетворя​ющих данному суждению, но его опровергает единственный ромб с острыми углами.
1.6. Доказательство противоречием

Доказательство противоречием — это более точное название до​казательства "от противного". Этот метод еще называют приведени​ем к нелепости.
Общую схему доказательства противоречием можно описать так. Пусть S - совокупность предложений, установленных в данной на​учной области. Требуется доказать предложение Аn. Допустим, что Ап ложно. Тогда истинно 
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  - противоречащие друг другу суждения, если одно истинно, то другое обязательно ложно). Нуж​но выяснить истинность или ложность 
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, то есть убедиться, что 
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  – или следствие совокупности предложений S, или противоречит одному из предложений S или условию доказываемой теоремы Ап. Поступаем, как при использовании нисходящего анализа. Присоеди​ним 
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 к совокупности S и получим отсюда следствия. Одним из следствий является предложение 
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, которое отрицает истинность А1 , находящегося или в совокупности S или являющегося условием предложения Ап. Другими словами, пришли к противоречию (абсур​ду). Это противоречие возникло потому и только потому, что допу​щена верность предложения 
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, так как ложное следствие при пра​вильности выводов может быть получено тогда и только тогда, когда ложна посылка. Таким образом показано, что 
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 – ложно, а тогда необходимо признать, что Ап - истинно. Это и требовалось доказать.
В курсе геометрии под редакцией А.Н. Колмогорова одна из пер​вых теорем доказывается методом противоречия:
"Две различные прямые имеют не более одной общей точки.
Предположим, что это неверно. Пусть две прямые имеют две об​щие точки. Но если прямые имеют две различные общие точки, то они совпали бы по аксиоме о прямой. Значит две различные прямые не могут иметь более одной общей точки, что и требовалось дока​зать".
Для доказательства противоречием характерно применение 2-х законов логики: закона противоречия и закона исключенного третье​го. Первый закон формулируется так: невозможно, чтобы при одних и тех же условиях, математический объект находился и не находился в определенном отношении к другому объекту. Например, невозмож​но, чтобы при одних и тех же условиях AB||CD и АВ
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CD, a = b и а 
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 b.
Второй закон можно сформулировать так: каждый математиче​ский объект может находиться относительно другого объекта или в утвердительном, или в отрицательном отношении. Например, а или равно b, или не равно и, всякое третье отношение между а и b исклю​чается.
Доказательство противоречием является не прямым, а косвен​ным: истинность предложения 
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 доказывается путем доказатель​ства ложности противоречивого предложения 
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. Доказательству противоречием присущи черты, общие с аналитическим методом. Оно начинается с того, что нужно обосновать. Далее, допущенное предложение 
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 расщепляется на возможные виды и каждый вид исследуется отдельно: в отношении каждого случая показывается, что он приводит к нелепости. Это расщепление 
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 на возможные виды является элементарным анализом.
Знакомство школьников с различными методами доказатель​ства математических предложений имеет первостепенное значение для обучения умению доказывать самостоятельно. Этой же цели спо​собствует применение следующих правил доказательства:
1)
условие теоремы преобразуется с целью сближения с заклю​чением (при синтетическом методе доказательства);
2) заключение теоремы преобразуется с целью сближения с
условием (при аналитическом методе доказательства);

3) определяемое понятие, содержащееся в условии или заклю​чении теоремы или появляющееся в доказательстве, заменяется его
определением;
4) при наличии нескольких эквивалентных определений понятия
(например, квадрат определяется через ромб и через прямоугольн​ик) используют то из них, которое сокращает путь рассуждений;

5) вместо определения понятия применяется его признак (напри​мер, признак параллелограмма, признак подобия треугольников);

6) условия теоремы надо использовать полностью.

Встретив затруднения в процессе доказательства, ученик, сле​дуя этим правилам, часто может самостоятельно завершить доказа​тельство.
Для предупреждения формализма в усвоении доказательств ре​комендуется при опросе и последующем повторении изменять рас​положение чертежа или его деталей, обозначения, подробнее, чем в учебнике, обосновывать все этапы доказательства, поощрять са​мостоятельное применение других методов доказательства. Доказа​тельства ранее изученных теорем надо задавать для повторения.
Методы доказательства в обучении надо разнообразить, отдавая предпочтение тем, которые лучше способствуют обучению учащихся самостоятельному доказательству новых математических предложе​ний.
2. Методы обучения математике и информатике
2.1. Основные принципы школьного обучения.
Практика школьного обучения, к какому бы учебному предмету она ни относилась, должна быть такой, чтобы обеспечить принципи​альное единство в подходе к учащимся, в выборе средств и методов учебной работы. Поэтому в разделе педагогики, называемом дидак​тикой (греческое слово - поучающий) обобщены положения в обуче​нии, которые имеют универсальный характер. В результате выра​ботаны дидактические принципы обучения, представляющие собой совокупность единых требований, которым должно удовлетворять обучение любому предмету, в частности и обучение математике. Пе​речислим основные принципы.
1. Принцип научности. Этот принцип требует от учителя осве​щать изучаемые факты в соответствии с освещением их в современ​ной науке.
2. Принцип наглядности. Этот принцип обусловлен особенностя​ми развития мышления учащихся: от конкретного к абстрактному. Частной целью в обучении математике является развитие логическо​го мышления, однако, обучение не должно отрываться от конкрет​ных фактов и образов, а, по возможности, нужно начинать изучение любого вопроса с них. Наглядность повышает интерес к знаниям, облегчает процесс усвоения учебного материала, способствует проч​ности знаний.
3. Принцип сознательности и активности. В соответствии с этим принципом учитель должен научить школьников усваивать учебный материал сознательно, уметь вскрывать закономерности и связи между фактами. В обучении математике это важно уже по​тому, что только сознательно приобретенные знания позволяют уча​щимся верно определять характер количественных отношений, свой​ства математических объектов и т. п.
4. Принцип прочного усвоения учебного материала. Этот принцип особенно важен при обучении математике, так как математические знания настолько связаны друг с другом, что пробелы в любой части лишают учащихся возможности использовать знания на практике и мешают дальнейшему изучению предмета.
5. Принцип систематичности и последовательности. Согласно этому принципу обучение следует вести в соответствии с системой науки, предполагается соблюдение определенного порядка в рассмо​трении и изучении фактов и постепенное овладение основными поня​тиями и положениями школьного курса математики. Последователь​ность в обучении математике означает, что обучение должно идти от простого к сложному, от известного к неизвестному, от знания к уме​нию.
6. Принцип доступности. Этот принцип вытекает из требований учета возрастных особенностей учащихся и состоит в том, что обуче​ние должно проводиться так, чтобы изучаемый материал по содер​жанию и объему был посилен учащимся.
7. Принцип дифференцированного подхода. Необходимость инди​видуализации обучения диктуется особенностями индивидуального развития детей и осуществляется путем применения дифференци​рованных учебных заданий в зависимости от способностей того или иного ученика.
Между принципами обучения существуют широкие взаимосвязи и зависимости, что позволяет их объединять, группировать, приспо​сабливая к решению разных частных задач обучения.
Принципы сознательности и прочности усвоения знаний давно признаны в качестве ведущих дидактических принципов. В настоя​щее время в число ведущих выдвигается и принцип интеллектуально развивающего обучения, который требует овладения основными приемами теоретического познания, рационального мышления, ведет к интенсивному развитию творческого мышления.
2.2. О методах и формах обучения математике и информатике.
С точки зрения дидактики в обучении всегда выступают две сто​роны: преподавание (деятельность учителя) и учение (познаватель​ная деятельность учащихся). Исходя из этого, ясно, что процесс об​учения включает в себя методы преподавания и методы учения в их взаимосвязи.
В современных условиях под методами обучения понимается комплекс дидактических приемов и средств, с помощью которых ре​ализуются цели обучения, воспитания и развития учащихся. При таком понимании методов обучения не имеет смысла говорить о тех или иных конкретных методах обучения в чистом виде, так как в практике школьного обучения они выступают в комплексе с други​ми приемами и средствами обучения.
Каждый отдельный прием, средство обучения имеет свою спе​цифику, определяемую не только целями, содержанием обучения и другими объективными факторами, но и такими субъективными при​чинами, как личность учителя, его квалификация и тому подобное. В зависимости от этих факторов один и тот же метод обучения мо​жет быть эффективным или неэффективным. Следовательно, най​ти удачный метод обучения в каждом конкретном случае означает найти удачную комбинацию различных приемов и средств, позволя​ющую достичь поставленной цели наиболее оптимальным путем.
Прежде, чем перейти к характеристике основных методов и форм обучения математике и информатике, рассмотрим общую характеристику ме​тодов научного познания.
Методы научного познания можно разделить на: 
а) чувственные, б) содержательные, 
в) теоретические, г) формальнологические.
Процесс познания имеет два уровня:
1) познание на уровне ощущений, восприятий и представлений;

2) познание на уровне суждений и умозаключений.

На первом уровне познаются внешние существенные признаки объектов, на втором уровне познаются уже внутренние существен​ные признаки тех же объектов. Общую классификацию методов обучения можно осуществить исходя из различий между деятельностью учителя и учащихся, а именно:
1) методы преподавания (деятельность учителя);

2) методы изучения (деятельность учащихся).

К методам преподавания относятся обучающая беседа, рассказ, объяснение и лекция, управление самостоятельной работой учащих​ся, руководство работой учащихся с учебной литературой и др.
Под методами изучения математики и информатики понимаются способы осуще​ствления активной, самостоятельной познавательной деятельности самих школьников. Среди методов изучения можно выделить следу​ющие:
1)научные методы изучения (наблюдение и опыт, сравнение, анализ и синтез и др.), а так же методы научного иссле​дования (индуктивный, дедуктивный, интуитивное познание);
2)учебные методы (эвристический метод, обучение на моделях, метод программированного обучения и т. д.) –методы, которые были специально созданы в педагогике математи​ки средней школы с целью осуществления эффективного обучения математике и информатике.
Под формами обучения математике и информатике понимаются способы орга​низации учебного процесса. Это такие общие формы обучения, как классно-урочная, классно-групповая, лабораторная и практическая формы.
Применяя различные методы и формы обучения, необходимо по​степенно развивать у школьников определенные умения, дающие им возможность успешно осуществлять эту деятельность. В частности, в процессе обучения математике учащиеся должны приобрести:
1) умение выявлять и формулировать учебные проблемы;

2) умение отбирать, оценивать и использовать информацию (спо​собность к актуализации знаний);

3) умение выявлять и формулировать гипотезы;

4) умение оценивать и обосновывать выдвигаемые гипотезы и
выводы;

5) умение планировать свою деятельность.

Рассмотрим основные традиционные методы обучения. Основная форма организации учебной работы в школе - урок, на котором применяются разнообразные методы обучения. Одним из эффективных методов обучения, способствующих активному усвое​нию нового материала является беседа. Во время беседы разбор мате​риала в основном ведет учитель, но, кроме того, он привлекает уче​ников к рассуждениям и вычислениям. Чтобы беседа прошла успеш​но, учитель должен хорошо подготовиться к ее проведению. Эта под​готовка включает в себя тщательное изучение учебной темы; четкое представление цели, которую нужно реализовать при помощи дан​ной беседы; установление объема и содержания уже известного уча​щимся учебного материала, который понадобится при проведении беседы; определение времени беседы. При составлении конкретного плана урока-беседы нужно записать все основные и дополнительные вопросы к ученикам. Нужно заранее подготовить наглядные пособия, которые необходимо использовать на уроке. Вопросы беседы долж​ны быть краткими и четкими, возбуждающими интерес учащихся к изучаемому материалу. По окончании беседы учитель обязательно подводит итог, в котором выделяется главное, ради чего была про​ведена беседа.
Другим распространенным методом обучения является рассказ или лекция. Этот метод обычно применяется при объяснении нового материала. Лекции, как правило, используются в старших классах, так как в младших классах ученики еще не умеют слушать дли​тельное изложение материала, мысленно следовать по пути поиска и обоснования изучаемых математических фактов, записывать же излагаемое без диктовки они совсем не умеют. Но в старших классах бывает полезно, если учитель излагает материал сам, без привле​чения учащихся и только сопровождает свое объяснение вопросами к ученикам, чтобы установить, как они понимают изложение, ка​кие вопросы у них возникают, что следует повторить, дополнительно разъяснить.
Учитель может в форме лекции не только излагать теоретиче​ский материал, но и проводить решение задач, полностью приводя все рассуждения и производя необходимые записи. Изложение учи​теля в этом случае должно стать образцом, на который должны рав​няться ученики.
Естественно, к изложению материала лекционным методом учитель должен тщательно готовиться. Его речь должна быть грамот​ной, рассуждения и доказательства логичными и обоснованными, но в то же время немногословными, доступными учащимся.
Применяя в старших классах лекционный метод обучения, учитель проводит определенную подготовку школьников к учебе в вузе, где этот метод обучения является одним из ведущих.
Многие вопросы школьного курса математики могут быть успе​шно изучены учащимися самостоятельно с помощью учебника. Роль учителя при этом – руководить самостоятельной работой учеников. Учитель указывает, что надо сделать, помогает при затруднениях, контролирует результаты. Самостоятельная работа учащихся может состоять в упражнениях по решению задач, по разбору новой теоре​мы, выводу новой формулы. Так, например, после вывода на доске формулы (a + b)3 учащимся можно предложить самостоятельно вы​вести формулу (а - b)3.
В курсе геометрии многие обратные теоремы можно предлагать учащимся доказать самим. Учитель при этом не должен занимать позицию пассивного наблюдателя, он должен следить за работой ка​ждого ученика, предупреждать ошибочные рассуждения и выводы, выяснять затруднения.
Тренировочные задания для самостоятельной работы должны быть доступны для выполнения среднему учащемуся, их надо распо​лагать в порядке возрастающей трудности, для более сильных уча​щихся нужно предложить несколько заданий повышенной сложно​сти.
Рассмотренные выше методы относятся к методам препода​вания. Выше упоминались учебные методы изучения математики. Остановимся более подробно на некоторых из них.
2.3. Эвристический метод

Эвристическим (от греческого слова "эврика" - нашел) назы​вается такой метод обучения, когда руководитель не сообщает уча​щимся готовых знаний, а умело поставленными вопросами побужда​ет их на основе уже имеющихся знаний, наблюдений, личного опы​та подходить к новым понятиям, выводам, доказательствам, реше​ниям. Например, вместо того, чтобы сообщать учащимся правило вычисления площади прямоугольника в готовом виде, учитель мо​жет предложить решить задачу: "Дан прямоугольник с основанием 6 см и высотой 5 см. Если его разрезать на квадратики со сторона​ми в 1 см, сколько таких квадратиков получится?" Обычно уже в третьем классе ученики быстро соображают, что нет необходимости пересчитывать все квадратики, а достаточно перемножить 6 на 5. Затем задача обобщается на произвольные целые значения сторон и вырабатывается точная и краткая формулировка правила вычисле​ния площади прямоугольника.
Эвристическая беседа — прогрессивный метод обучения, напра​вленный на организацию поисковой познавательной деятельности учащихся, развитие самостоятельности их мышления. Этот метод дает возможность каждому учащемуся искать ответы на вопросы учителя, вызывает активность подавляющего большинства учени​ков. Учитель может наблюдать, кто из учащихся не включился в коллективную работу, и может втянуть их в нее путем индивидуаль​ного обращения к каждому. Живой диалог, активное участие в сози​дании доказательства или решении задачи, возможность проявить инициативу, элементы творчества – все это вызывает у учащихся интерес к занятиям, увлечение математикой и информатикой.
Эвристическая беседа хорошо сочетается с аналитическими ме​тодами доказательства (восходящим анализом), но труднее сопряга​ется с синтетическим методом, доминирующим в учебниках. Этим, в частности, объясняется то, что в практике учителей математики наблюдается тенденция следовать тексту учебника и применять тра​диционные методы обучения, а не эвристическую беседу, которая требует творческих поисков.
Система вопросов в эвристической беседе должна удовлетворять ряду требований: вопросы должны быть логически последователь​ными, краткими и точными; нельзя допускать двойных вопросов, неопределенности и двусмысленности их; вопросы не должны быть подсказывающими и должны давать учащимся возможность для раз​мышлений. Для ответов следует вызывать по возможности больше учеников. Если учащиеся затрудняются дать ответ на вопрос, то уместно или расчленить его на более мелкие, или перефразировать, или, в крайнем случае, ответ дает сам учитель.
Преимущества эвристического метода перед методом сообщения готовых знаний заключается в обеспечении большей ясности пони​мания, большей прочности усвоения, большего интереса к изучае​мому материалу и уверенности в своих силах. Эвристический метод развивает сообразительность, инициативу, это метод активного при​обретения знаний, при его применении индивидуальные различия в умственном развитии учащихся сказываются особенно резко: то, что один улавливает сразу, другому дается с большим трудом. Не​осторожное применение эвристического метода, когда подавляющее большинство учащихся не в состоянии выполнить задание, действует очень отрицательно: теряется вера в свои силы и пропадает интерес к изучению предмета. Но вдумчивое, осторожное применение эври​стического метода наряду с другими методами полезно на любой ступени обучения математике.
В ходе эвристической беседы учащиеся могут предложить до​казательства, отличающиеся от изложенных в учебнике. Учитель должен быстро ориентироваться в них, принять те, которые пригод​ны, из нескольких доказательств выбрать лучшее. Все это требует от учителя высокой эрудиции, находчивости и серьезной подготовки к уроку.
2.4. Проблемное обучение

Наряду с эвристическим методом обучения к перспективным ди​дактическим системам следует отнести и метод проблемного обуче​ния. В основе проблемного обучения лежит исследовательский ха​рактер работы учащихся в процессе обучения. Это важно при ре​шении нестандартных задач, особенно в геометрии. Кроме того, про​блемный подход весьма эффективен и при изучении математической теории. Проблемный метод можно применять там, где возникает про​блемная ситуация - особый вид взаимодействия субъекта и объек​та, вызывающий у субъекта познавательную потребность, побужда​ющую его найти новые знания или способы действия. Объект позна​ния должен находиться в границах интеллектуальных возможностей субъекта, и в то же время вызывать интеллектуальные затруднения. Учебная математическая задача может создать проблемную ситуа​цию, если человек не знает, как решить данную задачу. Эта же за​дача не будет проблемой для того, кто ее умеет решать. Аналогич​но и с вопросами. Даже вопрос на воспроизведение ранее изученно​го, но забытого материала может стать проблемным для того, кто будет стремиться путем рассуждений построить правильный ответ.
Под проблемой вообще понимают задачу, подлежащую разрешению, исследованию.
Для постановки проблемы ее нужно сформулировать - опреде​лить суть затруднения. Часто уже при постановке проблемы заро​ждается гипотеза о ее решении. Анализируя проблемную ситуацию, поставленную учителем, учащийся, как правило, должен не только найти способ решения заключенной в ней проблемы, но и провести определенное обобщение этой ситуации или сравнить с какой-либо другой ситуацией и т. п.
Приведем примерную схему организации урока в форме про​блемного обучения:
1) Создание проблемной ситуации с целью возбудить у учеников
интерес к данной проблеме и мотивировать необходимость ее реше​ния.

2) Постановка задач, возникающих из данной проблемной ситу​ации.

3) Изучение различных условий, характеризующих поставлен​ную задачу, обсуждение возможностей замены имеющейся модели
более простой.

4) Процесс решения поставленной задачи.

5) Исследование полученного решения, обсуждение его результатов, выявление нового знания.

6) Применение нового знания посредством решения специально
подобранных учебных задач для его усвоения.

7) Обсуждение возможных обобщений результатов в рамках ис​ходной проблемной ситуации.

8) Изучение полученного решения задачи и поиск других, более
экономичных или более изящных методов ее решения.

9)
Подведение итогов проделанной работы, выявление суще​ственного в способах решения, результатах.
Это лишь один из возможных вариантов урока в форме про​блемного обучения.
Учебная проблема возникает либо в связи с отсутствием у уча​щихся определенных знаний (познавательная проблема), либо уме​ний (проблема умений), либо в связи с отсутствием четкого отноше​ния учащихся к познаваемому материалу (проблема оценки). Учащи​еся сознают наличие пробелов в своих знаниях, и у них появляется желание их устранить. Это вызывает интерес к изучаемому материа​лу, концентрирует их энергию, необходимую для решения проблемы.
Проблемы, которые ставятся перед учащимися, могут носить разнообразный характер: введение в новую тему, решение задачи бо​лее эффективным методом, связь известного учебного материала с новым и тому подобное. Так, например, при изучении темы "Вычи​сление объемов и площадей поверхности геометрических тел (приз​ма и пирамида) в самом начале перед учащимися можно поставить задачу, которая даст возможность рассмотреть вопрос о площади и объеме в виде учебной проблемы. Например, заводу дан заказ: из​готовить бак емкостью 3700 л, имеющий форму прямоугольного па​раллелепипеда, в основании которого лежит прямоугольник разме​ров 1,8 м х 1,2 м. Сколько квадратных метров оцинкованного железа пойдет на его изготовление? Как изменится емкость бака, если при той же высоте в его основании будет лежать квадрат со стороной 1,6 м? Как будет меняться емкость бака при изменении формы основа​ния? Будет ли при этом изменяться площадь его поверхности?
При постановке задач проблемного характера нужно иметь в ви​ду следующее.
1) Школьники должны выполнять проблемные задания за продолжительный срок (1-2 недели). Только длительная самостоятельная работа обеспечит обучающую эффективность.

2) Проблемные задания должны предполагать различные уровни решения, различную степень проникновения в проблему.

3) Задания проблемного характера должны быть необычными
по содержанию и составляться так, чтобы в литературе учащиеся
не могли найти их решения (они должны быть оригинальными и
малоизвестными).

4) Результаты самостоятельных исследований учащихся полез​
но оформлять в виде рефератов и выносить их на обсуждение всего
класса.
Рассмотрим конкретный пример. Поставим перед учащимися проблему: построить плоский многоугольник по данным серединам его сторон. На занятии учителю необходимо четко сформулировать эту проблему и проиллюстрировать ее сущность на простейшем слу​чае - треугольнике. Далее следует наметить возможные направле​ния самостоятельного решения этой проблемы: рассмотреть соответствующую задачу для различных част​ных случаев четырехугольников (ромб, трапеция, параллелограмм
и т. д.);

1) рассмотреть задачу для выпуклых плоских 4,5,6,..., n-угольников;

2) рассмотреть задачу для случая, когда не все данные точки
являются серединами сторон (некоторые могут быть произвольно
взяты на сторонах многоугольника);

3) рассмотреть задачу для произвольных плоских многоуголь​ников;

4) составить и решить соответствующие задачи на построение
многоугольника (четырехугольника) по данным точечным, угловым
и линейным элементам в их сочетании.

Проблемное обучение позволяет эффективно сочетать как инди​видуальную, так и групповую работу учащихся на уроке. Групповая работа предполагает деление класса на группы как примерно оди​наковых (по уровню математического развития), так иногда и раз​личных учащихся. Можно указать некоторые принципы организации групповой работы.
1. Целесообразно создавать группы из 4 - 6 человек.

2. Состав групп не следует часто менять, лучше, если он бу​дет дифференцированный. Это способствует подтягиванию "слабых"
учащихся.

3. Кто-то из учеников назначается старшим. На разных уроках
руководить группой могут разные учащиеся.

4. Для отчета о работе группы учитель назначает одного из членов группы, ответ которого и оценивается.

Коллективная работа учащихся не исключает индивидуальной работы каждого из них, так как групповая работа объединяет работу каждого из членов коллектива. Умелое сочетание групповой и инди​видуальной работы обеспечивает всестороннее развитие активности и самостоятельности каждого ученика.
При проблемном обучении контроль за работой учащихся осу​ществляется учителем в виде вопросов по изучаемой теме классу или группе. Контрольные вопросы могут задавать и сами учащиеся: чле​ны одной группы составляют и задают вопросы по теме классу или другой группе. Так же контроль осуществляется при оформлении и сдаче отчетов по теме.
Сейчас в школе при оценке работы учащихся все более широко применяется зачетная система. Для проведения зачета могут быть составлены билеты, содержащие 2-3 вопроса по изучаемой теме и одну задачу.
2.5. Программированное обучение.

Еще одно новое направление учебной работы, вызванное необхо​димостью повышения качества обучения - так называемое програм​мированное обучение. Основная его идея состоит в управлении про​цессом овладения знаниями, которое достигается разделением учеб​ного материала на небольшие дозы (части), постановкой заданий для проверки усвоения учащимися каждой дозы, указаниями каждому учащемуся в зависимости от результатов усвоения.
Основные характерные черты программированного обучения:
1) усиление роли самостоятельной работы в усвоении матери​
ала, лучшая реализация принципа индивидуализации в обучении,
процесс обучения осуществляется в наиболее доступном для данного
ученика темпе, по мере усвоения каждой дозы учебного материала;

2) при программированном обучении за счет лучшей обратной
связи повышается качество обучения по сравнению с традиционными
методами обучения.

Основными источниками новой информации в ходе программи​рованного обучения являются программированные учебники и учеб​ные пособия, составленные так, чтобы учащиеся могли работать са​мостоятельно, шаг за шагом осваивая дозы знаний. Каждый шаг за​вершается вопросами. Ответы проверяются самими учащимися пу​тем сопоставления с эталонными ответами, данными в учебнике. Та​ким образом, осуществляется самоконтроль.
Методика проведения занятий с применением программирован​ного обучения заключается в следующем: каждый ученик получа​ет программированное учебное пособие и указание, какой раздел он должен изучить. Наблюдая за ходом продвижения учеников по про​грамме, учитель подтягивает отстающих, давая им дополнительные указания и консультации. Недоработанная часть материала дается на дом. В начале следующего урока проводится проверка усвоения предыдущего материала, для чего всем ученикам предлагается вы​полнить короткую письменную работу тестового типа.
Кроме урока существует и такая форма обучения математике, как лабораторная работа, практическая работа по математике.
Лабораторные работы выполняются учащимися в классе на мо​делях, картах, планах и т. п. и связаны с измерениями и вычисления​ми. Различают два вида таких работ в зависимости от их назначения: познавательные и прикладные.
К познавательным относятся такие лабораторные работы, кото​рые ставят целью познакомить учащихся с новыми математическими фактами. Так, например, в средних классах для получения формулы длины окружности учитель предлагает измерить с помощью нитки длину окружности и измерить ее диаметр, а потом вычислить их от​ношение, найденный результат (3,14) позволяет сделать обобщение по методу неполной индукции и получить формулу С = 3,14D как гипотезу, которая будет подтверждена в старших классах.
Познавательные лабораторные работы проводятся по следующе​му плану:
1) учитель ставит перед учащимися задачу, которую нужно ре​
шить, и дает конструктивные указания о путях ее решения;

2) учащиеся индивидуально или группами работают под руко​водством учителя над розданным им материалом с измерительными
приборами и инструментами, цель этого - накопить единичные фак​ты, которые позволили бы найти общую закономерность;

3) работа завершается коллективным обсуждением итогов под
руководством учителя, формулируется окончательный вывод.

Познавательные лабораторные работы имеют исследователь​ский элемент, носят эвристический характер.
В прикладных лабораторных работах школьники учатся при​менять математические знания к конкретным задачам, связанным с измерениями на моделях геометрических тел и вычислениями их площадей поверхностей, объемов или с измерениями на карте и вы​числениями реальных расстояний.
Прикладные лабораторные работы проводятся по следующему плану:
1) учитель повторяет с учащимися теоремы и правила, которые
требуются при выполнении лабораторного задания, ставит задачу,
дает минимальные указания и раздает пособия и приборы;

2) каждый учащийся выполняет работу самостоятельно, учи​тель наблюдает и оказывает помощь отстающим;
3) в конце занятия подводится итог работы, делаются выводы.

Например, в восьмом классе изучены измерения площадей пря​молинейных фигур. Учитель подготавливает варианты планов зе​мельных участков многоугольной формы. На лабораторном занятии учитель ставит задачу: найти площадь изображенного на плане зе​мельного участка двумя способами: а) путем разбивки многоуголь​ника на такие фигуры, площади которых мы умеем вычислять; б) пу​тем преобразования многоугольника в равновеликий треугольник. Учащиеся выполняют полученные задания.
Приведем примеры тем для таких лабораторных работ:
1) изготовление из бумаги геометрических тел (куба, цилиндра,
параллелепипеда).

2) вычисление площадей квадрата, прямоугольника, круга, фи​гур, представляющих собой комбинации перечисленных.

4) действия над углами.

5) вычисление площадей круга, его частей и фигур, представля​ющих комбинации круга с многоугольниками.

Организация и проведение перечисленных и других лаборатор​ных работ требует наличия соответствующего раздаточного матери​ала. Такие пособия нужно накапливать постепенно: пособия изгота​вливают сами учащиеся в порядке лабораторных работ, домашних заданий, на занятиях кружков.
Практические работы сопровождаются выходом на реальные объекты с целью получения данных для составления и решения кон​кретных задач. Такие работы можно сочетать с математической или комплексной экскурсией.
К практическим относятся и работы на местности, связанные с геометрией или тригонометрическим решением треугольников (вы​числение расстояния до удаленной точки, высоты предмета). Работы выполняются по бригадам. Для выполнения таких работ необходимо иметь несколько комплектов измерительных инструментов и обору​дования.
Проблему выбора методов обучения учителю приходится решать при подготовке к каждому уроку. Следует иметь в виду, что ни один из рассмотренных методов обучения не может стать универсальным, единственным и всеобъемлющим.
Педагогический процесс по своей природе требует разнообразия методов обучения. Каждый метод имеет преимущества перед други​ми методами, но имеет и свои недостатки. Разнообразить методы сле​дует по возможности не только от урока к уроку, но и на одном и том же уроке. Решающим критерием выбора методов обучения должна служить возможность обеспечить оптимальную степень активности и самостоятельности мышления учащихся.
Учителю необходимо следить за разработкой современных мето​дов обучения в общей дидактике и творчески применять их на уро​ках. 
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