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ПРИЗНАКИ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

СО СМЕШАННЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

Аннотация. Рассматривается нелокальная краевая задача для системы гиперболических урав-
нений с двумя независимыми переменными. Исследованы вопросы существования единствен-
ного классического решения рассматриваемой задачи. В терминах исходных данных установ-
лены признаки однозначной разрешимости и предложены алгоритмы нахождения решения
нелокальной краевой задачи. В качестве приложения приведены условия разрешимости пе-
риодической краевой задачи для системы гиперболических уравнений.
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Введение

Рассматривается краевая задача с данными на характеристиках для системы линейных
гиперболических уравнений второго порядка в прямоугольной области Ω = [0, T ] × [0, ω]

∂2u

∂x∂t
= A(t, x)

∂u

∂x
+ B(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u + f(t, x), (1)

P (x)u(0, x) + S(x)u(T, x) = ϕ(x), x ∈ [0, ω], (2)
u(t, 0) = ψ(t), t ∈ [0, T ], (3)

где u = col(u1, u2, . . . , un); (n×n)-матрицы A(t, x), B(t, x), C(t, x), n-вектор-функция f(t, x)
непрерывны на Ω; (n × n)-матрицы P (x), S(x), n-вектор-функция ϕ(x) непрерывно диф-
ференцируемы на [0, ω], n-вектор-функция ψ(t) непрерывно дифференцируема на [0, T ], и
выполняется условие согласования данных в точке (0, 0): P (0)ψ(0) + S(0)ψ(T ) = ϕ(0).
Периодические и нелокальные задачи типа (1)–(3) интенсивно исследуются с середины

прошлого столетия в связи с многочисленными приложениями [1]–[26]. В работах [16]–[20]
исследовались некоторые виды нелокальных краевых задач для уравнений и систем гипер-
болического типа. Наиболее близкие постановки задач к задаче (1)–(3) рассмотрены в [19],
где условия разрешимости были даны в терминах решений матричных дифференциальных

Поступила 09.10.2014
Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и нау-

ки Республики Казахстан по грантовому фундаментальному исследованию (проекты №1017/ГФ2,
№0822/ГФ4).

3



4 А.Т.АСАНОВА

уравнений, удовлетворяющих начальным условиям, и в терминах фундаментальной мат-
рицы. В работе [22] исследована корректность начально-краевой задачи для линейного ги-
перболического уравнения высших порядков с двумя независимыми переменными, которую
путем замены можно привести к системе вида (1) с матрицами A, B, C специального вида.
Доказана эквивалентность корректности рассматриваемой задачи единственности триви-
ального решения соответствующей краевой задачи для обыкновенного дифференциально-
го уравнения высокого порядка, зависящего от параметра. В терминах фундаментальной
системы решений обыкновенного дифференциального уравнения высокого порядка полу-
чены необходимые и достаточные условия корректности упомянутой задачи. Несмотря на
большое количество работ, нахождение коэффициентных условий разрешимости нелокаль-
ной задачи (1)–(3) и способов построения решений остается актуальной проблемой теории
краевых задач для уравнений в частных производных.
В предлагаемой статье устанавливаются достаточные условия существования единствен-

ного решения нелокальной краевой задачи (1)–(3) в терминах исходных данных методом
введения функциональных параметров [23], [24]. Суть метода заключается во введении до-
полнительных параметров как значений искомого решения по переменной t в определен-
ных линиях области Ω. Краевая задача для систем гиперболических уравнений сводится к
эквивалентной многохарактеристической краевой задаче с функциональными параметра-
ми, зависящими от x. Свойства решений и его частных производных переходят в свойства
функциональных параметров. С помощью этого метода были получены коэффициентные
условия однозначной разрешимости некоторых классов нелокальных краевых задач для си-
стем гиперболических уравнений со смешанными производными [23]–[26]. Также на основе
эквивалентности корректных разрешимостей краевой задачи с данными на характеристи-
ках для систем гиперболических уравнений и семейства двухточечных краевых задач для
систем обыкновенных дифференциальных уравнений были установлены критерии коррект-
ной разрешимости рассматриваемой задачи [25], [26]. Результаты данной статьи дополня-
ют результаты работ [23]–[26] и расширяют класс разрешимых задач (1)–(3), для случая
непрерывно дифференцируемых граничных матриц P (x), S(x) и функции ϕ(x). Условия
разрешимости задачи (1)–(3) сформулированы в терминах коэффициентов системы (1) и
граничных матриц. Предложены алгоритмы нахождения решений исследуемых задач и
доказана их сходимость. В качестве приложения рассмотрена полупериодическая краевая
задача с условием (3) и

u(0, x) = u(T, x), x ∈ [0, ω], (2′)

для которой найдены новые коэффициентные условия существования и единственности
классического решения.
Решения задач (1)–(3) и (1), (2′), (3) ищутся в классе функций u : Ω → Rn, имеющих в

Ω непрерывные частные производные ∂u(t,x)
∂x , ∂u(t,x)

∂t , ∂2u(t,x)
∂x∂t .

Введем обозначения

Um(t, x) =
∫ t

0
A(τ1, x)dτ1 +

∫ t

0
A(τ1, x)

∫ τ1

0
A(τ2, x)dτ2dτ1 + · · ·+

+
∫ t

0
A(τ1, x) · · ·

∫ τm−1

0
A(τm, x)dτm . . . dτ1,

I — единичная матрица размерности n, Dm(x) = P (x) + S(x)[I + Um(T, x)], α(x) =
max

t∈[0,T ]
‖A(t, x)‖.
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Теорема 1. Пусть при некотором m, m = 1, 2, . . . , (n×n)-матрица Dm(x) обратима при
всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства
a) ‖{Dm(x)}−1‖ ≤ γm(T, x),
b) qm(T, x) = γm(T, x) · ‖S(x)‖

[
eα(x)T − 1 − α(x)T − · · · − 1

m! [α(x)T ]m
]
≤ χ < 1,

где γm(T, x) — положительная, непрерывная по x ∈ [0, ω] функция, χ — постоянная.
Тогда существует единственное решение задачи (1)–(3).

Замечание. При P (x) = I, S(x) = 0 задача (1)–(3) является задачей Гурса, которая при
непрерывности коэффициентов системы (1) и непрерывной дифференцируемости гранич-
ных функций всегда имеет единственное решение. Матрица I всегда обратима для всех
x ∈ [0, ω], условие a) выполняется с γm(T, x) = 1, условие b) имеет место при любом m ∈ N:

qm(T, x) = 1 · 0[eα(x)T − 1 − α(x)T − · · · − 1
m!

[α(x)T ]m] = 0 < 1.

Как видно, m — число повторных интегралов в сумме Um(T, x). Если число m будет
достаточно большим, вычисление повторных интегралов создает определенные трудности.
В этом случае можно разбить область Ω на части и вычислять однократные интегралы в
подобластях.

Пусть h > 0 : Nh = T , U(s, x) =
sh∫

(s−1)h

A(τ, x)dτ , s = 1, N , V (s, x) = I + U(s, x), D(h, x) =

P (x) + S(x)
1∏

s=N
V (s, x), M(h, x) = ‖{D(h, x)}−1‖

(
1 + ‖S(x)‖

N∑
k=2

k∏
s=N

‖V (s, x)‖
)
.

Теорема 2. Пусть при некотором h > 0 : Nh = T (n × n)-матрица D(h, x) обратима
при всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства

a) max
{
M(h, x), max

r=2,N

( 1∏
s=r−1

‖V (s, x)‖M(h, x) +
r−1∑
k=2

k∏
s=r−1

‖V (s, x)‖ + 1
)}

≤ γ(h, x),

b) q(h, x) = γ(h, x) · max(1, ‖S(x)‖)
[
eα(x)h − 1 − α(x)h

]
≤ ξ < 1,

где γ(h, x) — положительная, непрерывная по x ∈ [0, ω] функция, ξ — постоянная.
Тогда существует единственное решение задачи (1)–(3).

В случае A(t, x) = 0 система уравнений (1) примет вид

∂2u

∂x∂t
= B(t, x)

∂u

∂t
+ C(t, x)u + f(t, x). (1′)

Лемма 1. Пусть (n × n)-матрица P (x) + S(x) обратима при всех x ∈ [0, ω]. Тогда суще-
ствует единственное решение задачи (1′), (2), (3).

Лемма 2. Пусть при некотором m, m = 1, 2, . . . , (n×n)-матрица Um(T, x) обратима при
всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства
a) ‖[Um(T, x)]−1‖ ≤ γ̃m(T, x),
b) q̃m(T, x) = γ̃m(T, x)

[
eα(x)T − 1 − α(x)T − · · · − 1

m! [α(x)T ]m
]
≤ χ̃ < 1,

где γ̃m(T, x) — положительная, непрерывная по x ∈ [0, ω] функция, χ̃ — постоянная.
Тогда существует единственное решение задачи (1), (2′), (3).

Пример 1. На [0, 1] × [0, 1] рассмотрим периодическую задачу

∂2u

∂t∂x
=

∂u

∂x
, u(0, x) = u(1, x), u(t, 0) = 1. (1a)
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Проверим условия леммы 2 для m = 1: U1(1, x) = 1 − 1[1 + 1] = −1 �= 0, норма ее обратной
|U−1

1 (1, x)| = 1, q̃1(1, x) = 1 · 1[e1 − 1 − 1] ≈ 0.71 < 1, т. е. выполнены оба условия. Задача
(1a) имеет единственное решение u(t, x) = 1.

Пример 2. На [0, 1] × [0, 1] рассмотрим задачу

∂2u

∂x∂t
= 2

∂u

∂x
, u(0, x) = u(1, x), u(t, 0) = 0. (1b)

Условия леммы 2 выполняются при m = 2: U2(1, x) = 1 − 1[1 + 2 + 2] = −4 �= 0, норма ее
обратной |U−1

2 (1, x)| = 1
4 , q̃2(1, x) = 1

4 · 1[e2 − 1 − 2 − 2] ≈ 0.5996 < 1. Задача (1b) имеет
единственное решение u(t, x) = 0.

Пример 3. На [0, 0.5] × [0, 1] рассмотрим задачу

∂2u

∂t∂x
=

1
2

(
0 1 + x2 + t

1 + x + t2 0

)
∂u

∂x
+ b(t, x)

∂u

∂t
+ c(t, x)u + f(t, x), (1c)

u(0, x) = u(0.5, x), x ∈ [0, 1], (2c)
u(t, 0) = 0, t ∈ [0, 0.5], (3c)

где u(t, x) — двумерная вектор-функция, b(t, x), c(t, x) — непрерывные двумерные матрицы,
f(t, x) — непрерывная вектор-функция. Для этой задачи α(x) = 0.5(1.5 + x2) и при m = 2
(2×2)-матрица U2(0.5, x) имеет вид U2(0.5, x) = −

(
d11(x) d12(x)
d21(x) d22(x)

)
, где d11(x) = 1

2

( (1+x2)(1+x)
16 +

1+x
48 + 1+x2

384 + 1
960

)
, d12(x) = 1

2

(
1+x2

2 + 1
8

)
, d21(x) = 1

2

(
1+x

2 + 1
24

)
, d22(x) = 1

2

( (1+x)(1+x2)
16 + 1+x2

128 +
1+x
96 + 1

640

)
. Ее обратная имеет вид [U2(0.5, x)]−1 =

(
−d22(x)∆−1(x) d12(x)∆−1(x)

d21(x)∆−1(x) −d11(x)∆−1(x)

)
, ∆(x) =

d11(x)d22(x) − d12(x)d21(x)). Очевидно, ‖[U2(0.5, x)]−1‖ ≤ 8.3477 и

q̃2(0.5, x) = 8.3477·1·
[
e0.25(1.5+x2)−1−1

4

(
3
2
+x2

)
− 1

2!

(
1
2

(
3
2
+x2

))2]
< 8.3477·0.055 = 0.46 < 1.

По лемме 2 задача (1c)–(3c) однозначно разрешима.

Введем обозначение M̃ (h, x) =
∥∥∥{

I −
1∏

s=N

[V (s, x)]
}−1∥∥∥(

1 +
N∑

k=2

k∏
s=N

‖V (s, x)‖
)
.

Лемма 3. Пусть при некотором h > 0 : Nh = T (n × n)-матрица
{

I −
1∏

s=N
[V (s, x)]

}
обратима при всех x ∈ [0, ω] и выполняются неравенства

a) max
{

M̃(h, x), max
r=2,N

( 1∏
s=r−1

‖V (s, x)‖M̃ (h, x) +
r−1∑
k=2

k∏
s=r−1

‖V (s, x)‖ + 1
)}

≤ γ̃(h, x),

b) q̃(h, x) = γ̃(h, x) · max(1, ‖S(x)‖)
[
eα(x)h − 1 − α(x)h

]
≤ ξ̃ < 1,

где γ̃(h, x) — положительная, непрерывная по x ∈ [0, ω] функция, ξ̃ — постоянная.
Тогда существует единственное решение задачи (1), (2′), (3).

При A(t, x) = 0 для задачи (1′), (2′), (3) не выполняются условия теорем 1, 2 и леммы 1.
Возникает вопрос: при каких дополнительных предположениях относительно исходных дан-
ных задача (1′), (2′), (3) будет иметь единственное решение? В данной работе ответ на ука-
занный вопрос дается в терминах данных задачи. Также предложен алгоритм нахождения
решения задачи (1′), (2′), (3). Аналогичный вопрос рассматривался в [19], [22], были по-
лучены условия разрешимости в терминах фундаментальной матрицы дифференциальных
уравнений и дополнительных требованиях гладкости данных исследуемых задач.
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Теорема 3. Пусть матрицы B(t, x), C(t, x), функция f(t, x) непрерывно дифференцируемы
по переменной x ∈ [0, ω] и выполняются условия

a) (n × n)-матрица CT (x) =
T∫
0

C(τ, x)dτ обратима при всех x ∈ [0, ω],

b) справедливо соотношение
T∫
0

f(τ, 0)dτ +
T∫
0

B(τ, 0)ψ̇(τ)dτ −
T∫
0

C(τ, 0)ψ(τ)dτ = 0.

Тогда существует единственное решение задачи (1′), (2′), (3).

Пример 4. На [0, 2π]× [0, ω] рассматривается полупериодическая краевая задача для урав-
нения

∂2u

∂t∂x
= −u, u(0, x) = u(2π, x), u(t, 0) = cos t. (1d)

Здесь CT (x) = −2π обратима и выполняется соотношение b) теоремы 3: −
2π∫
0

cos τdτ = 0.

Отсюда следует, что для задачи (1d) выполняются условия теоремы 3, т. е. существует
единственное решение u(t, x) = cos(t + x).

Пример 5. На [0, T ]× [0, 1] рассматривается полупериодическая краевая задача для урав-
нения

∂2u

∂t∂x
= 1, u(0, x) = u(T, x), u(t, 0) = 0. (1e)

Общее решение уравнения в (1e) имеет вид u(t, x) = φ1(x) + φ2(t) + tx, где φ1(x), φ2(t) —
произвольные непрерывно дифференцируемые функции. Из граничных условий получим
соотношения для функций φ1(x), φ2(t): φ2(0) = φ2(T ) + Tx, x ∈ [0, 1], φ1(0) + φ2(t) = 0,
t ∈ [0, T ]. Отсюда видно, что ∀T > 0 задача (1d) не имеет решения. Здесь CT (x) = 0 и
T∫
0

f(τ, 0)dτ =
T∫
0

dτ = T �= 0. Это показывает существенность условий теоремы 3.

1. Доказательство основных утверждений

1. Схема метода при отсутствии разбиения области. Через µ(x) обозначим значение функ-
ции u(t, x) при t = 0 и в задаче (1)–(3) сделаем замену ũ(t, x) = u(t, x) − µ(x). Получим
эквивалентную краевую задачу с неизвестной функцией µ(x):

∂2ũ

∂x∂t
= A(t, x)

∂ũ

∂x
+ B(t, x)

∂ũ

∂t
+ C(t, x)ũ + f(t, x) + A(t, x)µ̇(x) + C(t, x)µ(x), (4)

ũ(0, x) = 0, x ∈ [0, ω], (5)
ũ(t, 0) = ψ(t) − ψ(0), t ∈ [0, T ], (6)

P (x)µ(x) + S(x)µ(x) + S(x)ũ(T, x) = ϕ(x), x ∈ [0, ω]. (7)

В соотношении (6) учтено условие согласования в точке (0, 0):

µ(0) = ψ(0). (8)

Задачи (1)–(3) и (4)–(7) эквивалентны в том смысле, что если функция u(t, x) является
решением (1)–(3), то пара {µ(x) = u(0, x), ũ(t, x) = u(t, x)−u(0, x)} будет решением (4)–(7),
и наоборот, если {µ(x), ũ(t, x)} — решение (4)–(7), то µ(x) + ũ(t, x) будет решением (1)–(3).
При фиксированных µ(x), µ̇(x) функция ũ(t, x) является решением задачи Гурса на Ω c

условиями (5), (6). Введя обозначения ṽ(t, x) = ∂ũ(t,x)
∂x , w̃(t, x) = ∂ũ(t,x)

∂t , из (5), (6) получим
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ṽ(0, x) = 0, w̃(t, 0) = ψ̇(t), и задачу Гурса сведем к системе трех интегральных уравнений

ṽ(t, x) =
∫ t

0

[
A(τ, x)ṽ(τ, x) + B(τ, x)w̃(τ, x) + C(τ, x)ũ(τ, x)+

+ f(τ, x) + A(τ, x)µ̇(x) + C(τ, x)µ(x)
]
dτ, (9)

w̃(t, x) = ψ̇(t) +
∫ x

0

[
A(t, ξ)ṽ(t, ξ) + B(t, ξ)w̃(t, ξ) + C(t, ξ)ũ(t, ξ)+

+ f(t, ξ) + A(t, ξ)µ̇(ξ) + C(t, ξ)µ(ξ)
]
dξ, (10)

ũ(t, x) = ψ(t) − ψ(0) +
∫ t

0
dτ

∫ x

0

[
A(τ, ξ)ṽ(τ, ξ) + B(τ, ξ)w̃(τ, ξ)+

+ C(τ, ξ)ũ(τ, ξ) + f(τ, ξ) + A(τ, ξ)µ̇(ξ) + C(τ, ξ)µ(ξ)
]
dξ. (11)

Вместо ṽ(τ, x) подставим соответствующую правую часть (9) и, повторив эту процедуру m
(m = 1, 2, . . . ) раз, получим

ṽ(t, x) = Um(t, x)µ̇(x) + Em(t, x)µ(x) + Gm(t, x, ṽ) + Hm(t, x, ũ, w̃) + Fm(t, x), (12)

где

Em(t, x) =
∫ t

0
C(τ1, x)dτ1 + · · · +

∫ t

0
A(τ1, x) · · ·

∫ τm−2

0
A(τm−1, x)

∫ τm−1

0
C(τm, x)dτm . . . dτ1,

Gm(t, x, ṽ) =
∫ t

0
A(τ1, x) · · ·

∫ τm−2

0
A(τm−1, x)

∫ τm−1

0
A(τm, x)ṽ(τm, x)dτm . . . dτ1,

Hm(t, x, ũ, w̃) =
∫ t

0

[
B(τ1, x)w̃(τ1, x) + C(τ1, x)ũ(τ1, x)

]
dτ1 + · · ·+

+
∫ t

0
A(τ1, x) · · ·

∫ τm−2

0
A(τm−1, x)

∫ τm−1

0

[
B(τm, x)w̃(τm, x) + C(τm, x)ũ(τm, x)

]
dτm . . . dτ1,

Fm(t, x) =
∫ t

0
f(τ1, x)dτ1 + · · · +

∫ t

0
A(τ1, x) · · ·

∫ τm−2

0
A(τm−1, x)

∫ τm−1

0
f(τm, x)dτm . . . dτ1.

Продифференцируем соотношение (7) по x:

[P ′(x) + S′(x)]µ(x) + S′(x)ũ(T, x) + [P (x) + S(x)]µ̇(x) + S(x)ṽ(T, x) = ϕ′(x). (13)

Соотношение (13) будет эквивалентно соотношению (7) при выполнении условия согласо-
вания.
Из правой части (12) найдем значение ṽ(t, x) при t = T и подставим ее в (13), получим

систему n обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, не разрешенных
относительно производных:

Dm(x)µ̇(x) = −Ẽm(T, x)µ(x) − F̃m(T, x) − H̃m(T, x, ũ, w̃) − G̃m(T, x, ṽ), (14)

где Ẽm(T, x) = P ′(x) + S′(x) + S(x)Em(T, x), F̃m(T, x) = −ϕ′(x) + S(x)Fm(T, x),
H̃m(T, x, ũ, w̃) = S(x)Hm(T, x, ũ, w̃) + S′(x)ũ(T, x), G̃m(T, x, ṽ) = S(x)Gm(T, x, ṽ).
Метод введения функциональных параметров делит на два этапа процесс нахождения

неизвестных функций:
1) Нахождение введенного функционального параметра µ(x) (µ̇(x)) из системы (14) с

условием (8).
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2) Нахождение неизвестных функций ṽ(t, x), w̃(t, x), ũ(t, x) из системы интегральных
уравнений (9)–(11).
Если известны функции µ̇(x), µ(x), то решая систему интегральных уравнений (9)–(11)

найдем функции ṽ(t, x), w̃(t, x), ũ(t, x), и функция µ(x) + ũ(t, x) будет решением исходной
задачи. Если известны функции ṽ(t, x), w̃(t, x), ũ(t, x), то решая уравнение (14) при условии
(8) найдем µ̇(x), µ(x) и снова определяя сумму функций µ(x)+ũ(t, x) найдем решение задачи
(1)–(3).
Здесь неизвестными являются как функции µ̇(x), µ(x), так и функции ṽ(t, x), w̃(t, x),

ũ(t, x). Поэтому применяется итерационный метод и решение функциональных соотноше-
ний (9)–(11), (14) с условием (8) при предположениях теоремы 1 находится как пределы
последовательностей {µ̇(k)(x), µ(k)(x), ṽ(k)(t, x), w̃(k)(t, x), ũ(k)(t, x)}, определяемых по сле-
дующему алгоритму A.

Шаг 0. Предполагая в правой части (14) µ(x) = ψ(0), ṽ(t, x) = 0, w̃(t, x) = ψ̇(t), ũ(t, x) =
ψ(t) − ψ(0), и учитывая обратимость матрицы Dm(x) при всех x ∈ [0, ω] из уравнения (14)

найдем µ̇(0)(x). Используя условия (8) находим функцию µ(0)(x): µ(0)(x) = ψ(0)+
x∫
0

µ̇(0)(ξ)dξ.

Из системы интегральных уравнений (9)–(11), где µ(x) = µ(0)(x), µ̇(x) = µ̇(0)(x), определим
функции ṽ(0)(t, x), w̃(0)(t, x), ũ(0)(t, x).

Шаг 1. Из уравнения (14), где в правой части µ(x) = µ(0)(x), ṽ(t, x) = ṽ(0)(t, x), w̃(t, x) =
w̃(0)(t, x), ũ(t, x) = ũ(0)(t, x) в силу обратимости Dm(x) при x ∈ [0, ω] найдем µ̇(1)(x). Вновь

используя условия (8) находим µ(1)(x) = ψ(0)+
x∫
0

µ̇(1)(ξ)dξ и из системы интегральных урав-

нений (9)–(11), где µ(x) = µ(1)(x), µ̇(x) = µ̇(1)(x), определим функции w̃(1)(t, x), ṽ(1)(t, x),
ũ(1)(t, x) и так далее.
Условия осуществимости и сходимости алгоритма A обеспечивают предположения тео-

ремы 1.

Доказательство теоремы 1. При предположениях относительно данных задачи имеют ме-
сто неравенства

‖Ẽm(T, x)‖ ≤ ‖P ′(x)‖ + ‖S′(x)‖ + ‖S(x)‖ max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖T
m−1∑
i=0

[α(x)T ]i

i!
,

‖F̃m(T, x)‖ ≤ ‖ϕ′(x)‖ + ‖S(x)‖ max
t∈[0,T ]

‖f(t, x)‖T
m−1∑
i=0

[α(x)T ]i

i!
,

‖H̃m(T, x, ũ, w̃)‖ ≤ ‖S′(x)‖ · ‖ũ(T, x)‖ + ‖S(x)‖T max
t∈[0,T ]

[
‖B(t, x)‖ · ‖w̃(t, x)‖+

+ ‖C(t, x)‖ · ‖ũ(t, x)‖
] m−1∑

i=0

[α(x)T ]i

i!
≤ a0(x) max

t∈[0,T ]

[
‖w̃(t, x)‖ + ‖ũ(t, x)‖

]
, (15)

где a0(x) = ‖S′(x)‖ + ‖S(x)‖T
m−1∑
i=0

[α(x)T ]i

i! max
{

max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖
}
. В силу об-

ратимости матрицы Dm(x) для всех x ∈ [0, ω] при фиксированных µ(x), ṽ(t, x), w̃(t, x),
ũ(t, x) функция µ̇(x) определяется единственным образом из уравнения (14). При фикси-
рованных µ(x) ∈ C([0, ω], Rn), µ̇(x) ∈ C([0, ω], Rn) система интегральных уравнений (9)–
(11) имеет единственное решение {ṽ(t, x), w̃(t, x), ũ(t, x)}, где ṽ, w̃, ũ принадлежат C(Ω, Rn).
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Из интегральных уравнений (9)–(11) при помощи неравенства Беллмана–Гронуолла для
разности последовательных приближений ṽ(k)(t, x) − ṽ(k−1)(t, x), w̃(k)(t, x) − w̃(k−1)(t, x),
ũ(k)(t, x) − ũ(k−1)(t, x), k = 1, 2, . . . , получаем оценки

‖ṽ(k)(t, x) − ṽ(k−1)(t, x)‖ ≤
[
eα(x)t − 1

]
‖µ̇(k)(x) − µ̇(k−1)(x)‖+

+ Teα(x)t
(

max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖ · ‖µ(k)(x) − µ(k−1)(x)‖ + max
{

max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖
}
×

× max
t∈[0,T ]

[
‖w̃(k)(t, x) − w̃(k−1)(t, x)‖ + ‖ũ(k)(t, x) − ũ(k−1)(t, x)‖

])
, (16)

max
t∈[0,T ]

[
‖w̃(k)(t, x) − w̃(k−1)(t, x)‖ + ‖ũ(k)(t, x) − ũ(k−1)(t, x)‖

]
≤

≤ (1 + T )
{∫ x

0
α(ξ)Teα(ξ)T ‖µ̇(k)(ξ) − µ̇(k−1)(ξ)‖dξ+

+
∫ x

0
(1 + α(ξ)Teα(ξ)T ) max

t∈[0,T ]
‖C(t, ξ)‖ · ‖µ(k)(ξ) − µ(k−1)(ξ)‖)dξ

}
×

× exp
{∫ x

0
(1 + α(ξ)Teα(ξ)T )max{ max

t∈[0,T ]
‖B(t, ξ)‖, max

t∈[0,T ]
‖C(t, ξ)‖}dξ

}
. (17)

Для разностей последовательных приближений µ(k)(x) − µ(k−1)(x) получим

‖µ(k)(x) − µ(k−1)(x)‖ ≤
∫ x

0
‖µ̇(k)(ξ) − µ̇(k−1)(ξ)‖dξ. (18)

С учетом неравенств (16)–(18) справедлива оценка

max
t∈[0,T ]

[
‖w̃(k)(t, x) − w̃(k−1)(t, x)‖ + ‖ũ(k)(t, x) − ũ(k−1)(t, x)‖

]
≤

≤
∫ x

0
a1(ξ, x)‖µ̇(k)(ξ) − µ̇(k−1)(ξ)‖dξ, (19)

где a1(ξ, x) = ea2(x)(1 + T )[α(ξ)Teα(ξ)T + a3(x)], a3(x) =
x∫
0

[1 + α(ξ)Teα(ξ)T ] max
t∈[0,T ]

‖C(t, ξ)‖dξ,

a2(x) =
x∫
0

[1 + α(ξ)Teα(ξ)T ]max
(

max
t∈[0,T ]

‖B(t, ξ)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, ξ)‖
)
dξ.

Тогда для разности µ̇(k+1)(x) − µ̇(k)(x), принимая во внимание (15) имеем оценку

‖µ̇(k+1)(x) − µ̇(k)(x)‖ ≤ ‖{Dm(x)}−1‖
[
‖Ẽm(T, x)‖ · ‖µ(k)(x) − µ(k−1)(x)‖+

+ a0(x) max
t∈[0,T ]

[
‖w̃(k)(t, x) − w̃(k−1)(t, x)‖ + ‖ũ(k)(t, x) − ũ(k−1)(t, x)‖

]
+

+‖S(x)‖
{ ∫ T

0
α(x) · · ·

∫ τm−2

0
α(x)

∫ τm−1

0
α(x)‖ṽ(k)(τm, x)−ṽ(k−1)(τm, x)‖dτmdτm−1 . . . dτ1

}]
.

Подставив сюда (16) и вычисляя повторные интегралы, а также учитывая оценки (18), (19)
имеем

‖µ̇(k+1)(x) − µ̇(k)(x)‖ ≤ χ‖µ̇(k)(x) − µ̇(k−1)(x)‖ +
∫ x

0
a4(ξ, x)‖µ̇(k)(ξ) − µ̇(k−1)(ξ)‖dξ, (20)
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где a4(ξ, x) = γm(T, x) ·T
[
(‖P ′(x)‖+‖S′(x)‖)+‖S(x)‖Teα(x)T max

t∈[0,T ]
‖C(t, x)‖+a1(ξ, x)a5(x)

]
,

a5(x) = T‖S′(x)‖ + ‖S(x)‖Teα(x)T a0(x)max
(

max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖
)
.

Из нулевого и первого шага алгоритма вытекают оценки

‖µ(0)(x) − ψ(0)‖ ≤ γm(T, x)
{
‖ψ(0)‖ +

∫ x

0

(
‖ϕ′(ξ)‖ + ‖S(ξ)‖ max

t∈[0,T ]
‖f(t, ξ)‖T

m−1∑
i=0

[α(ξ)T ]i

i!
+

+ a0(ξ) max
t∈[0,T ]

[
‖ψ̇(t)‖ + ‖ψ(t) − ψ(0)‖

])
dξ

}
= d1(x),

‖µ̇(0)(x)‖ ≤ γm(T, x)
{{

‖P ′(x)‖ + ‖S′(x)‖ + ‖S(x)‖ max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖T
m−1∑
i=0

[α(x)T ]i

i!

}
‖ψ(0)‖+

+‖ϕ′(x)‖+‖S(x)‖ max
t∈[0,T ]

‖f(t, x)‖T
m−1∑
i=0

[α(x)T ]i

i!
+a0(x) max

t∈[0,T ]

[
‖ψ̇(t)‖+‖ψ(t)−ψ(0)‖

]}
= d2(x),

‖µ̇(1)(x)− µ̇(0)(x)‖ ≤ γm(T, x)
{
‖P ′(x)‖+ ‖S′(x)‖+ ‖S(x)‖ max

t∈[0,T ]
‖C(t, x)‖T

m−1∑
i=0

[α(x)T ]i

i!

}
×

× d1(x) + χ · d2(x) + γm(T, x)
[
eb1(x)a0(x) + a6(x)

]
max

t∈[0,T ]

[
‖ψ̇(t)‖ + ‖ψ(t) − ψ(0)‖

]
+

+ γm(T, x)
[
a5(x)ea2(x)(1 + T )

∫ x

0

(
1 + α(ξ)Teα(ξ)T

)
max

t∈[0,T ]
‖f(t, ξ)‖dξ + a6(x) max

t∈[0,T ]
‖f(t, x)‖

]
+

+ γm(T, x)ea2(x)
[
(1+T )a5(x)a3(x)+a6(x) max

t∈[0,T ]
‖C(t, x)‖

](
‖ψ(0)‖+

∫ x

0
‖d2(ξ)‖dξ

)
= d(x),

(21)

где a6(x) = T‖S(x)‖
[
eα(x)T − 1 − · · · − (α(x)T )m−1

(m−1)!

]
.

Для функции ∆µk(x) = ‖µ̇(k+1)(x) − µ̇(k)(x)‖ на основе (21) установим неравенство

∆µk(x) ≤
k∑

j=0

k!
(k − j)! · j!χ

k−j 1
j!

(∫ x

0
a4(ξ, x)dξ

)j

max
x∈[0,ω]

d(x) ≤ χk
k∑

j=0

k!
(k − j)!j!

1
j!

(
ã

χ

)j

d̃,

(22)

где ã = max
x∈[0,ω]

x∫
0

a4(ξ, x)dξ, d̃ = max
x∈[0,ω]

d(x). Используя следствие теоремы Теплица из тео-

рии пределов, нетрудно установить, что последовательность ∆µk(x) мажорируется гео-

метрической прогрессией. Отсюда следует равномерная сходимость ряда
∞∑

k=1

∆µk(x) при

x ∈ [0, ω], обеспечивающая равномерную сходимость последовательностей µ̇(k)(x) к непре-
рывной на x ∈ [0, ω] функции µ̇∗(x). Из неравенства (18) вытекает равномерная сходимость
последовательности µ(k)(x) к функции µ∗(x) ∈ C([0, ω], Rn). На основе оценок (19), (16)
следует равномерная относительно (t, x) ∈ Ω сходимость последовательностей ṽ(k)(t, x),
w̃(k)(t, x), ũ(k)(t, x) соответственно к функциям ṽ∗(t, x), w̃∗(t, x), ũ∗(t, x), принадлежащих
C(Ω, Rn). Очевидно, что функция u∗(t, x), получаемая как сумма µ∗(x)+ ũ∗(t, x) принадле-
жит C(Ω, Rn) и является классическим решением задачи (1)–(3). Докажем единственность
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решения задачи (1)–(3). Пусть существует два классических решения u∗(t, x) и u∗∗(t, x). То-
гда соответствующие им пары {µ∗(x), ũ∗(t, x)}, {µ∗∗(x), ũ∗∗(t, x)} будут решениями краевой
задачи (4)–(7). Функции µ∗(x), µ∗∗(x) удовлетворяют системам

µ̇∗(x) = −{Dm(x)}−1
{
Ẽm(T, x)µ∗(x) + F̃m(T, x) + H̃m(T, x, ũ∗, w̃∗) + G̃m(T, x, ṽ∗)

}
, (14∗)

µ̇∗∗(x) = −{Dm(x)}−1
{
Ẽm(T, x)µ∗∗(x)+F̃m(T, x)+H̃m(T, x, ũ∗∗, w̃∗∗)+G̃m(T, x, ṽ∗∗)

}
. (14∗∗)

Аналогично (16), (18), (19) получим

max
t∈[0,T ]

‖ṽ∗(t, x) − ṽ∗∗(t, x)‖ ≤
[
eα(x)T − 1

]
‖µ̇∗(x) − µ̇∗∗(x)‖+

+ Teα(x)T
{

max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖ · ‖µ∗(x) − µ∗∗(x)‖+

+max
{

max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖
}

max
t∈[0,T ]

[
‖ũ∗(t, x)−ũ∗∗(t, x)‖+‖w̃∗(t, x)−w̃∗∗(t, x)‖

]}
,

‖µ∗(x) − µ∗∗(x)‖ ≤
x∫

0

‖µ̇∗(ξ) − µ̇∗∗(ξ)‖dξ,

max
t∈[0,T ]

[
‖w̃∗(t, x) − w̃∗∗(t, x)‖ + ‖ũ∗(t, x) − ũ∗∗(t, x)‖

]
≤

x∫
0

a1(ξ, x)‖µ̇∗(ξ) − µ̇∗∗(ξ)‖dξ.

Тогда из систем (14∗), (14∗∗) для разности µ̇∗(x) − µ̇∗∗(x) имеем оценку, аналогичную (20),
и вытекает неравенство

‖µ̇∗(x) − µ̇∗∗(x)‖ ≤ 1
1 − χ

∫ x

0
max

x∈[0,ω]
a4(ξ, x)‖µ̇∗(ξ) − µ̇∗∗(ξ)‖dξ. (23)

Отсюда с помощью неравенства Гронуолла–Беллмана имеем ‖µ̇∗(x) − µ̇∗∗(x)‖ = 0 и в силу

соотношений µ∗(x) = ψ(0) +
x∫
0

µ̇∗(ξ)dξ, µ∗∗(x) = ψ(0) +
x∫
0

µ̇∗∗(ξ)dξ получим µ∗(x) = µ∗∗(x).

Тогда из вышеприведенных неравенств вытекает, что ũ∗(t, x) = ũ∗∗(t, x), w̃∗(t, x) = w̃∗∗(t, x),
ṽ∗(t, x) = ṽ∗∗(t, x) при всех (t, x) ∈ Ω. �
2. Схема метода при разбиении области Ω. Возьмем число h > 0 : Nh = T и произведем

деление [0, T ) =
N
∪

r=1
[(r−1)h, rh). При этом область Ω разбивается на N частей: Ω =

N
∪

r=1
Ωr =

N
∪

r=1
[(r− 1)h, rh)× [0, ω]. Через ur(t, x) обозначим сужение функции u(t, x) на [(r− 1)h, rh)×

[0, ω], r = 1, 2, . . . , N . Тогда задача (1)–(3) будет эквивалентна многохарактеристической
краевой задаче

∂2ur

∂x∂t
= A(t, x)

∂ur

∂x
+ B(t, x)

∂ur

∂t
+ C(t, x)ur + f(t, x), (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N, (24)

P (x)u1(0, x) + S(x) lim
t→T−0

uN (t, x) = ϕ(x), x ∈ [0, ω], (25)

ur(t, 0) = ψ(t), t ∈ [(r − 1)h, rh), r = 1, N, (26)

lim
t→sh−0

∂us(t, x)
∂x

=
∂us+1(sh, x)

∂x
, x ∈ [0, ω], s = 1, N − 1. (27)

Здесь соотношения (27) являются условиями склеивания производных по x решений во
внутренних линиях разбиения области Ω.
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Пусть C̃(Ωr, R
n)— множество непрерывных и ограниченных на Ωr функций ũr : Ωr → Rn.

Решением задачи (24)–(27) является система функций {ur(t, x)}, r = 1, N , где функции
ur(t, x) ∈ C̃(Ωr, R

n), имеющие непрерывные частные производные первого порядка, сме-
шанного второго порядка и ограниченные на своей области определения Ωr вместе с произ-
водными, удовлетворяет системе (24) и краевым условиям (25)–(27). Так как линии t = rh,
r = 1, N , являются характеристиками системы гиперболических уравнений (1), то из склеи-
вания производных по x и условия lim

t→sh−0
us(t, 0) = ψ(sh) = us+1(sh, 0), следует склеивание

вдоль этих линий значений решения и его производных по t. Отсюда вследствии непрерыв-
ности коэффициентов A(t, x), B(t, x), C(t, x), правой части f(t, x) вытекает непрерывность
∂2u
∂x∂t на Ω и функция u(t, x), получаемая склеиванием систем функций {ur(t, x)}, удовле-
творяет системе (1) при всех (t, x) ∈ Ω. При этом функция u(t, x) ∈ C(Ω, Rn) имеет частные
производные ∂u(t,x)

∂x ∈ C(Ω, Rn), ∂u(t,x)
∂t ∈ C(Ω, Rn) и удовлетворяет краевым условиям (2),

(3).
Через µr(x) обозначим значения функции ur(t, x) при t = (r − 1)h и в задаче (24)–(27)

сделаем замену ur(t, x) = ũr(t, x) + µr(x), r = 1, N . Получим эквивалентную многохаракте-
ристическую краевую задачу с неизвестными функциями µr(x):

∂2ũr

∂x∂t
= A(t, x)

∂ũr

∂x
+ B(t, x)

∂ũr

∂t
+ C(t, x)ũr + f(t, x) + A(t, x)µ̇r(x) + C(t, x)µr(x), (t, x) ∈ Ωr,

(28)
ũr((r − 1)h, x) = 0, x ∈ [0, ω], (29)

ũr(t, 0) = ψ(t) − ψ((r − 1)h), t ∈ [(r − 1)h, rh), (30)
P (x)µ1(x) + S(x)µN (x) + S(x) lim

t→T−0
ũN (t, x) = ϕ(x), (31)

µ̇s(x) + lim
t→sh−0

∂ũs(t, x)
∂x

− µ̇s+1(x) = 0, x ∈ [0, ω], s = 1, N − 1. (32)

В условиях (30) учтены условия согласования в точках ((r − 1)h, 0):

µr(0) = ψ((r − 1)h), r = 1, N. (33)

Задачи (24)–(27) и (28)–(32) эквивалентны в том смысле, что если система функций {ur(t, x)},
r = 1, N , является решением (24)–(27), то система пар {µr(x) = ur((r − 1)h, x), ũr(t, x) =
ur(t, x)−ur((r−1)h, x)}, r = 1, N , будет решением (28)–(32), и наоборот, если {µr(x), ũr(t, x)},
r = 1, N , — решение (28)–(32), то {µr(x) + ũr(t, x)}, r = 1, N , будет решением (24)–(27).
При фиксированных {µr(x), µ̇r(x)}, r = 1, N , функции {ũr(t, x)}, r = 1, N , являются

решениями задачи Гурса на Ωr c условиями (29), (30). Введя обозначения ṽr(t, x) = ∂ũr(t,x)
∂x ,

w̃r(t, x) = ∂ũr(t,x)
∂t из (29), (30) получим ṽr((r − 1)h, x) = 0, w̃r(t, 0) = ψ̇(t), и задачу Гурса

сведем к системе трех интегральных уравнений:

ṽr(t, x) =
∫ t

(r−1)h

[
A(τ, x)ṽr(τ, x) + B(τ, x)w̃r(τ, x) + C(τ, x)ũr(τ, x)+

+ f(τ, x) + A(τ, x)µ̇r(x) + C(τ, x)µr(x)
]
dτ, (34)

w̃r(t, x) = ψ̇(t) +
∫ x

0

[
A(t, ξ)ṽr(t, ξ) + B(t, ξ)w̃r(t, ξ) + C(t, ξ)ũr(t, ξ)+

+ f(t, ξ) + A(t, ξ)µ̇r(ξ) + C(t, ξ)µr(ξ)
]
dξ, (35)
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ũr(t, x) = ψ(t) − ψ((r − 1)h) +
∫ t

(r−1)h
dτ

∫ x

0

[
A(τ, ξ)ṽr(τ, ξ) + B(τ, ξ)w̃r(τ, ξ)+

+ C(τ, ξ)ũr(τ, ξ) + f(τ, ξ) + A(τ, ξ)µ̇r(ξ) + C(τ, ξ)µr(ξ)
]
dξ. (36)

Продифференцируем соотношение (31) по x:

P ′(x)µ1(x) + P (x)µ̇1(x) + S′(x)µN (x)+

+ S(x)µ̇N (x) + S′(x) lim
t→T−0

ũN (t, x) + S(x) lim
t→T−0

ṽN (t, x) = ϕ′(x), x ∈ [0, ω]. (37)

Переходя в правой части (34) к пределу при t → rh − 0, находим lim
t→rh−0

ṽr(t, x), r = 1, N ,

x ∈ [0, ω], подставляя их в (32), (37) для неизвестных функций µri(x), r = 1, N , i = 1, n,
получаем систему nN обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, не
разрешенных относительно производных:

P (x)µ̇1(x) + S(x)[I + U(N,x)]µ̇N (x) = −P ′(x)µ1(x) − S′(x)µN (x) − S(x)E(N,x)µN (x)+

+ ϕ′(x) − S(x)F (N,x) − S(x)G(N,x, ṽ) − S(x)H(N,x, w̃, ũ) − S′(x) lim
t→T−0

ũN (t, x), (38)

[I +U(s, x)]µ̇s(x)− µ̇s+1(x) = −E(s, x)µs(x)−F (s, x)−G(s, x, ṽ)−H(s, x, w̃, ũ), s = 1, N − 1,
(39)

где E(r, x) =
rh∫

(r−1)h

C(τ, x)dτ , F (r, x) =
rh∫

(r−1)h

f(τ, x)dτ , G(r, x, ṽ) =
rh∫

(r−1)h

A(τ, x)ṽr(τ, x)dτ ,

H(r, x, w̃, ũ) =
rh∫

(r−1)h

[
B(τ, x)w̃r(τ, x) + C(τ, x)ũr(τ, x)

]
dτ , r = 1, N , x ∈ [0, ω].

Из уравнений (39) для любого l = 1, N − 1 получаем

µ̇l+1(x) =
1∏

s=l

[V (s, x)]µ̇1(x) −
l∑

i=2

i∏
s=l

[V (s, x)]
{
E(i − 1, x)µi−1(x) + F (i − 1, x)+

+ G(i − 1, x, ṽ) + H(i − 1, x, w̃, ũ)
}
−

{
E(l, x)µl(x) + F (l, x) + G(l, x, ṽ) + H(l, x, w̃, ũ)

}
.
(40)

Подставив вместо µ̇N (x) в уравнение (38) соответствующее выражение из (40) при l = N −1
получим{

P (x) + S(x)
1∏

s=N

[V (s, x)]
}

µ̇1(x) = −P ′(x)µ1(x) − S(x)
N∑

i=2

i∏
s=N

[V (s, x)]E(i − 1, x)µi−1(x)−

− S′(x)µN (x) − S(x)E(N,x)µN (x) + ϕ′(x) − S(x)
N∑

i=2

i∏
s=N

[V (s, x)]F (i − 1, x) − S(x)F (N,x)−

− S(x)
N∑

i=2

i∏
s=N

[V (s, x)]G(i − 1, x, ṽ) − S(x)G(N,x, ṽ) − S(x)
N∑

i=2

i∏
s=N

[V (s, x)]H(i − 1, x, w̃, ũ)−

− S(x)H(N,x, w̃, ũ) − S′(x) lim
t→T−0

ũN (t, x), x ∈ [0, ω]. (41)

Процесс нахождения неизвестных функций снова разбивается на два этапа.
1) Нахождение введенных функциональных параметров µ̇r(x), µr(x) из системы уравне-

ний (41), (42) с условием (33).
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2) Нахождение неизвестных функций ṽr(t, x), w̃r(t, x), ũr(t, x) из системы интегральных
уравнений (34)–(36).
Если известны функции µ̇r(x), µr(x), r = 1, N , то решая систему интегральных уравнений

(34)–(36) найдем функции ṽr(t, x), w̃r(t, x), ũr(t, x), и склеивая вдоль характеристик t =
(r − 1)h, r = 1, N , системы функций (µr(x) + ũr(t, x)) получим решение исходной задачи.
Если известны функции ṽr(t, x), w̃r(t, x), ũr(t, x), то решая систему уравнений (42), (41)
при условии (33) найдем µ̇r(x), µr(x), и снова склеивая систему функций (µr(x) + ũr(t, x))
найдем решение задачи (1)–(3).
Здесь неизвестными являются как функции µ̇r(x), µr(x), так и функции ṽr(t, x), w̃r(t, x),

ũr(t, x). Поэтому снова применяется итерационный метод и решение функциональных соот-
ношений (34)–(36), (41), (40) с условием (33) при предположениях теоремы 2 находится как
пределы последовательностей {µ̇(k)

r (x), µ(k)
r (x), ṽ(k)

r (t, x), w̃(k)
r (t, x), ũ(k)

r (t, x)}, определяемых
по следующему алгоритму B.

Шаг 0. Предполагая в правых частях (41), (40) µr(x) = ψ((r−1)h), ṽr(t, x) = 0, w̃r(t, x) =
ψ̇(t), ũr(t, x) = ψ(t) − ψ((r − 1)h), и учитывая обратимость матрицы D(h, x) при всех x ∈
[0, ω] из системы уравнений (41), (40) найдем {µ̇(0)

r (x)}, r = 1, N . Используя условия (33)

находим функции µ
(0)
r (x): µ

(0)
r (x) = ψ((r − 1)h) +

x∫
0

µ̇
(0)
r (ξ)dξ. Из системы интегральных

уравнений (34)–(36), где µr(x) = µ
(0)
r (x), µ̇r(x) = µ̇

(0)
r (x), определим функции ṽ

(0)
r (t, x),

w̃
(0)
r (t, x), ũ

(0)
r (t, x), r = 1, N .

Шаг 1. Из системы уравнений (41), (40) где в правых частях µr(x) = µ
(0)
r (x), ṽr(t, x) =

ṽ
(0)
r (t, x), w̃r(t, x) = w̃

(0)
r (t, x), ũr(t, x) = ũ

(0)
r (t, x), r = 1, N , в силу обратимости D(h, x)

при x ∈ [0, ω] найдем {µ̇(1)
r (x)}, r = 1, N . Вновь используя условия (33) находим µ

(1)
r (x) =

ψ((r − 1)h) +
x∫
0

µ̇
(1)
r (ξ)dξ и из систем интегральных уравнений (35)–(37), где µr(x) = µ

(1)
r (x),

µ̇r(x) = µ̇
(1)
r (x), определим функции ũ

(1)
r (t, x), w̃

(1)
r (t, x), ṽ

(1)
r (t, x), r = 1, N , и так далее.

Условия теоремы 2 обеспечивают равномерную относительно (t, x) ∈ Ωr, r = 1, N , сходи-
мость алгоритма B к решению многохарактеристической краевой задачи с неизвестными
функциями (28)–(32), эквивалентной задаче (1)–(3).

Доказательство теоремы 2. Для любого r (r=1, N ) при фиксированных µ̇r(x)∈C([0, ω], Rn),
µr(x) ∈ C([0, ω], Rn), система интегральных уравнений (34)–(36) имеет единственное реше-
ние {ṽr(t, x), w̃r(t, x), ũr(t, x)}, где ṽr, w̃r, ũr принадлежат C̃(Ωr, R

n). Из интегральных
уравнений (34)–(36) при помощи неравенства Беллмана–Гронуолла для разностей последо-
вательных приближений ṽ

(k)
r (t, x)− ṽ

(k−1)
r (t, x), ũ(k)

r (t, x)−ũ
(k−1)
r (t, x), w̃(k)

r (t, x)−w̃
(k−1)
r (t, x),

r = 1, N , k = 1, 2, . . . , получаем оценки

‖ṽ(k)
r (t, x) − ṽ(k−1)

r (t, x)‖ ≤
[
eα(x)(t−(r−1)h) − 1

]
‖µ̇(k)

r (x) − µ̇(k−1)
r (x)‖+

+ heα(x)(t−(r−1)h)
(

sup
t∈[(r−1)h,rh)

max{‖B(t, x)‖, ‖C(t, x)‖}×

× sup
t∈[(r−1)h,rh)

[
‖w̃(k)

r (t, x) − w̃(k−1)
r (t, x)‖ + ‖ũ(k)

r (t, x) − ũ(k−1)
r (t, x)‖

]
+

+ sup
t∈[(r−1)h,rh)

‖C(t, x)‖ · ‖µ(k)
r (x) − µ(k−1)

r (x)‖
)
, (42)
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sup
t∈[(r−1)h,rh)

[
‖w̃(k)

r (t, x) − w̃(k−1)
r (t, x)‖ + ‖ũ(k)

r (t, x) − ũ(k−1)
r (t, x)‖

]
≤

≤
{

(1 + h)
∫ x

0
α(ξ)heα(ξ)h‖µ̇(k)

r (ξ) − µ̇(k−1)
r (ξ)‖dξ+

+ (1 + h)
∫ x

0

[
1 + α(ξ)heα(ξ)h

]
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖C(t, ξ)‖ · ‖µ(k)

r (ξ) − µ(k−1)
r (ξ)‖dξ

}
×

× exp
{∫ x

0
(1 + α(ξ)heα(ξ)h)max

{
sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖B(t, ξ)‖, sup

t∈[(r−1)h,rh)
‖C(t, ξ)‖

}
dξ

}
. (43)

Для разностей последовательных приближений µ
(k)
r (x) − µ

(k−1)
r (x) получим

‖µ(k)
r (x) − µ(k−1)

r (x)‖ ≤
∫ x

0
‖µ̇(k)

r (ξ) − µ̇(k−1)
r (ξ)‖dξ, r = 1, N. (44)

С учетом неравенств (42)–(44) справедлива оценка

max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

[
‖w̃(k)

r (t, x) − w̃(k−1)
r (t, x)‖ + ‖ũ(k)

r (t, x) − ũ(k−1)
r (t, x)‖

]
≤

≤
∫ x

0
b0(ξ, x) max

r=1,N
‖µ̇(k)

r (ξ) − µ̇(k−1)
r (ξ)‖dξ, (45)

где b0(ξ, x) = eb1(x)(1 + h)[α(ξ)heα(ξ)h + b2(x)], b2(x) =
x∫
0

[1 + α(ξ)heα(ξ)h] max
t∈[0,T ]

‖C(t, ξ)‖dξ,

b1(x) =
x∫
0

(1 + α(ξ)heα(ξ)h)max
{

max
t∈[0,T ]

‖B(t, ξ)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, ξ)‖
}
dξ.

Для разностей µ̇
(k+1)
r (x) − µ̇

(k)
r (x) получим

max
r=1,N

‖µ̇(k+1)
r (x) − µ̇(k)

r (x)‖ ≤ b3(x) max
r=1,N

‖µ(k)
r (x) − µ(k−1)

r (x)‖+

+ b4(x) max
r=1,N

sup
t∈[(r−1)h,rh)

[
‖w̃(k)

r (t, x) − w̃(k−1)
r (t, x)‖ + ‖ũ(k)

r (t, x) − ũ(k−1)
r (t, x)‖

]
+

+ γ(h, x) max
r=1,N

{∫ rh

(r−1)h
α(x)‖ṽ(k)

r (τ, x) − ṽ(k−1)
r (τ, x)‖dτ

}
,

где

b2(x) = max
{

b4(x), max
r=2,N

[ 1∏
s=r−1

‖V (s, x)‖b4(x)+

+
[ r−1∑

i=2

i∏
s=r−1

‖V (s, x)‖ + 1
]
h max

t∈[0,T ]
‖C(t, x)‖

]}
,

b3(x) = max
{

b5(x), max
r=2,N

( 1∏
s=r−1

‖V (s, x)‖b5(x)+

+
[ r−1∑

i=2

i∏
s=r−1

‖V (s, x)‖ + 1
]
hmax

(
max

t∈[0,T ]
‖B(t, x)‖, max

t∈[0,T ]
‖C(t, x)‖

))}
,
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b4(x) = b6(x)
(
‖S(x)‖

{ N∑
i=2

i∏
s=N

‖V (s, x)‖ + 1
}

h max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖ + ‖P ′(x)‖ + ‖S′(x)‖
)

,

b5(x) = b6(x)
[
‖S(x)‖

{ N∑
i=2

i∏
s=N

‖V (s, x)‖ + 1
}

h×

× max
{

max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖
}

+ ‖S′(x)‖
]
,

b6(x) = ‖{P (x) + S(x)
1∏

s=N

[V (s, x)]}−1‖.

Подставив сюда (42) и вычисляя интегралы, а также учитывая оценки (44), (45) имеем

max
r=1,N

‖µ̇(k+1)
r (x) − µ̇(k)

r (x)‖ ≤ ξ max
r=1,N

‖µ̇(k)
r (x) − µ̇(k−1)

r (x)‖+

+
∫ x

0
b7(ξ, x) max

r=1,N
‖µ̇(k)

r (ξ) − µ̇(k−1)
r (ξ)‖dξ,

где

b7(ξ, x) =
[
b4(x) + γ(h, x) · h(eα(x)h − 1)max

(
max

t∈[0,T ]
‖B(t, x)‖, max

t∈[0,T ]
‖C(t, x)‖

)]
b0(ξ, x)+

+ b3(x) + h(eα(x)h − 1) max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖.

Аналогично (22), из теоремы Теплица следует равномерная сходимость ряда
∞∑

k=1

max
r=1,N

‖µ̇(k+1)
r (x) − µ̇

(k)
r (x)‖ при x ∈ [0, ω], обеспечивающая равномерную сходимость по-

следовательностей µ̇
(k)
r (x) к непрерывной на x ∈ [0, ω] функции µ̇∗

r(x) при всех r = 1, N .
Из неравенства (44) вытекает равномерная сходимость последовательности µ

(k)
r (x) к функ-

ции µ∗
r(x) ∈ C([0, ω], Rn). На основе оценок (42), (45) имеем равномерную относительно

(t, x) ∈ Ωr сходимость последовательностей ṽ
(k)
r (t, x), w̃

(k)
r (t, x), ũ

(k)
r (t, x), r = 1, N , соответ-

ственно к функциям ṽ∗r (t, x), w̃∗
r(t, x), ũ∗

r(t, x), принадлежащим C̃(Ωr, R
n). Очевидно, что

функция u∗(t, x), получаемая склеиванием систем функций {µ∗
r(x)+ ũ∗

r(t, x)}, принадлежит
C(Ω, Rn) и является решением задачи (1)–(3). Единственность решения задачи (1)–(3) до-
казывается методом от противного. �

Если A(t, x) = 0, то Um(T, x) = 0, U(s, x) = 0, α(x) = 0 и из теорем 1 и 2 следует
справедливость леммы 1.
Утверждения лемм 2 и 3 получим из теорем 1 и 2 при P (x) = I, S(x) = −I, ϕ(x) = 0.
Теперь на Ω рассмотрим задачу (1′), (2′), (3). Применяем схему метода 1. Обозначим

через µ(x) значение функции u(t, x) при t = 0 и осуществим замену ũ(t, x) = u(t, x)−µ(x) в
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задаче (1′), (2′), (3). Получим эквивалентную краевую задачу с неизвестной функцией µ(x):

∂2ũ

∂x∂t
= B(t, x)

∂ũ

∂t
+ C(t, x)ũ + f(t, x) + C(t, x)µ(x), (t, x) ∈ Ω, (4′)

ũ(0, x) = 0, x ∈ [0, ω], (5′)

ũ(t, 0) = ψ(t) − ψ(0), t ∈ [0, T ], (6′)

ũ(T, x) = 0, x ∈ [0, ω]. (7′)

При фиксированном µ(x) функция ũ(t, x) является решением задачи Гурса на Ω c услови-
ями (5′), (6′). Задача Гурса сводится к системе трех интегральных уравнений

ṽ(t, x) =
∫ t

0

[
B(τ, x)w̃(τ, x) + C(τ, x)ũ(τ, x) + f(τ, x) + C(τ, x)µ(x)

]
dτ, (8′)

w̃(t, x) = ψ̇(t) +
∫ x

0

[
B(t, ξ)w̃(t, ξ) + C(t, ξ)ũ(t, ξ) + f(t, ξ) + C(t, ξ)µ(ξ)

]
dξ, (9′)

ũ(t, x) = ψ(t) − ψ(0) +
∫ t

0
dτ

∫ x

0

[
B(τ, ξ)w̃(τ, ξ) + C(τ, ξ)ũ(τ, ξ) + f(τ, ξ) + C(τ, ξ)µ(ξ)

]
dξ.

(10′)

Подставив соответствующее выражение ũ(t, x) из интегрального представления (10′) при
t = T в соотношение (7′) и продифференцировав его по x получим∫ T

0
C(τ, x)dτ ·µ(x) = −

∫ T

0
f(τ, x)dτ−

∫ T

0
B(τ, x)w̃(τ, x)dτ −

∫ T

0
C(τ, x)ũ(τ, x)dτ, x ∈ [0, ω].

(46)

Если предположим, что матрица CT (x) =
T∫
0

C(τ, x)dτ обратима при всех x ∈ [0, ω], то из

уравнения (46) при фиксированных w̃(t, x), ũ(t, x) можно определить µ(x). Так как урав-
нение (46) имеет место для всех x ∈ [0, ω], а при x = 0 должно выполняться условие
согласования в точке (0, 0): µ(0) = ψ(0), то для его выполнения исходные данные должны
удовлетворять соотношению∫ T

0
f(τ, 0)dτ +

∫ T

0
B(τ, 0)ψ̇(τ)dτ −

∫ T

0
C(τ, 0)ψ(τ)dτ = 0. (47)

Предположения теоремы о непрерывной дифференцируемости матриц B(t, x), C(t, x), функ-
ции f(t, x) по переменной x ∈ [0, ω] обеспечивают непрерывную дифференцируемость функ-
ции µ(x) по x ∈ [0, ω]. Тогда из соотношения (48) получим∫ T

0
C(τ, x)dτ · µ̇(x) = −

∫ T

0

∂C(τ, x)
∂x

dτ · µ(x) −
∫ T

0

∂f(τ, x)
∂x

dτ −
∫ T

0

∂B(τ, x)
∂x

w̃(τ, x)dτ−

−
∫ T

0
B(τ, x)

∂2ũ(τ, x)
∂x∂t

dτ −
∫ T

0

∂C(τ, x)
∂x

ũ(τ, x)dτ −
∫ T

0
C(τ, x)ṽ(τ, x)dτ, x ∈ [0, ω]. (48)

Так как неизвестными являются как функции w̃(t, x), ũ(t, x) (ṽ(t, x)), так и функция µ(x)
(µ̇(x)), применяется итерационный метод и решение задачи (4′)–(7′) — пара (ũ(t, x), µ(x))
находится как пределы последовательностей ({ũ(k)(t, x)}, {µ(k)(x)}), определяемых по сле-
дующему алгоритму C.

Шаг 0. Предполагая в правой части уравнения (46) w̃(t, x) = ψ̇(t), ũ(t, x) = ψ(t)−ψ(0) и
считая, что матрица CT (x) обратима при всех x ∈ [0, ω] из уравнения (46) найдем µ(0)(x).
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При выполнении соотношения (47) имеем µ(0)(0) = ψ(0). Из системы интегральных урав-
нений (9′), (10′), где µ(x) = µ(0)(x), определим функции w̃(0)(t, x), ũ(0)(t, x). Используя ин-
тегральное уравнение (8′), систему уравнений (4′) при w̃(t, x) = w̃(0)(t, x), ũ(t, x) = ũ(0)(t, x),
µ(x) = µ(0)(x) находим ṽ(0)(t, x), ∂2ũ(0)(t,x)

∂x∂t соответственно. Из соотношения (48), где µ(x) =

µ(0)(x), w̃(t, x) = w̃(0)(t, x), ũ(t, x) = ũ(0)(t, x), ṽ(t, x) = ṽ(0)(t, x), ∂2ũ(t,x)
∂x∂t = ∂2ũ(0)(t,x)

∂x∂t , с учетом
обратимости матрицы CT (x) при всех x ∈ [0, ω] имеем µ̇(0)(x).

Шаг 1. Из системы (46), где в правой части w̃(t, x) = w̃(0)(t, x), ũ(t, x) = ũ(0)(t, x), в си-
лу обратимости CT (x) при x ∈ [0, ω] найдем µ(1)(x). Вновь используя условия (47) имеем
µ(1)(0) = ψ(0). Из систем интегральных уравнений (9′), (10′), где µ(x) = µ(1)(x), определим
функции w̃(1)(t, x), ũ(1)(t, x). Используя интегральное уравнение (8′), систему уравнений (4′)
при w̃(t, x) = w̃(1)(t, x), ũ(t, x) = ũ(1)(t, x), µ(x) = µ(1)(x), находим ṽ(1)(t, x), ∂2ũ(1)(t,x)

∂x∂t соот-
ветственно. Из соотношения (48), где µ(x) = µ(1)(x), w̃(t, x) = w̃(1)(t, x), ũ(t, x) = ũ(1)(t, x),
ṽ(t, x) = ṽ(1)(t, x), ∂2ũ(t,x)

∂x∂t = ∂2ũ(1)(t,x)
∂x∂t , с учетом обратимости матрицы CT (x) при всех

x ∈ [0, ω] имеем µ̇(1)(x) и так далее.
Условия теоремы 3 обеспечивают равномерную относительно (t, x) ∈ Ω сходимость алго-

ритма C к решению краевой задачи с неизвестной функцией (4′)–(7′), эквивалентной задаче
(1′), (2′), (3).

Доказательство теоремы 3. Для разностей последовательных приближений устанавлива-
ются неравенства

max
t∈[0,T ]

‖ũ(k)(t, x) − ũ(k−1)(t, x)‖ + max
t∈[0,T ]

‖w̃(k)(t, x) − w̃(k−1)(t, x)‖ ≤

≤ (1 + T )
∫ x

0
max

t∈[0,T ]
‖C(t, ξ)‖ · ‖µ(k)(ξ) − µ(k−1)(ξ)‖dξ · ec1(x), (49)

‖µ(k+1)(x) − µ(k)(x)‖ ≤ ‖[CT (x)]−1‖T max
(

max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖
)
×

×
{

max
t∈[0,T ]

‖ũ(k)(t, x) − ũ(k−1)(t, x)‖ + max
t∈[0,T ]

‖w̃(k)(t, x) − w̃(k−1)(t, x)‖
}
, (50)

где c1(x) =
x∫
0

max
(

max
t∈[0,T ]

‖B(t, ξ)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, ξ)‖
)
dξ . Из оценок (49), (50) последовательно

оценивая разности, находим

‖µ(k+1)(x) − µ(k)(x)‖ ≤ [c2(x)]k

k!
max

x∈[0,ω]
‖µ(1)(x) − µ(0)(x)‖, (51)

где

c2(x) = ‖[CT (x)]−1‖Tec1(x)×

× max
(

max
t∈[0,T ]

‖B(t, x)‖, max
t∈[0,T ]

‖C(t, x)‖
)
(1 + T )

∫ x

0
max

t∈[0,T ]
‖C(t, ξ)‖dξ.

Из оценки (51) вытекает равномерная на [0, ω] сходимость последовательности µ(k)(x)
при k → ∞ к функции µ∗(x). Из неравенства (49) вытекает, что также равномерно на Ω
сходятся последовательности w̃(k)(t, x), ũ(k)(t, x) при k → ∞ соответственно к функциям
w̃∗(t, x) = ∂ũ∗(t,x)

∂t , ũ∗(t, x), принадлежащим C(Ω, Rn). Равномерная сходимость последова-

тельностей ṽ(k)(t, x), ∂2ũ(k)(t,x)
∂x∂t при k → ∞ соответственно к функциям ṽ∗(t, x) = ∂ũ∗(t,x)

∂x ,
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∂2ũ∗(t,x)
∂x∂t , принадлежащим C(Ω, Rn), вытекает из алгоритма их определения. Из соотно-

шения (48) получаем равномерную на [0, ω] сходимость последовательности µ̇(k)(x) при
k → ∞ к функции µ̇∗(x) = dµ∗(x)

dx . Условие b) теоремы обеспечивает выполнение равенств
µ(k)(0) = ψ(0), где k = 0, 1, 2, . . . , и имеет место равенство µ∗(0) = ψ(0). Единственность
решения задачи (1′), (2′), (3) доказывается методом от противного. �
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