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� ���� � !������!�"����# ��$�%���&�# �"�$!������'� �!��'�( ��'� �������'� )(��
�����* �!�$(�'���+, ������(�"�, ������+, )(����� � �"�$!���!��# %�!��(� $(# ��'�-
�.(�$�/0�# 1�(�2���( �+�� ��)%%�&�������- 1��"�(#/� 1�(���� $��'���( ��/ ����
!�&� ���� " ����$� 3�4 � ���(���+� ����'!�!�"�����* �� 1!���!� ��$��� ��!�5(�
$(# )((�1�������'� �!�"����# "��!�'� 1�!#$�� $����+"����#- ��� 1�(������# �5��� ����
�� "��!�, 1�!#$�� �������� " )��!'��������, ��!��* �!�"�$#��# !���( ���+ ���(���+5
)��1�!������"- 1�$�"�!2$�/0�� ���!��������� �&����*

��������

�� ������ ����������� ������ ��������� ��� ������� ���� �� !�"!�#���$�
��� ��� �� ��%%����&���'�$� ���������#� ������� ��!��&������$� ���� �
���� # !���� ������ ���� �$� (�������# )*�+, ������� ����' ��������'�-. ���/
��&- ��!!�

0��"$ ��"��'! ��������'��!�� �����&$ ��!! ��� �!���'��#���� ��������/
#$� ���� �$� (�������#� ���"�������  ��"$ -��$ �#�����-���� %���-�$ !�#��/
���� ! -����� ��������&��� +�� -!��#�� ����-��� !�"�.!�� �� ����$�  ��$/
���-���'�$� ���� �$� (�������# �����#��'���� ������ �� ��!��� # �� #��� ���
�� ���-���'�$� ���� �$� (�������# ����� -��#���#����' (���- -!��#�. ���'��
# !�- �� ������$� (�������#� �� �#������ �$� (�������# ����� �#�����-�$ !
���������'�$�� ��(%%�&������� �� !-1�!�#-���

2 !#�� ! (��� # ��!��1�� ��"��� ���!��-��-��! ���� �$� (������� #�/
.1��! ����%���&��� �#������ ���� ���-���'���� ���� ���� (�������� �� ��/
������ -������-. #$�� �#�����-��-. %���-�- ����� ���������'� 3����� (��
�#�����-�� ����$#���! ����!���� �� �� ��� ! �� �� ����� !���������� ������
*�+ !  �!����$� ���������#������ 4�� �� ����� �� ������� ���������� ����/
 � ������� �� (������ �!���� -��#���� #������ ������ �$ �����$#����  ��
����������� !���� ����� �������$� #����� ������ �� ��!�� # (������� �!���
������

�� 	
���
�� ����

5-!�' Ω 6 ������ ���� !#��� �"��!�' # R2 ! �-!� ��/������� �����&�� Γ �
7�!!������ (������ �!�-. ����#-. ���� - �� -��#���� #������ ������8

− div(A∇u) + a0u = f, x ∈ Ω, )�,

u|Γ = 0. )
,
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9��!' A = A(x) = {aij}2
i,j=1, aij , a0, f 6 ������$� %-��&��� �

α|ξ|2 � A(x)ξ · ξ � β|ξ|2 ∀ξ ∈ R2, 0 � a0(x) � β ∀x ∈ Ω. )	,

3�������� "�������-. %���- a(·, ·) : H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω) → R � � ����� ������$�
%-��&����� f : H1

0 (Ω) → R ��� ����1� !����������8

a(u, η) =
∫
Ω

(A∇u · ∇η + a0uη) dx, f(η) =
∫
Ω

fηdx. )�,

3�������  �� %���� a #���! ���������'�� ������������ � ������ ������ � f
6 ������ ���$� %-��&��������

3"�"1����� ������� ���� � )�,� )
, �!�' ������� !���-.1�� ���� �8

(P) u ∈ H1
0 (Ω) : a(u, η) = f(η) ∀η ∈ H1

0 (Ω).

�� :: ������ �!���'�-�� ����� ���� �$� (�������# !  �!����$� ���������#�/
����� �� (���� ���"������ ���������' �#� !�!��#�.1�� ������8 �, ���!����!�#�
���� �$� (�������#� ������!����-.1�� ���!����!�#� ������� H1

0 (Ω) ; ", �#����/
�-��-. %���-�- �� ���"��������� #$ �!���� ��������� �� �"��!�� Ω �

�� �
��
����� ����� ��� � ��������� ��������
�����

������� �
������ �������� 3�������� "���!�$� ��������# ���-���'�$�
���� �$� (������ (ê, P̂ , Σ̂) !� !���-.1��� �������������

�, ê 6 ����� �$� ���-���'��� # R2 # ����������� (x̂1, x̂2) � 5�������� -���#
��������&�� #$"���� ���� ��� �������� �� ��!� �� ���

a1 = (0, 0), a2 = (1, 0), a3 = (0, 1),
a4 = (1/2, 0), a5 = (1/2, 1/2), a6 = (0, 1/2), a7 = (1/3, 1/3).
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, *����!�#� -���#$� ���������# Σ̂ = {p̂ → p̂(ai), 1 � i � 7} �
	, P̂ = P̂2⊕{x̂1x̂2x̂3} 6 ���!����!�#� ��������# �� ê � �."�� (������ p̂ ��������

����!��#���! # #��� !-��$8 p̂ = p̂2 + cω̂, c ∈ R, ω̂ = x̂1 x̂2 x̂3, x̂3 = 1 − x̂1 − x̂2,
p̂2 ∈ P̂2 � 9��!' � �����

P̂m =
{

p̂ : p̂ =
∑

0�i+j�m

cij x̂
i
1x̂

j
2

}
, Pm =

{
p : p =

∑
0�i+j�m

cijx
i
1x

j
2

}
.
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���* <* �1!�$�(���� )(������ =���2���"�> e

<���!�$� %-��&�� =������� # P̂ # !���#��!�#�� ! �-����&��� -���# ���.�
!���-.1�� #�� )(�� ���#����! ����!���!�#����,8

ϕ̂1 = 2x̂3(x̂3 − 1/2) + 3ω̂, ϕ̂2 = 2x̂1(x̂1 − 1/2) + 3ω̂, ϕ̂3 = 2x̂2(x̂2 − 1/2) + 3ω̂,

ϕ̂4 = 4x̂1x̂3 − 12ω̂, ϕ̂5 = 4x̂1x̂2 − 12ω̂, ϕ̂6 = 4x̂2x̂3 − 12ω̂, ϕ̂7 = 27ω̂.

3�������  �� ##�����$� ���� (������ ���� ���! �� !����������� �#����/
�� ���� �/-���#��� (������� ##������� ����������'���� -��� ��������&�� a7 �
-���#��� ��������� p̂(a7) � ����������'���� ������ x̂1x̂2x̂3 # P̂ �

� !������������� �
������ �������� 5-!�' (ê, P̂ , Σ̂) 6 ���-���'�$�
"���!�$� ���� �$� (������� ��!!�������$� #$��� h > 0 6 ���$� ��������� 2$/
"���� �� ���!��!�� x1Ox2 ��� �� �� ae

1, ae
2, ae

3 � ! ����  �� ���-���'��� ẽ !
#�������� # (��� �� ��� ����� �������� ���'����  �� h � 5-!�'� ������ �� �� ae

4

� ae
6 #�.�! !��������� �������# ae

1a
e
2 � ae

1a
e
3 !���#��!�#����� � -��� ae

5 �����
# O(h2)/����!���!�� �� �� ãe

5 6 !������$ ������� ae
2a

e
3 )!�� ��!� 
,� 7�!!������

�"��� e (������� ê ��� ���"�������

x = xe(x̂) = ae
1 + Bex̂ + 4(ae

5 −
ae
2 + ae

3

2
)x̂1x̂2,

���

Be =
(

(ae
2 − ae

1)1 (ae
3 − ae

1)1
(ae

2 − ae
1)2 (ae

3 − ae
1)2

)
.

5� ����������. �����&- e �"���-.� �#� ������� ae
1a

e
2 � ae

1a
e
3 � � ����� �-�� ��/

��"��$ ae
2a

e
5a

e
3 � 3�������  �� ��� ��!���� �� ����� h ����"����#���� x = xe(x̂)

#���! #������/������� �$� � !������� �������&�. ae
i = xe(ai) � 1 � i � 6 >
�

?� �

@�
2 �� �!�#� !��'���� -��� ��������&�� (������� e #$"���� �� �- ae

7 = xe(a7)
� �"���-�� !���-���#�� ��������# ���� �$� (������ (e, Pe, Σe) � ���

Pe =
{
p : p = p̂(x−1

e (x)), p̂ ∈ P̂
}
, Σe =

{
p → p(ae

i ), 1 � i � 7
}
.

3� #���! !-"��������� �!��� (�������� � �"$ �� �!���'�-��! ��� ������/
�� �$� )�� �� ae

2, ae
3, ae

5 #$"���.�! ����1��� �� �����&� Γ �"��!�� Ω,�
3�������  �� �!�� �� �� ae

2, ae
3, ae

5 ����� �� ����� ����� ) �!�' �����&$
Γ �����������,� �� xe !����#��! �%%���$�� � ���� �$� (������ (e, Pe, Σe)
6 �%%����/(�#�#������$��

	�
�������
 �
������ �������
� ����� ����������� ���� ���������
���!����!�#� Vh � ������!����-.1��� ���!����!�#� A�"���#� V = H1(Ω) � ��
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���* ?* �!���'�(#&�# 1!#���'�( ��, �.(���� � �!�'� � �.��������+�� ��(���

(���� ����"'�� �"��!�' Ω �� �#� !�#��-���!�� ���-���'�$� (�������#8 ���-���'/
�$� (������$ ! ����������$�� !�������� )# �� �!�#� #�-�������, � ���-���'/
�$� !-"��������� �!��� (������$ ! ����� ���#��������� �����&�� )����!���/
!�#���� �������.1�� � �����&� �"��!�� Ω ; !�� ��!� 	,� 5�����������!�  �� �� ��
!�$�� ������� �-!��# �����&$ #�.�! #�������� �������$� ���� �$� (�����/
��#�

��� (�� ������� ���!����'�$� ������� (�������# �"���� ��  ���� h � ���/
��!�#� Th #!�� (�������# ����#�� ������-�&��� �"��!�� Ω �

<-��� �����������'�  �� ������-�&� Th #���! ���-����� >
� ?� �B�� ��B�
�

@1� � �������

Ωh =
⋃

e∈Th

e, Γh = ∂Ωh.

5� ����������. Ω = Ωh # !�- �� �����-���'��� �"��!��� � C:D (Ω�Ωh) = O(h3)
��� �2�

A ����$� (�������� e ∈ Th !#��� ���� �$� (������ (e, Pe, Σe) )�%%����/
(�#�#������$� ��� !-"��������� �!���,� �� ����� �"������ ���- �� !����!�#�
���� �$� (�������# Eh � 3�������� ���!����!�#� ���� �$� (�������#

Vh =
{
vh ∈ C(Ωh) : vh|e ∈ Pe ∀e ∈ Th

}
⊂ H1(Ωh),

� ����� ��� ������!����!�#�

V 0
h = {vh ∈ Vh : vh = 0, x ∈ Γh} ⊂ H1

0 (Ωh).

5-!�' ωh = {ai}n
i=1 6 �����!�#� #!�� -���# ��������&��� ����1�� # �"��!��

Ωh � {ϕi}n
i=1 6 "���! =������� # V 0

h � �� �!�' ϕi ∈ V 0
h � ϕi(aj) = δij � δij 6 !��#��

���������� 0���� uI �"���� �� V 0
h 6 ���������� ������$#��� %-��&�� u

uI(x) =
n∑

i=1

u(ai)ϕi(x), x ∈ Ωh.

1������� ��	
���� lei ∈ [c1h, c2h] � θe
i ∈ [c3, 2π − c4] �� ���	�	 e ∈ Th � i = 1, 2, 3 � �� lei � θe

i
� ���� i �� ��	�	�� � i �� ��	� �������� e �		�
����
���	� � �	��	����� ck �� ��
���� 	� h �

2 A�B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) � ������������ ����	��� ��	����
 A � B �



�	� �*�* 
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5�!���'�- P̂ ⊃ P̂2 � H3(Ωh) ⊂ C(Ωh) � �� �� �."��� u ∈ H3(Ωh) !���#����#$
�&���� >
� ?� ���@8

|u − uI |0,Ωh
� c h3‖u‖3,Ωh

, |u − uI |1,Ωh
� c h2‖u‖3,Ωh

. )�,

9��!' � �����  ���� c �"���� �.�! ����� �$� ��!����$�� �� ��#�!1�� �� h �
‖ · ‖k,Ω 6 ����� # ���!����!�#� A�"���#� Hk(Ω) 8

‖u‖2
k,Ω =

k∑
j=0

|u|2j,Ω, k � 0, |u|2k,Ω =
∫
Ω

∑
|α|=k

|Dαu|2 dx.

����� ��" #
�� �� E� (������� ê ��������� �#�����-�- Ŝ � �� �-.
�� ��������� �� P̂2 >�� ?� �F	@8

∫
ê

φ̂(x̂) dx̂ ≈
7∑

l=1

clφ̂(al) ≡ Ŝ(φ̂).

G� -��$ !�#����.� ! -����� ��������&��� � ��(%%�&����$ ���.� !���-.1��
��� ���8

c1 = c2 = c3 = 3/120, c4 = c5 = c6 = 8/120, c7 = 27/120.

E� (������� e ∈ Th �#�����-�- ��������� �� Ŝ �-��� ����"����#��� ��������$�
x = xe(x̂) 8 ∫

e

φ(x) dx ≈
7∑

l=1

ce
l φ(ae

l ) ≡ Se(φ),

��� ce
l = det(Je) cl, ae

l = xe(al) � Je 6 �����&� H��"� ����"����#��� xe � ��
#$ �!���� ��������� �� �"��!�� Ωh �!���'�-�� !�!��#�-. �#�����-�-

Sh(f) =
∑
e∈Th

Se(f).

3�������� %-��&�����$ ��������!�� (��� %���-�8

Ê(φ̂) =
∫
ê

φ̂(x̂)dx̂ − Ŝ(φ̂), Ee(φ) =
∫
e

φ(x)dx − Se(φ), Eh(φ) =
∫
Ωh

φ(x)dx − Sh(φ).

A���-.1� ����� ���� ����������'�$� !#����� � �� ��!�� �#�����-�$ Ŝ �
������ ����� &������'�-. ���' ��� �!!����#���� �� ��!�� !���$ *�+�

$��� �� ���������� Ŝ ��	
� 
� ���
���� ���

ω̂, p1
∂ω̂

∂x̂1
, p1

∂ω̂

∂x̂2
,

��� ω̂ = x̂1x̂2x̂3, p1 ∈ P̂1 � ��������
�� ���

�� ��
����

%
�����&���
� �� !����1��� ��-!��� !��#�� Î J # �"���� ���� ����/
����$�� 5-!�' ω = x1x2(1 − x1 − x2) � E���-��� -"����'!�  ��∫

ê

ωdx = S(ω) =
1

120
,
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!����#����'��� Ê(ω) = 0 � ������ �-!�' p1 = a + bx1 + cx2 � L��������#����� ��
 �!�� ���- ��∫

ê

p1
∂ω

∂x1
dx = −

∫
ê

ω
∂p1

∂x1
dx = −b

∫
ê

ω dx = −b/120.

� ��$#��  �� ∂ω/∂x1 = x2(1 − x2 − 2x1) � �����8

Ŝ

(
x1

∂ω

∂x1

)
= − 1

120
, Ŝ

(
∂ω

∂x1

)
= Ŝ

(
x2

∂ω

∂x1

)
= 0,

!����#����'��� Ŝ

(
p1

∂ω

∂x1

)
= −b/120 � 2 !��- !�������� ����� Ê

(
p1

∂ω

∂x2

)
= 0 �

��������� �� ���������� Ŝ ��	
� 
� ���
���� � P̂ � ����� ����� �
�
��	
� 
� ���
����

p1
∂p̂

∂x̂1
, p1

∂p̂

∂x̂2
, p1 ∈ P̂1, p̂ ∈ P̂ .

%
�����&���
� 4�� ��� P̂ = P̂2 ⊕ {ω̂} � M Ŝ �� �� �� ��������� �� P̂2 �

ω̂ � �� Ŝ �� �� �� P̂ � 4����' ��!���� �� - �!�'�  ��

p1
∂p̂

∂x̂k
= p2 + cp1

∂ω̂

∂x̂k
, p2 ∈ P̂2, c = const.

'������ �� 3�������  �� Ŝ �� �� �� �� ��������� #���

∂p̂

∂x̂i

∂p̂

∂x̂j
, i, j = 1, 2, p̂ ∈ P̂ .

+�� ����� ���#����! ��� p̂ = ω̂ �

3�������� ��!�����$� ������� ����$ | · |0,Ω � ���-����$ | · |1,Ω �� Vh 8

|uh|20,h = Sh(u2
h), |uh|21,h = Sh(|∇uh|2), uh ∈ Vh.

A-1�!�#-.� �� ��#�!1�� �� h ���������'�$� ��!����$� c1 � c2 ������  �� ��
�."��� uh ∈ Vh !���#����#$ �&����8

c1|uh|k,Ωh
� |uh|k,h � c2|uh|k,Ωh

, k = 0, 1. )�,

���������'!�#� (��� �&���� ���#����! �� !���������� �������� )!��� ���������

>�� ?� �F�@, ! - ���� !���-.1�� ���� ����8 M, %-��&����� Ŝ1/2(û2) �� P̂ �������/

�� ����-; N, �� -!��#� Ŝ(|∇̂û|2) = 0 � û ∈ P̂ � !���-���  �� û = const � +�� -�#�����/
�� ����� ���#��.�!� ��� ��� -��$ �#�����-�$ Ŝ �"���-.� P̂ /-��!��'#������
�����!�#��
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(� ���� ��� � ��������� ��������
�����

O-��&�. uh ∈ V 0
h ����#�� ���"������$� �������� ���� � (P) �� �����-

���� �$� (�������# !  �!����$� ���������#������ �!��

(Ph) ah(uh, vh) = fh(vh) ∀vh ∈ V 0
h .

9��!'
ah(u, v) = Sh(A∇u · ∇v + a0uv), fh(v) = Sh(fv).

A���-.1�� !#��!�#� %���$ ah ����!���!�#���� #$����.� �� )	,� )�, � ����#��/
!�#� O������!�8

ah(u, u) � m|u|21,Ωh
, |ah(u, v)| � M |u|1,Ωh

|v|1,Ωh
∀u, v ∈ V 0

h . )K,

3�������  �� ���������'�$� ��!����$� m, M �� ��#�!� �� h �
�� �&���� �� ��!�� !���$ (Ph) ��� ������"�! #!���������'�$� -�#�����/

�� � �&����� E��� ���#���! ��#�!��$� ���-�'���$ � ���- �.�! ����!��.1���
E���- # ���!����!�#� A�"���#� Wm

p (Ω) "-��� �"���� ��'  ���� ‖ · ‖m,p,Ω � 4���
��� 1 < p < ∞ �����

‖u‖p
m,p,Ω =

m∑
k=0

|u|pk,p,Ω, |u|pk,p,Ω =
∫
Ω

∑
|α|=k

|Dαu|pdx,

� ��� p = ∞ ��������!

‖u‖k,∞,Ω = max
0�k�m

|u|k,∞,Ω, |u|k,∞,Ω = max
|α|=k

:D sup
x∈Ω

|Dαu(x)|.

$��� � )�* +� �,�-� ����� u ∈ W k
p (Ω), ϕ ∈ W k

∞(Ω), p ∈ [1,∞] � ����� ϕu ∈
∈ W k

p (Ω)  ���������� ������

�� c ������ 	��

|ϕu|k,p,Ω � c

k∑
l=0

|ϕ|l,∞,Ω|u|k−l,p,Ω.

$��� ( .$��� ���!� / 0��&!���* )�* +� 1�-2� ����� f � �
��
 �

����
	�

 � ��
���
�� 
� �������
���� Hs(Ω) � Ω ⊂ Rn � �!����"���� �


��� 
� �"!�� ���
��� �����
 l � s−1 �� �������
��� ������

 �� �� ����
f(pl) = 0 � ��� pl(x) =

∑
|α|�l

cαxα1
1 . . . xαn

n � ����� ���������� ����� ������

��

c = c(Ω, l, s) � 	��

|f(u)| � c (|u|l+1,Ω + |u|l+2,Ω + · · · + |u|s,Ω) ∀u ∈ Hs(Ω).

$��� 3 )�* +� �44-� #�� �"!��� v̂ ∈ P̂ ⊇ P̂2 ��������� ���
�$

|v̂|k,∞,ê � c |v̂|k,ê � c |v̂|j,ê , k � j, j = 0, 1, 2.

$��� 1 )�* +� �51* �1�-� ����� ���
������ Th �������
�� xe = xe(x̂) �
����!������
� !���
��� %����
�� ê 
� e ∈ Th, Je � ��� ������ &��!� û(x̂) =
= u(xe(x̂)) � ����� �� m ≥ 0, p ∈ [1,∞], k = 1, 2, 3 ��������� ���
�$

c1 h2 � det(Je(x̂)) � c2 h2, c1 h−2 � det(J−1
e (x̂)) � c2 h−2,
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|xe|k,∞,ê � c hk, |x−1
e |k,∞,e � c h−1,

| det(Je)|k,∞,x̂ � ch2+k,

|û|m,p,ê � c hm−2/p‖u‖m,p,e, |u|m,p,e � c h2/p−m‖û‖m,p,ê, u ∈ Wm
p (e),

|uI |s,p,e � c |u|s,p,e, 0 � s � 3, u ∈ W s
p (e)

.

����� "-��� ! ����'�  �� �� �."�� %-��&�� u � ������������ �� e ∈ Th �
%-��&� û � ����������� �� ê � �!�' �� ����"��� ��� ����"����#���� ���������� �
������ "-��� �������' û(x̂) = u(xe(x̂)) �

6�
��� �� ����� e ∈ Th � v ∈ H2(e) � �����

|Ee(vp)| � ch2‖v‖2,e‖p‖1,e ∀p ∈ Pe.

%
�����&���
� 4�� ��� H2(e) ⊂ C(e) � �� v 6 ������$#�� %-��&�� L��/
��8

Ee(vp) = Ê(det(Je)v̂p̂) = Ê(φ̂p̂), )F,

��� φ̂ = det(Je)v̂, p̂ ∈ P̂ � 3�������  �� |Ê(f̂)| � |f̂ |0,∞,ê �� �."�� %-��&��

f̂ ∈ C(ê) �
5-!�' â 6 �������$� -��� ��������&�� �� ê � 5� %-��&�� p̂ ∈ P̂ ���������

��!����-. �� ê %-��&�. p̂0(x) = p̂(â) ) P̂0 6 ���������� %-��&�� p̂,� 4����

|p̂0| � |p̂|0,∞,ê � c|p̂|0,ê, |p̂ − p̂0|0,ê � c|p̂|1,ê.

L!���'�- ����!��#�����

Ê(φ̂p̂) = Ê(φ̂p̂0) + Ê(φ̂(p̂ − p̂0)) ≡ E0(φ̂) + E1(φ̂),

�&���� %-��&�����$ E0 � E1 � L����

|E0(φ̂)| = |Ê(φ̂)||p̂0| � c|φ̂|0,∞,ê|p̂|0,ê � c‖φ̂‖2,ê|p̂|0,ê.

5�!���� �&���� #���! !���!�#��� ������$#��!�� #������ W 2
2 (ê) ⊂ C(ê) �

4�� ��� Ê(P̂ ) = 0 )!�� !���!�#�� �,� �� Ê(P̂1) = 0, � �$ ����� ��������' ����-
<���"�� 6P��'"����� 5��- ���8

|E0(φ̂)| � c|φ̂|2,ê|p̂|0,ê. )�,

������ �� ����$ 
 !���-���  ��

| φ̂ |2,ê = | det(Je) v̂ |2,ê � c
2∑

j=0

| det(Je) |j,∞,ê| v̂ |2−j,ê.

L!���'�- ����- �� ��!.�� ���- ��� !���-.1�� �&����8

|φ̂|2,ê � c

2∑
j=0

hj+2h1−j‖v‖2−j,e � c h3‖v‖2,e,

|p̂|0,ê � ch−1‖p̂‖0,ê.
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���"����- (�� �&���� ! )�,� �������� � ���#�� �!����� �&����8

|E0(φ̂)| � c h2‖v‖2,e|p|0,e. )�B,

Q������ ��� - ��$#� ����- � � ��#��!�#� E1(P̂0) = 0 � ���- ���8

|E1(φ̂)| � c‖φ̂‖2,ê|p̂ − p̂0|0,ê � c (|φ̂|1,ê + |φ̂|2,ê)|p̂|1,ê �

� c
( 1∑

j=0

| det(Je)|j,ê|v̂|1−j,ê +
2∑

j=0

| det(Je)|j,ê|v̂|2−j,ê

)
‖p‖1,e �

� c
( 1∑

j=0

hj+2 h−j ‖v‖1−j,e +
2∑

j=0

hj+2 h1−j ‖v‖2−j,e

)
‖p‖1,e �

� c
(
h2‖v‖1,e + ch3‖v‖2,e

)
‖p‖1,e � ch2‖v‖2,e‖p‖1,e.

L� (��� �&���� � )�B, ������  �� |Ê(φ̂p̂)| � ch2‖v‖2,e‖p‖1,e � � ��$#� ��#��!�#�
)F,� ��!.�� ���- ��� -�#�������� ������$�

6�
��� �� ����� e ∈ Th � aij ∈ W 2
∞(e) � p, q ∈ Pe � �����∣∣∣∣∣∣Ee

( 2∑
i,j=1

aij
∂q

∂xj

∂p

∂xi

)∣∣∣∣∣∣ � c h2
2∑

i,j=1

‖aij‖2,∞,e‖q‖3,e‖p‖1,e.

%
�����&���
� 9����� ��������$� ���#���� � ��#��!�#-

Ie ≡ Ee

( 2∑
i,j=1

aij
∂q

∂xj

∂p

∂xi

)
= Ê

( 2∑
i,j=1

b̂ij
∂q̂

∂x̂j

∂p̂

∂x̂i

)
,

��� b̂ij 6 !-��� !������$� #���

â(x̂) =
1

det(Je(x̂))
∂xi(x̂)
∂x̂k

∂xj(x̂)
∂x̂l

âkl.

A����#����'��� �&���� Ie !#����! � �&���� #��� ��$ E ≡ Ê
(
â

∂q̂

∂x̂j

∂p̂

∂x̂i

)
�

3"���� �� û =
∂q̂

∂x̂j
, v̂ =

∂p̂

∂x̂i
, φ̂ = âû � ��!!������ %-��&����� f(φ̂) =

= Ê
(
φ̂ v̂

)
� 3�������  �� !����!�� !���!�#�. �� f(P̂1) = 0 � � f ������ �� # W 2

∞(ê) �
��� ���

|f(φ̂)| � |φ̂v̂|0,∞,ê � |φ̂|0,∞,ê|v̂|0,∞,ê � c‖φ̂‖2,∞,ê|v̂|0,ê.

A����#����'��� #$����.�! -!��#� ����$ <���"�� 6P��'"����� �� ������� !��/
�-���  ��

|f(φ̂)| � c|φ̂|2,∞,ê|v̂|0,ê. )��,

5����� ����$ 
 � �� ���- ���

|φ̂|2,∞,ê = |âû|2,∞,ê � c

2∑
j=0

|û|j,∞,ê|â|2−j,∞,ê � c

2∑
j=0

|û|j,ê|â|2−j,∞,ê.
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L!���'�- (�- �&���- # (11) � �������� � !���-.1��8

|f(φ̂)| � c
( 2∑

j=0

|â|2−j,∞,ê|û|j,ê
)
|v̂|0,ê � c

( 2∑
j=0

|â|2−j,∞,ê|q̂|j+1,ê

)
|p̂|1,ê. )�
,

A����!�� ����� � ������  ��

|q̂|j+1,ê � chj‖q‖j+1,e, |p̂|1,ê � c‖p‖1,e. )�	,

������ �� ����$ 
 !���-���  ��

|â|s,∞,ê � c

s∑
t=0

∣∣∣ 1
det(Je(x̂))

∂xi(x̂)
∂x̂k

∂xj(x̂)
∂x̂l

∣∣∣
t,∞,ê

|âkl|s−t,∞,ê. )��,

L� -!��#� ���-����!�� � ����$ � ���- ��� !���#��!�#����8

∣∣∣ 1
det(Je(x̂))

∂xi(x̂)
∂x̂k

∂xj(x̂)
∂x̂l

∣∣∣
t,∞,ê

� cht,

|âkl|s−t,∞,ê � chs−t‖akl‖s−t,∞,e.

L!���'�- �#� ��!������ �&����� �� )��, �����8

|â|s,∞,ê � chs‖akl‖s,∞,e. )��,

5��!��#� )�	, � )��, # )�
,� ���- �� �!����� -�#��������8

|E| � c h2‖akl‖2,∞,e‖q‖3,e‖p‖1,e.

3� 78��� �
��
��� ����� � H1(Ωh)

4�� ��� �� ��!������. �����&$ Γh � Γ "������ �� !-1�!�#-�� ����� ������/
 ����� ����$��� �����!�#� Ω̃ �  �� ��� Ω � ��� � Ωh ����������� Ω̃ �� #!��
��!!�����#���$� ������-�&�� Th � A����#����'��� %-��&�. u ∈ W 3

2 (Ω) ���/

�� ���������' �� �"��!�' Ω̃ ! !���������� ����$� �� �!�' !-1�!�#-�� %-��&�
ũ ∈ W 3

2 (Ω̃) �����  �� ũ(x) = u(x) ��� x ∈ Ω �

‖ũ‖3,Ω̃ � c‖u‖3,Ω. )��,

5������ Ṽ = H1(Ωh) � 5� ����������. V 0
h ⊂ Ṽ � � ��� ��������!�'. !���$

�!��!�#���� �������' #��� ��- ‖ũ − uh‖1,Ωh
�

5-!�' ����� ãij , ã0 6 ���������� ��(%%�&�����# �!������� -��#���� ������
 ��

‖ãij‖3,∞,Ω̃ � c‖aij‖3,∞,Ω � M1 = const, i, j = 1, 2, )�K,

‖ã0‖3,∞,Ω̃ � c‖a0‖3,∞,Ω � M2 = const. )�F,

5������
f̃(x) = − div(Ã∇ũ) + ã0ũ, )��,

��� Ã = Ã(x) = {ãij}2
i,j=1 �



��
 �*�* 
��	��- �*�* ������

������ �"�  �!�� ��#��!�#� )��, �� �����#��'�-. %-��&�. vh ∈ V 0
h � ����/

����- �� �"��!�� Ωh � �!���'�- %���-�- ���������#��� ��  �!��� ���- ���
�����!�#�

(P̃) ã(ũ, vh) = f̃(vh) ∀vh ∈ V 0
h ,

��� ã(ũ, vh), f̃(vh) �������.�! ������� �� )�, ! ������� Ω �� Ωh � �������
��(%%�&�����# �� �� �����������

9���� # (P̃) ���!����!�#� Ṽ ��� ������!����!�#�� V 0
h � � ��������$ �� �"/

��!�� Ωh 6 !�!��#��� �#�����-���� %���-��� SΩh
, �������� � !���� (Ph) � A���/

#����#�!�' ��#��!�#

SΩh
(Ã∇uh · ∇vh) = SΩh

(A∇uh · ∇vh),

SΩh
(ã0uhvh) = SΩh

(a0uhvh), SΩh
(f̃ vh) = SΩh

(fvh)

�"�!�� �#���! ����  �� #!� -��$ �#�����-�$ SΩh
����� # Ω �

3��� ����� #$�� ���#���� �� �!��#���� ����#��!�# )K, ���- ��' !���-.1-.
�&���- )!�� >
� !� 
B�@,8

|ũ − uh|1,Ωh
� C {|ũ − ũI |1,Ωh

+ Ea(ũI) + Ef} , )
B,

Ea(ũI) = sup
wh∈V 0

h

|ã(ũI , wh) − ah(ũI , wh)|
|wh|1,Ωh

, Ef = sup
wh∈V 0

h

|f̃(wh) − fh(wh)|
|wh|1,Ωh

.

4���� �"������ !���-�� �&����' ��� !�!��#�.1�� ��������!��8
�, ��������!�' ��������&�� |ũ − ũI |1,Ωh

;

, ��������!�' �#�����-�$ Ea(ũI) ��� #$ �!����� %���$ ã ;

	, ��������!�' �#�����-�$ Ef ��� #$ �!����� %���$ f̃ �
3&���� ��������!�� ��������&�� �"�!�� �#���! ���!��-�&��� ���!����!�#�

���� �$� (�������#� A����!�� )�,

|ũ − ũI |1,Ωh
� c h2‖ũ‖3,Ωh

.

� ��$#��  ��
‖ũ‖3,Ωh

� ‖ũ‖3,Ω̃ � c‖u‖3,Ω,

�� ���#�� !�!��#�.1�� �&���� ��������!�� ���- ���8

|ũ − ũI |1,Ωh
� ch2‖u‖3,Ω. )
�,

5�� !���-.1�� -!��#�� ������!�� �!����$� ����$�8

u ∈ H3(Ω), aij , a0 ∈ W 2
∞(Ω), i, j = 1, 2, f̃ ∈ H2(Ω), )

,

����� )!�� ������$ 99� 99, "-�-� ���- ��$ �&���� �!���'�$� !�!��#�.1�� ��/
������!��8

Ea(ũI) � c h2‖u‖3,Ω, Ef � c h2‖f̃‖2,Ω̃. )
	,

L� (��� �&���� � �&���� )
B,� )
�, !���-��

6�
��� (� ����� � ���
�
 ��������'�
� )

,� Ω � �!����� � ����	
�(

������� ���
���� �����

|ũ − uh|1,Ωh
� c h2.

5������� � ���������'!�#- �&���� )
	,�
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6�
��� 3� ����� f̃ ∈ H2(Ω̃) � �����

|f̃(vh) − fh(vh)| � c h2‖f̃‖2,Ω̃|vh|1,Ωh
∀vh ∈ Vh, Ef � c h2‖f̃‖2,Ω̃.

%
�����&���
� 5��'�-!' �������� �� ����#��!�#�� ����6<-���#!����
� O������!�� ���- ��

|f̃(vh) − fh(vh)| �
∑

e

∣∣∣Ee(f̃ vh)
∣∣∣ � c h2

∑
e

‖f̃‖2,e‖vh‖1,e �

� c h2
( ∑

e

‖f̃‖2
2,e

)1/2(∑
e

‖vh‖2
1,e

)1/2

= c h2‖f̃‖2,Ω̃‖vh‖1,Ωh
� c h2‖f̃‖2,Ω̃|vh|1,Ωh

.

3&���� �� Ef #���! !���!�#��� (��� �&�����

6�
��� 1� )�������� ���
�

|ã(ũI , vh) − ah(ũI , vh)| � c h2‖u‖3,Ω|vh|1,Ωh
∀vh ∈ Vh, Ea(ũI) � c h2‖u‖3,Ω.

*���� ������

�� c ����� �� ���	
 
2∑

i,j=1

‖aij‖2,∞,Ω + ‖a0‖2,∞,Ω �

%
�����&���
� E���-��� #����'�  ��

|ã(ũI , wh) − ah(ũI , wh)| �
∑

e

∣∣∣Ee

( 2∑
i,j=1

ãij
∂ũI

∂xj

∂wh

∂xi

)∣∣∣ +
∑

e

|Ee(ã0ũIwh)|. )
�,

2�!���'�-��! ��������� � � 
 ) f̃ = ã0ũI ,� 4����

∣∣∣Ee

( 2∑
i,j=1

ãij
∂ũI

∂xj

∂wh

∂xi

)∣∣∣ � c h2
2∑

i,j=1

‖ãij‖2,∞,e‖ũI‖3,e‖wh‖1,e �

� c h2
2∑

i,j=1

‖ãij‖2,∞,e‖ũ‖3,e‖wh‖1,e,

|Ee(ã0ũIwh)| � c h2‖ã0ũI‖2,e‖wh‖1,e � c h2‖ã0‖2,∞,e‖ũ‖2,e‖wh‖1,e.

A-����- (�� �&����� ! - ���� )��,� )�K, � )�F, �� )
�, ���- ��� ���#�� -�#�����/
��� ������$� 2���� �&���� #���! !���!�#��� ���#���

1� :�� �&��� ����
��� ����������

5��#���� ���-�'���$ �#-� ��!��#$� ��! ���#� ����� �.1��! #$"���� �"��/
!�� Ω )����� �$� �#����� ��� ��-�,� R��'. ��! ���# #���! �����!���&� ���
������ �!��� ��������!�� ��!!��������� #$�� !���$� ��� � ���#���� �� ��!��
�&���� ��������!��� ���- ����� # ������� 	� 2 �� �!�#� �!������ ���� � ��!!��/
���#���!' ���� � ������� �� -��#���� 5-�!!���� !���#��!�#-.1� !���-.1��
����$�8

aij = δij , i, j = 1, 2; a0 = 0; f = −�u,

u = 12(2 − 3x)2ω1 −
(
12x − 10(6x − 3)3 − 10(6y − 3)5 − 6

)
ω2 − ω3/3,

ω1 = e−(6x−3)2−(6y−2)2 , ω2 = e−(6x−3)2−(6y−3)2 , ω3 = e−(6x−2)2−(6y−3)2 .



��� �*�* 
��	��- �*�* ������

��.(* :

�.(��� Ω @ �$�����+, �"�$!��

ne n h e0 e0/h3 e1 e1/h2 e∞ e∞/h3

?< ::? A*?B 1.22 <C*B: 18.00 :BB*AC 3.49 C:*?A
:<C D:E A*:C 0.066 ::*?< 5.66 :ED*FA 0.33 BE*::
B:< :FA: A*AG 4.4 · 10−3 F*DF 1.47 :CG*GE 0.02 ?B*??
<ADC F<E? A*ADD 4.4 · 10−4 B*<< 0.3 :GF*?G 2.9 · 10−3 ??*C<
C:G< <DC?? A*A<< 5.1 · 10−5 D*EC 0.096 :GC*DF 3.54 · 10−4 ??*<F
?<EFC GCC:E A*A:: 6.18 · 10−6 D*FB 0.024 :GG*A< 4.4 · 10−5 ??*:C

��.(* <

�.(��� Ω @ �!�' �$������'� !�$����

ne n h e0 e0/h3 e1 e1/h2 e∞ e∞/h3

:F BG A*GF 20.3695 <?*A: 76.97 C?*B< 40.33 DB*BC
FD <:? A*B: 2.56 :G*<G 25.88 GG*B 5.34 DA*<E
<BF CAG A*<F 0.35 :G*CE 8.54 :<F*?? 1.21 FG*AA
:A<D ?:B? A*:? 0.01 D*E? 2.34 :?C*DF 0.06 <B*GF
DAGF :<DDG A*AFE 9.0 · 10−4 <*GG 0.61 :?B*CG 6.5 · 10−3 <:*E<
:F?CD DGDE? A*A?D 9.5 · 10−5 <*D< 0.15 :<G*EF 9.3 · 10−4 <?*EA

4� ��� ������� u ��!���� �� !����� -!������8 # ����� ��� �#������ ��� ��-��
��� ����� �� ��� ��� #$������$� ���!��-�� � �����-���

��� �� ����� ���� �#������� ��� � �� ����� ���� ��-�� ������-�&� �"/
��!�� ��� ����� �$� ��� ���� ��������� h �����#�����!' !���-.1�� �"�����8
��� �� ��'��� h0 !������!' ��-"� ������-�&� Th0 � ����� ���- ���!' �����/
�-�&� Th1 �������� ������� ���-���'���� ��  ��$��  �!�� � �� �� 5��- ���$�
����� �"����� ������-�&�� ��� ��������� h ����!��#���$ �� ��!� 	�

7��-�'���$ #$ �!����� ��� ����� �$� h ����!��#���$ # ��"�� �� 
� ��� ne 6
�"1��  �!�� (�������#� n 6 �"1��  �!�� -���#� 5���!��#���$ !���-.1�� ���$
��������!��8

e0 = |u − uh|0,h, e1 = |u − uh|1,h, e∞ = |u − uh|∞,h.

L� (��� ��"��& ����� !�����' #$#���  �� e0 � e∞ ���.� ������ h3 � ����� ���
e1 = O(h2) �  �� #����� !���#��!�#-.� ���-�'���- ������$ 	�

7�"��� #$������� ��� %����!�#�� ��������� 7OOL )������$ S BK/BK/BB�F	�
BK/B�/BB���,�
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_]I V[MKZSPRK[W [\ NOPMQPRKS RQKPWXOYPQ ZWKRI IYIVIWR KL UQILIWRIM* _]I S[WLKMIQIM E�W[MIL
IYIVIWR PYY[`L R[ [TRPKW MKPX[WPY VPLL�VPRQKa KW bcd�LS]IVI `KR] WOVIQKSPY KWRIXQPRK[W*
eI XKJI P MILSQKURK[W [\ S[QQILU[WMKWX NOPMQPROQI QOYI- `]KS] ]PL U[LKRKJI S[IfSKIWRL* cQQ[Q
ILRKVPRIL \[Q ][V[XIWI[OL gKQKS]YIR UQ[TYIV \[Q LIS[WM [QMIQ hgc PQI MIQKJIM* iOVIQKSPY
IaUIQKVIWR QILOYRL- KWRIWMIM R[ KYYOLRQPRI R]I LRQIWXR] [\ R]I UQ[JIM R]I[QIV- PQI L][`W*
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