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�  ����! "�#��� ���$� �%��� %����� �!��%�� �&��� � ' "�� � (���)*& �#�#)����+�
 ����������+� �"�%����', 
 ������ "��("� �$���' ��"' � % ' "� � �-��(�("�%�� ("�%��
 ��. "�����. /��"+��������0 �"�%��! �&����+� ����� � ���"���.0 /$������% �(�"���"�
"���1 ����%����%�&)�0  ���"����! ����� /��"+��������+� �(���"�,

��������


 �������� ����� ������� �������� �������� ���������� �� �� ���!
��� � �����"# ������� $�� ���������� ���% ��� �����"� ����" �&���� ��'���
���� (�� �(��������� )��*�����&����� ���*���" �����"# ���� +�,% � ��*'� (��
(�����*� *������� )��*���������*�� ���*����"� �����'����% *����"� ��*�"!
���� �(���������� ������ ��� ��*�# ��������� % ���������" ������ ��!
� ������ -�(�����% (�� ���������� ���*���" ���� ��'�"� ������� ��%
��� ���&����� ������ ��� ���� ��'�� (����*��� ������ ����� 
 )��� ��!
��� ��.����/�� � ���*���� ���� (�������� �� ������� �)����*�&� ���&� �
�����"# �����#� 0��� ������� ��������� ����*�% �)����*� ���& )���&�����!
*�# ������ ��'�� ����������� *�* (�(���*� * )���&�� ������� ������&�
������ 1������� (������� ��(��������� ������ � ���� � �������� �������!
��*� � )*(������������ (�������"� �������� )���&��% ��'�� ��*�� �������
������� )��*�����&������ ���*���� �����"# ����� 
 �����"# �����# ��������
��������"�� ������� (�(���*�% ������"�  (�������/�� )��*������&� ��!
*����% �� ���  (��/���� ��'����� � ������'���� )��*����!(��������"# (��
2�� +�% 3,4� 5�"��� (�(���*� * *������*��� �������� ���� ��'�� ����'��!
�"�� ����/���% ������������ (�������/�� ��*����% �(�"�����  (������
(����/���� 6���&� +3,� 7(���������� ��*�&� (����/���� (���(���&���% ��� ).!
.�*���� ����*������� �� ������� (��/��% (�� *������ ��'�����% � �����
������'���� )��*����!(��������"� (��"% ��'�� (���������� $�� (�����'����
#����� �������� � ����� ��"��"# )��*�����"# ������ � ��&*�# �����"#� 5���!
*� � ����� ��'��"# �����"# ������ )..�*�" ����*������� ��&�� �"�� �����
��������"��� $�� '� )..�*�" ��&�� �&���� ��'��� ���� � (��/��# ����!
��&� *������� ���*/�� ������&� ������� $��% � (����� �������% *����� ���!
������ % ������"#  (���/�(������ ���"�� (������ ����������� ���*/��
������&� ������% *����"� ���� �����'�"�� ���&����� ����&���"� � (�������
����� �(�#�� � ������ ������� .���*�� -�(�����% *�&�������� �/����/��
�����"# ����*�� ddμ � �(����������"# ������"# (���# ��'�� ������������
*�����������"� �����"� ���*/�� ������ +�,� 1�� ����������� �������&� (���%
����#����� ��� ����������� ��*�# ���*/� % ����"% �#������ � ���� ��!
��*��" ddμ % (���������� )���&�� (����*� � 8)
% ��� �(�������  (���&��� 
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)���&�� (��/�� ��'����� )��*����!(��������� (��"� $�� ��������% ��� � ��!
*�# (��/��# )..�*�" (�������/�� ��*���� ��&�� �&���� ����� ��'��� �����
-���*������� �� ������� )..�*�����&� �������� ���� �����  ����� ��'��
�"�� (������������� ������  (������ .��������� ��������� *������� ��!
����*� 25��4 +9,� $�� �"�� (���������������� � ������# +�% :,� 
 ������ +;,
�"� (������ �(������ )..�*�����&� �������� ���� �����  �����% (������!
��� ����"���� ����*������� �� ������� )��&� �������� ����� 
 ������� 
������ )��� �(������ �(�������� ��� �"������� �������"# )�������� �(���!
���� <����% ������������# ��*����� ���� (�*��� ����� � (��� ����% � ���
�(��������� �)����*�&� ���&� )���&�����*�# ������ �����"# ������  ������
��(��������� ������ � �����

�� 	
������ ���

1������� �����"� (���'���� .��������� ��������� *������� ������*�%
�������&� � ������ +9,� ="�� (�*����� +9,% ��� ��������� >�����&��� �� �������
��"� ����� ��������*�� ����������% � �"�� �"������ ����� ����� ���������
���'���� *�* ������� �����(���&����# .�����*�# (���/�(��� ��* (������
� 5�� �(�������� ��% ��� ���������� ��"��� ��� ������ *������� *��(��*!
��&� ����% ���"�����&� ��(������ ����������? ����� ��(������ ����������
�(���������� (� ������� (��������������� ��"�� ��� (����������� ������!
�"# ��(����� ���������� ��� *�'��&� ��"���? ��(������ ���������� ��"���%
*������ ��'�� (����� �� ��*���*��� �������"�� (������% ��� ���� ��(��!
��� ���������� ��� *�'��&� �� )��# (������ 
 ������ +9, �"�� (�*�����% ��� �
*������ ����������� ��"��� ��'�� �(��������� (��/�"  �(��������"�� ���!
������ ������ � *��/� �������� ���� � ������ 
 .��������� 5�� ��(������
���������� ��&�% ��� (�� ��������� � ������ ������� t ����� ����� ������!
'��� � ������� |ψ2〉 % ��� (�� ��������� � ������ ������� t0 ��� ��#������ �
������� |ψ1〉 % (����������� � ������� .���� +9,@

〈ψ2|U(t, t0)|ψ1〉 = 〈ψ2|ψ1〉 +

t∫
t0

dt2

t2∫
t0

dt1 〈ψ2|S̃(t2, t1)|ψ1〉. 2�4

0��� U(t, t0) A �(������ )����/�� ����"% 〈ψ2|ψ1〉 A ��(������ ����������

��&�% ��� � ����� �� �"�� �������� ����% 〈ψ2|S̃(t2, t1)|ψ1〉 A ��(������ ����!
������ ��&�% ��� ��� � ������ ������� t1 ������� ����" �"�� |ψ1〉 % ��
�������� ���� � ����� ������� � ������ ������� t1 % ��*������ � ������
������� t2, � � ��� '� ������ ����� �*�'��� � ������� |ψ2〉 �


 5�� �"�� �"������ ���������� ��������*�� ��������� +9,@

d〈ψ2|T (z)|ψ1〉
dz

= −
∑

n

〈ψ2|T (z)|n〉〈n|T (z)|ψ1〉
(z − En)2

, 234

&��

T (z) = i

∞∫
0

dτ eizτ T̃ (τ), 2�4

T̃ (τ) = e−iH0t2 S̃(t2, t1)eiH0t1 , 294

 &������"� �������
T (z) −−−−→

|z|→∞
B(z), 2�4



33 �,�, ��
	67�� 	 ��,

���, 8, �������"�%����' �#$���* D 1 ��0� ')�'�' ��9 � 0�"����"�.�� /��"+�'�� ����
"�� �&���.0 �����% � �%����%�! /$���"� �������

&�� �(������ B(z) ��� �(������ �������� ����  ��*������ ���"� ��������
�������� ���� +9,� -������ �� ��% ��� � &�������� ������ 2�4 z ����������
* ��*��������% �" ��'�� �&��������� ����������� ������ )���&��% ��'�!
�� &������ �"�� ����&� ���*�)���&�����*�&� (�����'����% �� &������ ������ 
������ )���&��% ������������ ����� .������������� �"�*�)���&�����*� 
������ 2��� �4� $�� ��*�"���� ���"� �����'���� ��� (�������� �������"# ).!
.�*����"# ����� +�% :,@ ��(�����" (��/���% ��'�"# ��� ���*�)���&�����*� 
������% ��&�� �"�� �(�������" � ���*�# �"�*�)���&�����*� ������ ��� )���!
&� % ��'���# � B(�&������� C ������ D % � ����� ��&�� �"�� �(��������" ���
(�������� �(������� �������� ����% �(���������&� ������*� ���*�)���&���!
��*� ������� D�*% � ������ +;,% ������� �(���������"� �� ������� ���&����"
*������� )��*���������*� 2�$�4% ��� )���&� % ��'���# � ������ D 2��� �4%
�"� (������ �(������ �������� ���� �����  ������ 1�������" �(������ ���!
�"���� (�������/�� ��*����� 5��������� ��������*�� ��������� 234  ��*��
�(�������� �������� ���� (�������� �(�������� ���*�)���&�����*�� ������!
*� ����� � (��� ����� -�(�����% ��� (�������� �(�������� .��*/�� <���� ���
����� � (��� ����  ������ (�������/�� ��*�����

�� �������� �������� 
����
� ����

��� ��������
� ���� ������

5(������ <���� �(��������� � ����� ����� *�*

G(z) = i

∞∫
0

dt eiztUs(t, 0), 2:4

&�� Us(t, 0) = e−iH0t2U(t2, t1) eiH0t1 A �(������ )����/�� � (����������� >�����!
&���� ��� ���� ������ ������ ����� ��*� B������" C �(������ <����% *����" 
�� ����� ����"���� *������*�� �������� ���� �����  ����� +;,@

G0(z) ≡ 1
z −H0

=
∑

n

|ψn〉〈ψn|
z − E0

n

. 2;4

0��� |ψn〉 A �������"� ��*���� &������������ � ��������� ����*�% �� ���

H0|ψn〉 = E0
n|ψn〉, 2	4

��� � *����������� (�����������(
−i�α�� +mβ − Zα

r

)
ψn(r) = E0

nψn(r). 2�4
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D�&�� |ψn〉 ����� �����'����� (� *������������ �����

|ψn〉 =

+∞∫
−∞

d3r ψn(r)|r〉. 2�E4

5����� �*��� � �)����*� ���& )���&�����*�# ������ ���� �������� ����
������&� �����  )��*�����"� ��*������ 
 �(������ 2;4 ��'�� �������� ��*��
�������� ����% ������� B������" C �(������ <���� �� ������� +	,@

G(z) =
∑

n

|ψn〉〈ψn|
z − E0

n − Cn(z)
, 2��4

&�� .��*/�� Cn(z) � (��(�&����� ����� �(�"���� �������� ����  ��*������ 

��������� 2��4 ���*

∑
n

�������� ����������� (� ��*����� ���� (�*��� )���!

&�� � ����&��������� (� ��(���"��� � 
 ����� ������ �" ����� �����������
�������"� )������" �(������� 2��4 ����*� ��� ��*����� ���� (�*���� 
 )���
����� |ψn〉 �(�"���� ������� ����� � (��� ����� D�*� �(������ <���� ����
��.����/�� �� ����*� � ������"# �������#% � ��*'� �(�"���� ��*�� ��'�"�
(��/�"% *�* ��������� ���������% �(����'������ ��#����� ����� �����% ���
�������� ���� �����  ������ � ������ �������� (����

5(������ �������� ���� B(z) ��'�� (��������� *�* ���� *������*�&�
�������� ���� � �������� ���� �� ��� ��'����� � ������'���� )��*����!(�!
�������"# (��@

〈p2|B(z)|p1〉 = −Ze
2

q2
+ 〈p2|Bpol(z)|p1〉, 2�34

&��

〈p2|Bpol(z)|p1〉 = −Ze
2

q4

(
Π̃00(z − Ep1 , q) + Π̃00(z − Ep2 , q)

)
2��4

� q = |q| � 0���
Π̃00 = −α

π
q2J̃(z, q), 2�94

&��

J̃(z, q) = −2m2
e

3

∞∫
1

dx
(x+ 1/2)

√
x− 1

x3/2 (4m2
ex− z2 + q2 + i0)

(
z√

q2 + 4m2
ex

+
z2 − q2

4m2
ex

)
. 2��4

F������ ���������&� ��������*�&� ��������� 234 ��� ��*�&� (��(�&�����  ���!
����� Zα2 ����

Cn(z) = 〈ψn|Bvac(z − En)|ψn〉 =

+∞∫
−∞

d3q

(2π)3
Un(q)Bpol(z − En, q), 2�:4

&��

Bpol(z − En, q) = −16Zα2m2
e

3q2

∞∫
1

dx(x + 1/2)
√
x− 1

x3/2 (4m2
ex− (z − En)2 + q2)

×

×
(

z − En√
q2 + 4m2

ex
+

(z − En)2 − q2

4m2
ex

)
. 2�;4

F����" ������� � ����� ���� .��*/�� Cn(z) ��� ������ 2p3/2 � 3d5/2

(�������" �� ��� 3� ��* )�� ������ �� ��������� 2��4% �������� Cn(z) �(����!
���� ������������� �������"� )������" �(������� <�����
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���, :, ������. "��$*��! � �����! ����� ;���<�� Cn(z)  $' Z = 20

��  ��!
����� ����" � #���
� ������������ ���� � ����

$���&�� ������"# ������ ����� � ���� ����� �(��������� �� ������
(���� � �(������� <���� 2��4@

z − E0
n − Cn(z) = 0. 2�	4
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1�������&�� ���������� Cn(z) � �*������� ���*� z = E0
n % (������� �)����!

*� ���&
ΔEn ≡ En − E0

n = Cn(E0
n). 2��4

��� �)����*�&� ���&� (������� �� 2�:4 � 2�;4  �������� Zα2 +;,@

ΔEn = Cn(E0
n) =

+∞∫
−∞

d3q

(2π)3
Un(q)Bpol(0, q), 23E4

&��

Bpol(0, q) =
4Zα2

3

∞∫
1

dx
(x+ 1/2)

√
x− 1

x5/2 (4m2
ex+ q2)

23�4

�

Un(q) = ψ∗
n(q)ψn(q) =

+∞∫
−∞

d3r e−iqrψ∗
n(r)ψn(r). 2334

0��� ψn(r) ��� ������� ��������� ����*�% *������% (���#��� * ��������"�
������"� .��*/��� f(r) � g(r) % ��'�� ��(���� � ����������� ����� �����/
� = c = m = 1 �������� �������@

d

dr
f(r) + (1 + k)

f(r)
r

− {(ε+ 1) − V (r)} g(r) = 0,

d

dr
g(r) + (1 − k)

g(r)
r

+ {(ε− 1) − V (r)} f(r) = 0.

23�4


 ������ +�, �$�!(�(���*� � )���&�����*�� ������ ������&� ����� �"����!
��� � (�����'���� �������&� ����% �� ��� (���(���&����% ���

V (r) = −Zα
r
. 2394

-� ��*�� ��(������ ��(��������� ��� ������# ���� � ��� ������ % ��(�!
��'���"# ����*� * ����% �� ��� 1s1/2 � 2p1/2 % 2p3/2 � 
 )��� ����� ����*� �
��#�'����� )���&�� �������� ��������� �


 ����� ������ ������� ������ ��������� ����*�% � � *������ (����/����
�(�������� (����/��� G����!������ ����� 1����/��� ��'�� ��(���� � *���!
��*�� ���� +�,@

V (r) = −Zα
+∞∫

−∞
d3x

ρ(x)
|r − x| = −4πZα

⎛⎝1
r

r∫
0

dxx2ρ(x) −
∞∫

r

dxxρ(x)

⎞⎠ , 23�4

&�� ρ(x) A ���������� (������� ��(��������� ������ � ����% *������ ���'��
������������� ������ ��������*�

+∞∫
−∞

d3xρ(x) = 4π

∞∫
0

dxx2ρ(x) = 1. 23:4

F��������" �("��� (� ������� �"��"# )��*������ (Ee > 500 8)
) �� ����#
����� ��&� �&������  (���(���'�����% ��� (������� )��*�����*�&� ������
��*������� � /����� ���� � ��������� ��"���� * (���.���� �&���� .������

ρ(x) =
ρ0

1 + exp
(

4 ln 3
x− a

b

) , 23;4
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&�� ρ0 A ������������� (��������% a � b A (�������" ����% �(��������"� )*(�!
������������ D�*�� ��(��������� ρ(x) ��� ��(��������� G����% � ������ ����
 ��*�� ��(���������� ������ ����� G����!������� ����� -� ��� � (��������!
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������*� ����� � (��� ���� �(��������� �(�������� <���� 2��4� G��*/��
Cn(z) % �(�"������ (�(���*�% *����"� �����"  (�������/�� ��*����% ��&��
�"�� �"�����"  (������ ���������&� ��������*�&� ���������� 
 ����� ��!
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���� (�*���� 1�� ������ �������"# )�������� �(������� <���� 2��4 � �(����!
����"# ��� )���&� ������"# ������ �����"# ������ ����#����� ����"����
��(��������� ������� � ����� 
�'���� ����� ��&�% ��� ���� �� ������� �����!
�"�% (���������������� ���� �� (������ ������ 1s1/2 � 2p1/2 � 1�� )���
�" �(��������� ��(��������� G����� ��* )�� ����� �� ��� �% ��� Z = 80
)���&�� ������� 1s1/2 % �"������"� � (�����'���� �������&� ���� �  ������
��(��������� ������ ����% �(���������&� ������� G����% ��������� (���� �
��� ����� H������������% �������� .��*/�� ψn(r) ��� �������&� ������&� �����
��������� ��������� �� ������� .��*/��% �"�������  (������ ���������
����*� ��� �������&� ����� 1�)���� (�� �"������� .��*/� Cn(z) ����#���!
�� �(��������� ������"� .��*/��% ��������� ��������� ��������� ����*�%
����"������� ��(��������� ������ � �����
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